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Zur Kettenbruchtheorie im n-Dimensionalen (Z 3). 
Von 


G. Bullig in Hamburg. 


Diese Arbeit bringt die Verallgemeinerung der in Z 1") fiir drei Dimen- 
sionen behandelten Theorie auf » Dimensionen. Hierbei wird » = 3 voraus- 
gesetzt, da fiirm = 2 nur ein geringer Bestandteil der Theorie, der sich iibrigens 
leicht aus den folgenden Untersuchungen herauslésen la8t, Bedeutung hat. 

Beziiglich einer vorgegebenen Menge ©, die gewisse einschrinkende Forde- 
rungen erfiillt (8.6, 7), werden extreme Quader (n-ter Art, 8.7) definiert. Diese 
Quader enthalten im Innern keinen Punkt von M, auf bestimmten ihre Seiten- 
flachen aber je einen. Im Falle, wo M aus Punkten eines Gitters besteht, liefert 
also jeder extreme Quader n Gitterpunkte. Ubertrigt man den Begriff des’ ex- 
tremen Quaders auf die 2. Dimension, so erhilt man bei geeigneter Wahl 
von M in den Punktepaaren der Seiten der extremen Quader genau die redu- 
zierten Basen des Kettenbruchverfahrens. In drei Dimensionen sind die durch 
die extremen Quader definierten Tripel von Gitterpunkten bei geeigneter 
Wahl von M ebenfalls Basispunkte des Gitters, und die Bedingung, daB ein 
Quader extrem ist, 148+ sich wie in 2.Dimension durch Ungleichungen aus- 
driicken, welche die Koordinaten der drei Gitterpunkte erfiillen. Darauf 
beruht die Existenz eines Kettenbruchverfahrens zur Bestimmung aller 
extremen Quader in 3. Dimension (vgl. Z2*)). Aus diesen Tatsachen er- 
hellt die Bedeutung, die den extremen Quadern hinsichtlich einer Ver- 
allgemeinerung des Kettenbruchverfahrens zukommt. 

Die Transformationen 2,, (5.26), die in zwei und drei Dimensionen 
die reduzierten Basen, also die extremen Quader, wiederum in solche iiber- 
fiihren, lassen sich durch einfache zahlengeometrische Operationen ersetzen, 
bei denen lediglich diejenigen Eigenschaften der extremen Quader benutzt 
werden, durch welche sie nach der obigen Definition charakterisiert sind. 
Die Verallgemeinerung dieser zahlengeometrischen Prozesse auf n Dimen- 
sionen ist nahezu eine zwangsliufige. Das so definierte Verfahren wird 
im folgenden topologisch untersucht. Auf Grund dessen werden in folgenden 
Arbeiten Eigenschaften des Verfahrens hergeleitet, die zur Bestimmung einer 
Basis der Einheitengruppe eines beliebigen totalreellen algebraischen Zahl- 
kérpers fiihren. Um Approximationseigenschaften in n Dimensionen zu beweisen, 


1) Abhandl. aus d. Math. Seminar d. Hansischen Univ. 13 (1940). 
2) Festband der Math. Ges. Hamburg, 1940. 
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wird eine Darstellung der ebengenannten zahlengeometrischen Prozesse durch 
rationale Transformationen férderlich sein, wie sie in Z2 fiir n = 3 ge- 
geben wurde. Desgleichen ist eine solche Darstellung von Wert fiir eine 
bequemere numerische Durchfiihrung dieser Prozesse. Die Erledigung dieser 
Frage bleibt ebenfalls spiteren Untersuchungen vorbehalten. 

Wir schreiten nunmehr zu einer Ubersicht der topologischen Eigenschaften 
des Verfahrens, die in dieser Arbeit bewiesen werden. 

Die Untersuchung richtet sich auf die Ermittlung von Struktureigen- 
schaften des Graphen J", der als Eckpunkte die extremen Quader, als Strecken 
die Operationen 2,, enthaiJt. Dazu wird die Begrenzungsfliche B(V) der 
Vereinigungsmenge V aller extremen Quader — B(V) ist mit dem (n — 1)- 
dimensionalen Euklidischen Raum homéomorph — in eine Menge K punkt- 
fremder topologischer offener 0-, 1-, ...,  (m — 1)-dimensionaler Kugeln 
zerlegt. Jede Kugel ist durch ihren Rand eindeutig bestimmt. Die Eckpunkte 
unseres Graphen werden durch die 0-dimensionalen Kugeln, seine Strecken 
dureh die 1-dimensionalen Kugeln in B(V) realisiert. Es gilt weiter der 
wichtige Satz, da8 der Rand einer t-dimensionalen Kugel (0 < ¢ < n — 1) 
in endlich viele 0-, 1-, ..., (¢ — 1)-dimensionale Kugeln aus K zerfiallt; es 
folgt also: Der Rand einer (abgeschlossenen) 2-dimensionalen Kugel aus K 
liefert einen 1-dimensionalen Zyke] von J. Erweitern wir J™ zu J?, indem 
wir die 2-dimensionalen Kugeln aus K (abgeschlossen) hinzunehmen, so ist 
der Rand einer 3-dimensionalen Kugel ein 2-dimensionaler Zykel in J? usf. 
Da von jeder Dimension < nm — | unendlich viele Kugeln in K existieren, 
ist damit die Existenz unendlich vieler 1-, 2-, ..., (m—1)-dimensionaler 
Zykeln in I~" nachgewiesen. J”~" ist als Punktmenge gleich B(V). 

Es lassen sich nun Aussagen machen, die zu einer kombinatorischen 
Konstruktion aller genannten Zykeln fiihren, wenn allein der Graph J? und 
die Indexpaare der seinen Strecken zugeordneten Operationen 2,, bekannt 
sind. Diese Voraussetzung ist bei Anwendung unserer Theorie z. B. auf 
algebraische Zahlkérper leicht erfiillbar, weil dann in J™ ein Fundamental- 
bereich einer Gruppe existiert, der nur endlich viele Punkte und Strecken 
enthalt, andererseits auf zwei Punkte P’, P, die mod. dieser Gruppe aquivalent 
sind, die genau gleichen Operationen {2,,,,, ---, Qn¢i) anwendbar sind 
(d. h. ist 2,4, auf P, 2, 4+;)-auf P’ anwendbar, so gilt k (m) = k’ (m)); 
also auch die Indexpaare ‘lassen sich nach Vorgabe endlich vieler Paare 
iibersehen (vgl. auch 8. 3 unten). 

Was die kombinatorische Konstruktion unserer Zykien angeht, so gilt 

1. Der 0-dimensionale Teilkomplex ¥° von J", der aus den 0-dimensionalen 
Kugeln von K besteht, die auf dem Rande einer vorgegebenen t-dimensionalen 
Kugel E* von K liegen (¢ = 1), ist bereits eindeutig bestimmt, wenn irgend- 
einer seiner Punkte, P, gegeben ist mit samt den Ziffern 1,, ..., |,, fiir die 
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Q ray Pi... +» 2), ta) (P) zu gehéren. Sogar E* ist durch diese Angaben 
eindeutig bestimmt. Zunichst gilt stetsg = ¢t. Ist nun ein P; = 2,,, 4, (P) 
vorgegeben, so sind die Ziffern U’, (m = 1,...,¢), fiir die 2; ,. (P;) zu 
gehéren, gegeben durch 

U,=l, fir m+t 

i =k (,) 

U =, fiir alle m, falls & (l,) c (l,,...,h), 


Da J) und die seinen Strecken zugeordneten Indexpaare als bekannt voraus- 
gesetzt wurden, sind die Zahlen k (I,), . . ., & (1,) siimtlich bekannt, also auch I’. 
Wir kénnen auf Grund unseres Satzes immer weitere Eckpunkte von 7 be- 
stimmen und es gilt, daS man durch diesen ProzeB ganz 7 erhilt. 

2. Es stellt sich heraus, daB zu jedem Eckpunkt P von I und einem 
beliebigen System von t (paarweise verschiedenen) Ziffern 1,, ..., l,, die den 
Zahlen 1, . . ., » entnommen sind, eine t-dimensionale Kugel aus K gehért, die 
auf ihrem Rande P und Q, ,, )(P), . - -, 2, x) (P) enthalt. Die so gewonnenen 
Kugeln sind bei festem P paarweise verschieden. 

3. Sind P und 2, ,«)(P), - --, 2,,2q) (P) im Rande der t-dimensionalen 


falls k (l,) ¢ (4,...,1), 


Kugel £' (t > 2) gelegen, und ist ls ‘nee l, irgendein System paarweise 

verschiedener Ziffern aus dem System 1,, ...,1,, 0 < t, so ist die vermége 2. 

und 1. durch P, 2, Kg 2 2 by ,(P) bestimmte v-dimensionale 
1 i v v 


Kugel 2” ganz im Rande von £' gelegen. Im Rande von Ff liegen keine 
weiteren v-dimensionalen Kugeln mit P als Randpunkt. 

Nunmehr iibersehen wir alle in Rede stehenden t-dimensionalen Zyklen 
von J~' kombinatorisch. Wir nehmen nach 2. irgendeinen Punkt P und 
t Ziffern 1,, ..., 1,. Sei #' die durch diese Daten bestimmte t-dimensionale 
Kugel £' aus K. Wir kennen nach |. 3. den auf ihrem Rande liegenden 1-dimen- 
sionalen Teilkomplex y! von J” und die zu seinen Strecken gehérenden Index- 
paare, Wir nehmen von den Ziffern /;, ..., 1, irgendein Paar |, ,1,.. Dann 
liegt die durch P, |, , /,, bestimmte 2-dimensionale Kugel nach 3. im Rande 
von £'. Ebenso verfahren wir mit den iibrigen Ziffernpaaren, die in1,,.. ., 1, 
enthalten sind. Weitere 2-dimensionale Kugeln, die im Rande P enthalten, 
kénnen nach 3. im Rand von £' nicht liegen. Indem wir das gleiche Verfahren 
fiir jeden Eckpunkt von y! durchfiihren, iibersehen wir kombinatorisch alle 
2-dimensionalen im Rande von £' liegenden Kugeln. Fiir die héherdimen- 
sionalen stellen wir die entsprechende Uberlegung an. 

Diese kombinatorischen Vorschriften werden bei Anwendung auf Zahi- 
kérper eine wesentliche Rolle spielen; sie sind aber auch an sich von Interease. 
In folgenden Arbeiten sollen mit ihrer Hilfe Flichen F"~* in J" ~' avfgebaut 
werden, die nicht einer Sphire, sondern dem (n — 2)-dimensionalen Euklidi- 

1* 
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schen Raum homéomorph sind. Auf Grund der oben erwahnten Realisierung 
von J, ..., /"*~*in B(V) wird dann unter Vorgabe eines beliebigen Funda- 
mentalbereiches von J"! im Komplex J""~* ein (n — 1)-dimensionaler Funda- 
mentalbereich emer Deckbewegungsgruppe als Durchschnitt solcher Halbraume 
in I’*~' konstruiert, deren Begrenzung in J""~' von einer F”~® geliefert 
werden. Die aquivalenten Seitenpaare des Fundamentalbereichs geben ein 
Erzeugendensystem der Gruppe, die je nach Wahl von M der gesamten 
Einheitengruppe des Kérpers oder einer Untergruppe isomorph ist. 

Im folgenden werden Beispiele fiir die eben angefiihrten Siatze 1. bis 3. 
gebracht. 

Dazu einige Vorbemerkungen. Beziiglich einer Menge M im 4-dimensionalen 
Euklidischen Raum, welche die auf 8. 6,7 gestellten Forderungen erfiilt und 
auBerdem eine dreigliedrige diskrete Gruppe © von Streckungen x’ = ex, d. h. 

= 2% Ww lele BW— lyIy Ty = OX 

gestattet, wurden die’ extremen Quader (4. Art, vgl. 8.7) bestimmt. Be- 
zeichnen wit zwei extreme Quader, die durch Anwendung ees Elementes 
von © auseinander hervorgehen, als aiquivalent, im anderen Falle als in- 
aquivalent, so ergaben sich mod © sieben indquivalente extreme Quader 
A, B,C, D, E, F,G. Bezeichnen wir einen extremen Quader Q, der aus 
dem Quader P durch die Streckung ec © hervorgeht, mit eP, so laBt 
sich jeder beliebige extreme Quader (4. Art) eindeutig in den g. r. Exponen- 
ten a,b,c durch a*f*y* H darstellen, wo a, 8, y feste Basiselemente von © 
sind und H c 4, B,C, D,£, F,G; und jeder Quader «*f°yH, wo a, b, c, g. r. 
und a, 8, y, H die eben gegebene Bedeutung haben, ist auch extrem (4. Art). 
Ist Q = eP und 2,, auf P anwendbar, so gilt 2,,(Q) = «2,,(P). 

In der nun folgenden Tafel, die uns den Graphen J" und die seinen 
Strecken zugeordneten Indexpaare liefert, ist der Einfachheit halber fiir 
Q,,(P) P,, geschrieben. 


Ayz=B, Aq=yG, Ay =C, Ay, = yf, 
B,, = aE, B, =D, Bs, = C, By, = A, 
Ci3=B, Cy =&, Cs2 = BD, Cys = A, 
D,; = 4G, Des = BC, Ds, = F, Dg2 = B, 
Eis; =F, E,:,;=a'B, E32 =6G, Ey2 =C, 
Fig = yA, Po, =G, F;, = E, Fy, = D, 
Gi. = yA, Ges = BE, Gs, = aD, Gy. = F. 


Nehmen wir einen beliebigen extremen Quader, etwa A, so liegt dieser nach 2. 
im Rande von (s)=4 2-dimensionalen ,,Kugeln“ aus K. Wir wollen 
diejenige der 6 Kugeln bestimmen, auf deren Rand 4A, 2,,,,)(A), 








Kettenbruchtheorie im n-Dimensionalen. 5 


25 ,.2)(A) liegen. Dazu wenden wir 1. an. Wir setzen |, = 1, 1, = 2; aus 
unserer Tafel folgt k(l,)= 4, P,; = B. Da k(l;) = 4+h, ly ist, sind 
die Ziffern U,;, U,, fiir welche 2; PT (B), 
2) ¢q,)(B) im Rande unserer Kugel liegen, 
I, = 1, = 2, = k(h) = 4. 

Wir streichen die Akzente und setzen, um 
die Regel von 1. bequem auf B anwenden zu 
kénnen,l, =2,l,=4. Da2, 4(A) =B, gelangen 
wir durch Anwendung von 2; 4...) = 241 
auf B wieder zuriick nach A. Um einen neuen 
extremen Quader des Randzykels unserer 
Kugel zu erhalten, setzen wir alsoi = 1. Nach 
unserer Tafel ist k(l,) = 4, 224(B) = D. 
Da k (l,) < (i, i), folgt 4 = 2, 4 = 4. 

Da die weitere Bestimmung des Randzykels immer nach dem gleichen 
Schema verliuft, wird dabei auf den Text verzichtet. 





D h=2 k=4, 

i=1 k(h)=3 223(D) =8C, 
ki)¢(,,) F=3 =4, 
pc L=3 L=4, 

t=2 k(h)=3 2%; (BC) = BA, 
k(,k)c(h,k) K=3 = 4. 
pA L=3 , = 4, 

i=2 k(_)=1 2%, (8A) =y'6F, 
kick) K=3 =. 

y1pF L=3 ,=—1, 

t=1 kL)=1 Q5:(7 BF) = yBE, 
k(i,)ct,k) |=3 &=1. 

y1pE L,=83 L=1, 

t=1 k(h)=2 Qgely BE) = y 6, 
ki¢(4,k) K=2 &=1. 

y¢ L=2 ,£=—1, 

t=2 kl) =2 Qoly-2G) =A. 


Damit sind wir zum Ausgangspunkt A zuriickgekehrt. Fiir jeden be- 
rechneten Quader Q wurden die Zahlen 1,, 1, mitbestimmt. Man iiberzeugt 
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sich leicht, daB stets 2,, , «,)(Q), 2, ¢;,)(Q) in der Menge der ermittelten Quader 
enthalten sind. Aus der Schlu8bemerkung von 1. folgt also, daB wir bereits 
den ganzen Randzykel bestimmt haben. 

Einen Graphen des Randzykels mit den Streckenindizes gibt Fig. 1. 


Einen auf Grund des in der Einleitung gegebenen Verfahrens berechneten 
2-dimensionalen Zykel in J°3 gibt Fig. 2. 


a 9h 6 3 £ 











Gegeben sei eine Punktmenge M des n-dimensionalen Euklidischen 
Raumes R, (n = 3) mit folgenden Eigenschaften: 


1. Alle Punkte von M liegen in dem Teilgebiet O,, 
SS ee 
des R,,. 
2. M hat in R,, keine Haufungspunkte. 
3. Auf jeder zu einer Koordinatenebene parallelen Ebene liegt héchstens ein 
Element von M. 
4. In jedem Bereich 


0< 4, <G, O04 <q, 
(t;, ..-, % beliebige paarweise verschiedene unter den Zahlen 1, ..., , 
Cir +++ Cigiy beliebig positiv) liegt mindestens ein Element von M. 


Elemente von M bezeichnen wir als M-Punkte. 
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Wir betrachten Quader 
0<y<G...0< 4, < Gy. 


Fiir einen solchen Quader Q definieren wir Seitenflichen verschiedener 
(0- bis (n — 1)-ter) Dimension: Der Bereich 


Hy =H, --- HX, Oy <ey ...0< ay <ey, 
(7 >0,t>1lr+t=n, 8,,..., 8, 0y,..., 0 paarweis verschiedene unter 
den Zahlen 1, ..., ») heiBe (s,, ..., 8,)-Seitenflache; sie ist t-dimensional. 
Der Punkt 


Ty, = Cy «+. Te = Cy, 


(8;, ..., 8, durehlaufen die Zahlen 1, ..., m) heiBe (s;, ..., 8,)-Seitenflache; 
sie ist 0-dimensional. 

Die Seitenflichen von Q liegen simtlich in O, und machen die Begrenzung 
von Q in O, aus. Sie sind punktfremd und gehéren Q nicht an. 

Wir setzen die Quader in Beziehung zu M. Q heiBt frei, wenn er keinen 
M-Punkt enthilt. 


Ist Q frei, so nehmen wir im Bereich 
0< 2, <C, (m +l) 0 <a, (I eime der Zahlen 1, ..., n) 


den M-Punkt dD = (6,,...,4,) mit kleinster /-ter Koordinate, der wegen 
Axiom 2, 3, 4 existiert. Dann verstehen wir unter d,(Q) den Quader 


0 < fy <Cy (m +l) 0< 2, < d,. 


d,(Q) ist frei. Er enthalt in der (l)-Seitenfliche den M-Punkt d. Liegt in der 
(l)-Seitenflache von Q ein M-Punkt, so ist dieser mit d gleich und d,(Q) = Q. 
Im anderen Falle ist d,(Q) >Q. 

Sei r eine vorgegebene ganze Zahl im Intervall 1 < r < n. Q sei frei und 
enthalte auf der (l,,, ..., ly¢,)-Seitenfliche den M-Punkt m, (1 S p Sr, 
M15--5%21, Ut::'+q=%, l,,, paarweis verschiedene unter den 
Zahlen 1, ..., m). Dann heiBt Q extrem r-ter Art. Das Schema 
(1) (tia,-++sbie)--- (hay. » be) 
heiBt Typus von Q. Der Typus ist wegen Axiom 3 bis auf Permutation der 
»,Serien* (I,,, ..., lg.) und Permutation der Ziffern innerhalb einer Serie 
eindeutig durch Q bestimmt. 

Ein extremer Quader r-ter Art kann auch dadurch charakterisiert werden, 
da8 er frei ist und in jeder in O, abgeschlossenen (/)-Seitenfliche einen 37-Punkt 
enthalt, insgesamt r verschiedene. 

Diese Eigenschaften folgen aus der obigen Definition unter Beriic<sichti- 
gung von Axiom 3. Ist nun umgekehrt ein freier Quader Q vorgelegt, der auf 
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jeder in O, abgeschlossenen (l)-Seitenflache einen M-Punkt enthilt, insgesamt r 
verschiedene, m,, ..., m,, 80 liege m, auf den abgeschlossenen (I, ,), . . ., (lye,)- 
Seitenflachen, wobei 1», + lym, fiir m, + me sein soll. Es gilt dann auch 
l,m, = bm, fiir p; + pe und beliebige m,, mz, weil sonst nach Axiom 2 
m,, = m,, folgte. Da auf jeder (l)-Seitenfliche eines der m, liegt, kommen 
unter den l,,,, alle Zahlen 1, ..., ™ genau einmal vor. Der Durchschnitt der 
in O, abgeschlossenen (I,,)-, ..., (Ip¢,)-Seitenfliche ist der abgeschlossenen 
(lpi, -- +» (lpe,)-Seitenflache gleich. Wegen Axiom 3 mu8 dann m, in der 
(offenen) (I, ,, ..., l»¢,)-Seitenfliche liegen. 

Es gibt extreme Quader 1.,2.,...,(m — 1)-ter Art. Zum Beweise nehmen 
wir einen M-Punkt m = (4, . . ., 4), fiir welchen der QuaderQ 0 <z,, < y,, 
(m =1,...,m) frei ist. m existiert wegen Axiom 1,2. Q ist 1. Art. Ich 
bilde d,(Q), dz d,(Q), ..., d,—;...d,(Q) und erhalte sukzessiv Quader 
2.,3., ..., -ter Art. 

Ist ein Quader r-ter Art A vorgelegt, so ordnen wir ihm die Matrix (a,,) 
zu. Hierbei ist a,, = (%_1,---, mn) der M-Punkt, der auf der abgeschlossenen 
(m)-Seitenfliache von A liegt. Wir bezeichnen kiinftig die M-Punkte eines 
extremen Quaders, der mit einem lateinischen Buchstaben bezeichnet ist. 
durch den entsprechenden deutschen Buchstaben, ihre Koordinaten mit den 
entsprechenden griechischen Buchstaben. In jeder Spalte der Matrix («,,) 
ist das Element der Hauptdiagonale maximal. Es gilt ja «,, Sc,, daa, atf 
der Begrenzung von A liegt. Ferner gilt «,, = c, nach Def. von a,, woraus 
die Behauptung folgt. Ist A n-ter Art, so ist «,, das gréBte Element in der 
qten Spalte. Wir schreiben im folgenden haufig A = («,,) und sprechen 
vom Quader (a,,). 

Wir definieren jetzt Intervalle. Seien s,, ..., 8,, 03, ..., 0, Zahlen der 
oben schon erklarten Bedeutung. Ist ein Quader n-ter Art (a,,) vorgelegt, so 
heiBt ein Bereich 


(2) ag, = Ze, +++ Mes, = Te, MAX (0 9.,---) Mev) S Lo, < My, o> 


-+. max (a,, ort Os, »,) = Lo, < Xe, x, 
t-Intervall, geschrieben I‘. Ist ¢ = 0, so fallen die Ungleichungen rechter 
Hand fort. 

Ein J* ist t-dimensional. Da A n-ter Art ist, gilt a,, > a,, fir p +49, 
so da8 unsere Definition sinnvoll ist. Ferner haben wir 


Oyo, = MAX (05, 4,5 + + +5 Me, a) 
Wir nennen den Punkt x mit den Koordinaten 


Fm = MAX (0, mms + > «Bey m) (m= 1,...,#) 
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Anfangspunkt des Intervalls (2). Er hat die Koordinaten der linken Seiten 
von (2), ist also der Punkt mit kleinsten Koordinaten im Intervall. 

Jede Seitenfliche unseres Quaders -ter Art enthalt eines der oben an- 
gefiihrten Intervalle. 

Ein Intervall J‘, das als Punktmenge gegeben ist, bestimmt den Quader A 
n-ter Art, dessen Begrenzung es angehért, und die Seitenfliche von A, in der 
es liegt, eindeutig. Denn in J‘ (der in 0, abgeschlossenen Hiille von /') liegt 
als Punkt mit maximalen Koordinaten der Punkt («;;, . . ., a.) der Eckpunkt 
unseres Quaders A. Die Seitenfliche von A, in welcher /' liegt, ist dann ein- 
deutig bestimmt durch den Anfangspunkt von J‘, welcher in J‘ der Punkt mit 
kleinsten Koordinaten ist. A heiBt dem I* zugeordnet. 

1. Hilfssatz. Der Anfangspunkt eines I* ist Eckpunkt eines Quaders 
r-ter Art (t=n—r). 

Beweis. Fiir¢ = 0 ist die Behauptung klar. Seit > 1. Wir nennen den 
Quader mit dem Anfangspunkt von /' als Eckpunkt D. I' sei der Quader A 
zugeordnet. Es gilt D c A, Dist also frei und fiir die eventuellen M-Punkte auf 


der Begrenzung von A kommen nur die Punkte a,, ..., a, in Frage. Dabei 
fallen die Punkte a, , ..., a,, noch aus wegen 
Xe ov, > max (a, °° Os, »,)- 
Dagegen liegt der Punkt a,, (i = 1, ..., 7) wegen 
Os,9 S MAX (Hy...) Hs») p=l,...,8 
&s,s, = Max (a,, yp Os, s,) 
auf der abgeschlossenen (s,)-Seitenfliche, und auf der abgeschlossenen 
(v,)-Seitenflache (¢ = 1, . . ., t) liegt, wenn etwa max (a, »,,---,%s,0,) = Spe, 


(k eine der Zahlen 1, . . ., r) ist, wegena,, , S max (a, »,..-,%s,9)(P =1,...,m) 
der M-Punkt a,,. Also liegt auf jeder abgeschlossenen (n — 1)-dimensionalen 
Seitenfliche von D einer der Punkte a, , . .., a,,, und diese kommen alle vor. 
D ist also r-ter Art. 

Es soll jetzt ein Satz bewiesen werden, der die Umkehrung von Hilfs- 
satz 1 enthilt: 

2. Hilfssatz. Ist ein Quader D mit der Matriz (6,,) r-ter Art (1 Sr Sn—1) 
vom Typus 

(lias +++ bre)s - + +s lea, - + +s bee,) 

gegeben, ist s,,..., 8, ein beliebiges System von Zahlen, das aus jeder Serie genau 
ein Element enthéilt, also etwa 8, < (ly1,.--+ly¢,), 80 liegt in dem Bereich 


(3) Lm = Om m (m = 81,..., 8) Lm = Imm (™M = V1, ~- «5 %) 


mindestens ein I* mit dem Eckpunkt von D als Anfangspunkt. 
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Sind s,, . .., 8, paarweis verschiedene unter den Zahlen 1, . . ., n, von denen 
mindestens zwei in derselben Serie des T'ypus von D liegen, so ist kein I* mit 
dem Eckpunkt von D als Anfangspunkt ganz in (3) enthalten. 

Beweis. (1. Teil der Beh.). Ich bilde den Quader C = d, ...d,(D) 
mit der Matrix (y,,). Er ist n-ter Art. Das /* 


lm = Yum (m = 8,. «+5 Sp) max (Yma) s Ze < Yee (q = 0},.. +» %) 
m= 8), .. Or 


hat den Eckpunkt von D als Anfangspunkt und liegt in (3), denn es gilt 
Cm = Dm (m = 8;,..., 8) 


und wegen der besonderen Auswahl der s,, 


De = Ay (q=1,..-,%, U(g)C81,.. +, 8); 


also 
Yan = Snm (m = 81,.- «> 8), max (Yma) = max (5, ¢) q = j,..- «> %%), 
M=8,.-.4%F M = 8), ... Or 
Seq = Sigg S MAX (Sng) S oq (q = 0, ..-,%). 
m= 8),..,% 
Wir kommen zum 2. Teil der Behauptung. 
Seien s,, ..., 8, unter den Zahlen 1, ..., jetzt so gewahlt, da8 eine 
Serie des Typus von D kein s,, enthalt. In dieser Serie liegen dann also nur 
Zahlen v aus dem System der %;, ..., 0%. 


Sei nun ein Quader n-ter Art C = (y,,) angenommen, auf dessen Be- 
grenzung das Intervall 


tm = Yum (me = 8,..., 8) max (Yme) S Ze < Yee (qq = %, + + U) 
m=, ..5 8 


mit dem Eckpunkt von D als Anfangspunkt liegt. Es gilt 


Yu = Gan (Me = 83,..2,8) MBE (Yue) = Deg <Veq (€ = M1, ~~ 00%). 
™ = 4), ...,8r 
Wir haben dD, + d,, (m = 8,,...,8,,v eine der oben definierten Zahlen v) 
also 
Qe < -_ = Yam (m = 81,.-65 8) Ge s Gam <Yam (m = U\,..- «5 M%).. 


d, liegt also in C (Widerspruch). 

Eine wesentliche Eigenschaft der Intervalle geht hervor aus dem 

1. Satz. Die Vereinigungsmenge V aller extremen Quader n-ter Art hat 
eine Begrenzung B(V) in O,; diese wird genau von den Punkten der Intervalle 
geliefert. 

Beweis. Sei etwa das Intervall (2) vorgelegt und x = (&),..., &,) ein 
beliebiger seiner Punkte. Ware x Punkt eines extremen Quaders 7 n-ter Art, 
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so lage auch der Anfangspunkt von (2) in 7, mit ihm der ganze Quader D, 
der diesen Anfangspunkt als Eckpunkt hat, also auch die r M-Punkte auf der. 
Begrenzung von D. T wire also nicht frei. x gehért demnach nicht zu V. 
Andererseits liegen in einer beliebigen Umgebung von x Punkte von A = («,,); 
x ist also Begrenzungspunkt von V. 

Die Intervalle bestehen also nur aus Punkten von B(V). 

Wir zeigen nunmehr, da8 Punkte von B(V) notwendig auf der Begrenzung 
eines extremen Quaders n-ter Art liegen miissen. Sei etwa x Punkt von B(V). 
Der Quader U: 0 < z,, < &,, ist dann frei. Im anderen Falle enthielte er 
einen M-Punkt m; ich wihle dann in der Umgebung 


1Em a Z| < min (Em as Mn) (m = i. oeep %) 


von x einen Punkt 3 = (¢,, ..., ¢,) von V. Er gehért einem extremen 
Quader n-ter Art W an. Alsdann gilt 


&,—¢, < §,— mp (om i, ..c, @, 


also uy < ¢,, mc W (Widerspruch). 

Ich bilde jetzt d,d,...d,(U), der ein Quader n-ter Art ist und auf 
seiner Begrenzung x enthilt. 

Der Beweis von Satz 1 wird geliefert sein, wenn wir zeigen: Ein Punkt p 
der Begrenzung eines Quaders A = (a,,) m-ter Art, der keinem Intervall 
angehért, dem A zugeordnet ist, gehért notwendig zu V. 

Die Dimension t der Seitenfliche von A, welche p enthalt, mu8 = 1 sein, 
da der Eckpunkt von A ein /° ist, dem p nicht angehéren soll. Sei also die p 
enthaltende Seitenfliche von A durch 


Bn = Oe, (0) = By, .. +, Se) 0<&, <Gan (m=, «.+, %) 
gegeben. Auf ihr liegt das t-Intervall 
Zn = Ome (M = 81,...,8) MAX (Aue) S Ze < Gee (GF = %,...-,%). 


Der Rest unserer t-dimensionalen Seitenfliche ist im Falle t > 2 die Ver- 
einigungsmenge der ¢ Stiicke 


Lm = Smm (m = 8,..-,8) O< Zo—< max (&mq) 
M = 84,6005 
0 < Zp < Gm m (M + 81, .--, 8p, 9), 


wobei jedes gC (v;,..., %) ein Stiick liefert, im Falle ¢ = 1 das Stiick 


Sq = Ene, (Mm = 8, ..., Se) 0<2,< max (a, »,). 


M = 8, +. Or 
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Wir kénnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, da8 p in dem 
durch g = v, gegebenen Stiick liegt (Permutation der v,). Wir untersuchen den 
Quader Q 


0< 2, <Gmm (MFM) O< % < max (Am,-,), 
MAL, oe ar 


der als Teilquader von A frei ist. 
Sei r > 2. Wir diirfen annehmen, daB8 


(4) max (amo,) = 4,0, 

Mi = By, 2.5 Oy 
ist (Permutation der s,). Q enthalt auf seiner (s2)-, . . ., (s,)-Seitenfliche bzw. 
die Punkte a,,...,a,. Die (s,)-Seitenfliche ist frei. Die (s,v,)-Seiten- 


fliche enthilt a,. Wir nehmen den Quader B =d, d,... d,,(Q), im 
Falle += 1B=d, (Q). Dieser Quader enthalt auf der (s;)-, (v2)-, 
(v,)-Seitenfliche bzw. die M-Punkte b,,, by,, ..., by, Es gilt 


B, 144 > Oss, Bo, o, = hye, °°: Boe, 2 Koy oy 


AuBerdem gilt a, =b,,, a, = b,,--., a, =b,. Da die Seitenflichen 
punktfremd sind, ‘enthalt der freie B auf joder ‘abgeschlossenen (n — 1)- 
dimensionalen Seitenfliche einen M-Punkt, insgesamt n Stiick, ist also n-ter 


Art. Fiir unseren Punkt p = (2, ..., 2,) gilt dann 
0< He, = Ms, < B,, S = Bs, 2, +++ Ay = B..2, 
0< %, << max fo »,) = 0, = Bo, % 
m= %4, ir 
0 <%, < &, 0, <a.’ °¢ 0 < Xo, < Go,» = B.,0 


d.h. p liegt in der (sg, ..., s,)-Seitenfliche von, B. 

Seir = 1. Dann liegt pin B=d,d, ... d,, (Q), ist also Punkt von V. 
Im Falle t = » — 1 sind wir also fertig. 

Im Falle ¢ <»—1 gibt es, wie wir sahen, eine (¢ + 1)-dimensionale 
Seitenfliche eines extremen Quaders B, in welcher p enthalten ist. Wenden 
wir nun die gleiche Uberlegung auf diese Seitenfliche von B an, wie eben auf 
die von A, usf., so erhalten wir durch Induktion die Behauptung. 

In Satz 2 wird eine weitere wichtige Eigenschaft der Intervalle bewiesen. 
Wir benétigen dazu den 


3. Hilfssatz. Die (s,,..., s,)-Seitenflache eines Quaders n-ter Art enthilt 
genau einen Eckpunkt eines extremen Quaders. Dieser ist r-ter Art. 


Beweis. Sei der vorgegebene Quader n-ter Art A = (a,,). DaB in der 
(s,, ..., 8)-Seitenfliche von A wenigstens ein Eckpunkt eines Quaders 
r-ter Art liegt, folgt daraus, daB sie ein t-dimensionales Intervall enthilt, also 
auch dessen Anfangspunkt, der nach Hilfssatz 1 Eckpunkt eines Quaders- 
r-ter Art ist. 
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Angenommen, auf der (s,, . . ., 8,)-Seitenfliche von A (r < n — 1) 
lm = onm (m = 8, ..., 8) 0 < Ly < Omm (m = 01, ..., %) 


liegt der Eckpunkt des Quaders (z,,). Dann gilt p,, = a,, (m = 8, ..., 8), 
der Quader (x,,) wird also gegeben durch 


0< 2, <G,, (MW = &, ~~ +5 %) 0< 2, <q, (m = %},...,%). 


Die Punkte Gy, ++ +5 Ay, sind wegen 2, »,, < Gp, »,, nicht auf der Begren- 
zung von (x,,) gelegen. Da (z,,) c A, kommen also fiir die Begrenzung 
von (z,,) nur die M-Punkte Gy, ++ +1 Me, in Frage. 

Also kann (z,,) nicht r’ > r-ter Art sein. Ist (x,,) r’ < r-ter Art, so 


kénnen wir annehmen, daB die M-Punkte a,,...,4,, auf seiner Be- 
grenzung liegen. Fiir die Koordinaten des Eckpunktes von (z,,) folgt 
mm = MAX (Hy , ---, &s,m) (Mm =1,..., ”). Im Falle r’ = r ist also dieser 


Eckpunkt eindeutig als Anfangspunkt des schon genannten J‘ bestimmt. 
Im Falle r’ <r liegt er gar nicht in der (s,, ..., 8,)-Seitenfliche von A 
wegen 

Osispr ser Mss, < Os, 2,9 also Hs, 3, < Oss,» 
so daB dieser Fall ausscheidet. 


2. Satz. Intervalle verschiedener Dimension sind punktfremd. Intervalle 
gleicher Dimension haben (dann und) nur dann einen Punkt gemein, wenn sie 
den gleichen Anfangspunkt haben. 


Beweis. Seien J", K': zwei Intervalle. Sei r; = m — t), rg = n — te, 


ry) 22. K liege auf der (s,,..., 8, )-Seitenfliche des zugeordneten 
Quaders Q,. Liegt nun ein Punkt x in J‘' und K", so liegt de - Anfangspunkt d 
von J" in einer (8, . . -,8,,)-Seitenfliche vonQ., wobei (s., one, Sp) S(O, «8-58,) 


und r, S re, oder in Q,. Nun ist aber } Eckpunkt eines Quaders r,-ter Art 
nach Hilfssatz 1, kann also nicht in Q, liegen. Ist nun ¢; + ty, also r, < 7, 
so kann > wegen Hilfssatz 3 auch nicht in der (s,, ..., s,,)-Seitenflache von Q», 
liegen; der Fall t; + tg ist also ausgeschlossen. Ist t; = t,, so folgt r; == re. 
Wegen Hilfssatz 3 mu8 also das System (s,, ..., s,. ) (bis auf Permutation 
(ler Elemente) mit (s,, . . ., ,,) tibereinstimmen, und } mu8 mit dem Anfangs- 
punkt von K* identisch sein. 

Fassen wir die Intervalle mit gleichem Anfangspunkt zusammen, so er- 
halten wir nach Satz 1, 2 eine Zerlegung von B(V) in punktfremde Mengen der 
Dimensionen 0 bis (m — 1); wir definieren dementsprechend: Jede Ver- 
einigungsmenge t-dimensionaler Intervalle mit gleichem Anfangspunkt heiBt 
t-Ecke, geschrieben E*. Den gemeinsamen Anfangspunkt nennen wir Spttze 
von E', 
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Die t-Ecken sind topologische t-dimensionale offene Kugeln. Der Beweis 
hierfiir sowie fiir die in der Einleitung erwihnten Eigenschaften dieser Kugeln 
soll jetzt vorbereitet werden. 


4. Hilfssatz. Die Quader, welche den Intervallen einer festen t-Ecke eu- 
geordnet sind, liegen in einem beschriinkten Raumteil. (Folglich enthilt jede 
t-Ecke nur endlich viele t-Intervalle.) 


Beweis. Firt = 0 ist der Satz klar, da es sich hier nur um einen Quader 
handelt. Seit => 1. Die Spitze unserer t-Ecke ist Eckpunkt eines Quaders Q 
r-ter Art. Q ist in jedem Quader S enthalten, der einem ¢-Intervall unserer 
t-Ecke zugeordnet ist. Q enthailt wegen r => 1 mindestens einen M-Punkt a 
auf seiner Begrenzung. Der Quader A = («,,) mit a als Eckpunkt ist in Q 
enthalten und 1. Art. Der Quader A liegt also in jedem S = (o,,). Folglich 
gilt eum Slaw (m= 1, ..., 2). 

Der Quader d,(A) (1 = 1, ..., ) enthalte in seiner (1)-Seitenfliche den 
M-Punkt bd, = (6;;, ..., d;,). Dann gilt 0 < 6, < amm (m +1). Es gibt 
nun kein S mit o,, > 4,, (I eine beliebige der Zahlen 1, ..., ). Sonst folgte, 
daB db, in S gelegen wire. 

Alle S liegen daher im Bereich 0 < z,, S 4,,,, (m = 1, ..., ), in einem 
beschriankten Raumteil. Nach Axiom 2 gibt es also nur endlich viele S, daher 
in E* nur endliche viele J’. 


5. Hilfssatz. Seien k Serien 


(lia, eres hie,) eeeys (bes s+ lea,) 


von Zahlen |, gegeben, die paarweis verschieden unter den Zahlen 1, ..., n 
gewahlt sind, q, > 2,4=q,+...+%—k. Sei e,, der Kinheitspunkt auf 
der m-ten Achse des Kéordinatensystems (m = 1, ..., ). 

Der Komplez, der aus allen (A — 1)-Simplezen 8, , .. 1% mit den Eck punkten 
Cys +++) Cp, besteht, wo v,, ..+, 0, ein System von Zahlen bedeutet, das aus der 
m-ten der obigen Serien (m = 1, .. ., &) q, — 1 Elemente enthalt, ist homéomorph 
der (A — 1)-dimensionalen Sphdre. 


Beispiel. Sei k = 2, q; = 2, gg = 1, h; = 3, he = 1, le: = 2. Es 
ist A = 1. Wir haben die Serien (31) (2). Sie definieren den Komplex, der aus 
dem Punktepaar e, ¢, besteht, eine 0-dimensionale Sphare. 

Sei k = 1, q, = 3,4, = 1, he = 2, h, = 3. Es ist A = 2. Wir haben 
die Serie (123). Der zugeordnete Komplex besteht aus den Strecken ¢;¢2, 
€1€s, €e¢3, die einen Dreiecksrand, eine 1-Sphire ergeben. 


Der Beweis des Satzes erfolgt durch Induktion nach k. 


} 
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Jedes Simplex S,,, ist in dem Komplex enthalten, der aus dem 
von den ¢;,..., ¢, aufgespannten (n — 1)-Simplex und dessen Teilsimplexen 
besteht. Also ist YS, ,, ein Komplex. 

Fir & = 1 und ein beliebiges g, =>'2 ist die Behauptung richtig. In 
diesem Fall besteht unser Komplex aus dem Rande des (¢; — 1)-Simplexes 
mit den Ecken e,,, ..., €:, a, 


Angenommen, die Behauptung wire fiir ein k = k’ = 1 richtig. Dann 
ist also der Komplex YS, ... (4 =qi+.--+%—*), welcher den 
Serien (hi, ---s be) «++ yw ++ be ay) zugeordnet ist, eine (A’ — 1)-Sphare. 

Wir wollen die Behauptung fir k= k’'+1=k" beweisen. Sei 
A= +--+. +4 + — k’. Wir nehmen die Kette der Simplexe mit 
den Eckpunkten 


(5) eo» coos Cea Chewy? +2 Che oan 


Sie entsteht durch Projektion der Sphiire XY’ S»,,...,,, vom Punkte i, 
aus, wodurch wir eine topologische 4’-dimensionale Kugel erhalten, durch 
weitere Projektion dieser Kugel von e, pry 808, wodurch eine (4’ + 1)-dimen- 
sionale Kugel entsteht usf. Es folgt, daB die Kette (5) der 4’’-dimensionalen 
Kugel homéomorph ist. Wir bilden jetzt den Rand der Kette (5) mod 2. Er 


ist die Summe der Rinder der Simplexe (5) mod 2. Diese Summe enthiilt die 
(4” — 1)-dimensionaien Simplexe des Komplexes, welcher 


(lias +5 bie) ++ Cpras «+s leq) 
zugeordnet ist, jedes genau einmal, die iibrigen (2 — 1)-dimensionalen 
Simplexe in gerader Anzahl, da der Rand der Sphire 2S, ,,, mod. 2 
verschwindet. Fiir k = k’ + 1 ist also unser Komplex der Rand einer 
4’'-dimensionalen. Kugel, also (4 — 1)-Sphire, w. z. b. w. 
Die Spitze emer t-Ecke ist nach Hilfssatz 1 Eckpunkt eines Quaders 


r-ter Art (6,,). Die t-Intervalle von F* liegen nach Hilfssatz 2 in den 
Ebenen 


T, = O,6, --- Ue, = Oe,0,; 
hierbei sind die Systeme (s,, ..., 8,) bis auf Permutation ihrer Elemente 
genau die mit s,c(l,;,..., lya,)> wenn (1,;,..., hie) ++ (1, ~- +s bye.) der 


Typus des Quaders (6,,) ist. 
6. Hilfssatz. Sei r<n—1. Der Durchschnitt eines Bereiches 
er 


Z,, = 6,4... & = 8 e BRE ans Oy Bee 
r i id | r 1 Tag t te 


bd del 


mit Et ist die Vereinigungsmenge aller in H, |. _,,, gelegenen t-Intervalle von E'. 
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Beweis. x = (&,,..., &,) gehére zu H,,,...,2, und Bt. Als Punkt von 
EB Pas er eizem ¢-Intervall J‘ an, und es gilt 


= = By <. (m = 1, +» 7) max (B., »') s be. < B,’ v. 


mol... e¢ 
(gue 2, c.45 


Wir wollen annehmen, daS die Mengen der-s,,, s’,, nicht iibereinstimmen, 
andererseits wenigstens ein Bement gemein haben, und die gleiche Voraus- 
setzung an die Mengen der »,,, v’,, stellen. Der Beweis verlauft in den hierbei 
nicht beriicksichtigten Fallen ganz analog. 


Sins Sm> Ums Vm Seien so geordnet, daB 
$= %...5=0, 8) +1 = 8y41 +++ 8 = 8,, 
= %...8 = 0, M41 = Ber Y= Y 


gilt. Da der Anfangspunkt von J‘ mit dem Eckpunkt von (6,,) iiberein- 
stimmt, folgt 


(6) Bus, = Sinem (m= p+1,..., #), 
(7) Bas’, = 9o. om (m =i, ..., p). 
Wir nehmen den Quader R 
0<4% <6... (m=1,...,7) O< Ty, < So, (m=1,..., p) 
0<4z,,, <Bic, (m=p+l,..., b. 
Er ist Teilquader von (8,,) wegen (6), (7) und 
Samtm = Fam = Fo, < Bolo), = Boo, (m= 1, ..., p). 


R ist also frei. Er enthalt die M-Punkte 
d,, (m=1,..., 17) auf der abgeschl. (s,,)-Seitenfliche, 
d,,, (m=1,..., p) auf der abgeschl. (v,,)-Seitenfliche. 


Wegen d,,, = d,, 7 (m= 1, ..., m) (vgl. die Voraussetzungen iiber die 


Auswahl der s,, ..., 8) liegt also der M-Punkt Dd, (m = 1, ..., p) in der 
abgeschl. (v,,, 8:¢m))-Seitenflache von R. Infolgedessen gilt 


(8) Rod, (R)C... Cd, ,---dy,(R) Cdy,..-dy(R)C...Cdy,...dy,(R) = fT. 
T = (t,,) enthalt auf der abgeschl. (s,,)-Seitenfliche (m = 1, ..., r) den 
M-Punkt d,, in der (v,,)-Seitenfliche die notwendig von den dD, und unter- 


einander verschiedenen M-Punkte t, (m = 1, ..., ¢). T ist frei, also extrem 
n-ter Art. Ich behaupte, x liegt in dem Intervall 


(9) 2, = Tea, (Mm =1,..., 7) max Tome ) Ss, < To, v4 Y ox ], ..., é). 
m=1,..., 
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Wie schon gesagt, ist t,, = d,,, (m= 1,..., 7), dh. (9) hat den Eckpunkt 
von (6,,) als Anfangspunkt, gehért also zu EH‘; ferner gilt mit Riicksicht 
auf (7), (8) 
& = 4 
Eo, < Boon S Tomtm (m=p+l1,..., t). 
x gehdrt also dem in H Iijonid hls gelegenen Intervall (9) von #* an, womit der 
Satz bewiesen ist. 


Wir nehmen jetzt das Stiick unserer t-Ecke, das ganz in H. 24). «» ty liegt, 
wo (8), ..., 8) wie eben ein System von Zahlen darstellt, das nach Hilfssatz 2 
aus dem Typus des Quaders (6,,) entnommen ist. Seid = (4), ..., 6,) der 
Eckpunkt von (6,,). 


Sei auch im folgenden r < n — 1. 


Jeder in H, ,...,,, liegende Strahl mit > als Anfangspunkt wird ge- 
geben durch 


(10) d+lib—d) OSl<e@, 


em %m < Tem hm (m=1,..., p), 


wo b = (f,, ..., B,) ein Punkt in H,, , mit 2 (8,, — 4,,) = 1 ist. 


Nehmen wir irgendein inH, , __., ,, gelegenes I‘, so gibt es ein positives I, fiir 
welches D + ly (b — dD) in J* liegt, d.h. 


(11) auf jedem Strahl (10) in H, ,_,,, gibt es einen Punkt von # mit 
l=hkh>0O. 


Ferner gilt 


(12) Gehért ein Punkt eines festen Strahles (10) mit / = 1, zu E*, so auch alle 
Punkte des Strahles mit 0 <1 <1,. 


Dieser Punkt, p, gehért als Punkt von £' einem t-Intervall mit dem 
Anfangspunkt } an. Die Verbindungsstrecke des Punktes p mit Dd liegt im 
gleichen Intervall, also sind alle Punkte von (.0) mit 0 <1 <1, Punkte 
von £, 


(13) Fiir jeden Strahl (10) gibt es ein /,, so daB alle Punkte des Strahles 
mit /, > 1 Et nicht angehéren. 


Dies folgt aus Hilfssatz 4. 

Aus (11), (12), (13) folgt, da fiir jedeninH, _,, gelegenen Strahl (10) 
die Werte |, welche Punkte von F' liefern, eine obere Grenze [*(b) > 0 haben. 
Alle Punkte mit 0 <1 < [* gehéren zu E', die Punkte mit | > I* gehéren 
nicht zu E'. ' 

7.Hilfssatz. DieinH, _ ,, gelegenen oberen Grenzenb* = d + 1*(b)(b —d) 
bilden eine im R,, abgeschlossene Punktmenge. 


Mathematische Annalen. 118. 2 
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Beweis. Sei ein Punkt p = (7,...,2,) in H,,. _., # Begeben, in dessen 
Nachbarschaft unendlich viele obere Grenzen b*cH, __,, liegen. Not- 
wendig ist p+ bd. Es folgt 

1. Auf der Strecke Dp gibt es nur Punkte von EF. 

Sei ein Punkt r=(0,,..., 0,) +0 dieser Strecke gegeben. Seien 
0;,--.,U, die Indizes, fiir welche x, = oe, = 4,,, gilt (den Fall, wo kein »,, 
existiert, behandelt man mit der gleichen Methode). Sei e<z, — 9, 
(m= p-+1,...,m). Hine e-Nachbarschaft von pin H, __,, wird dann 
gegeben durch ) 

@,, = 6, ... %, = 4, 6,, S%,< 4, +28... 6, 2%, <5,+8 
Non ~& SM <A +e (m=p+l,..., é). 


In dieser Umgebung gibt es e'ne b* = (Af, ..., 8%), welche wegen Hilfssatz 4, 6 
der abgeschlossenen Hiille eines in H, _,, gelegenen I* angehért. Der I‘ 
zugeordnete Quader sei (y,,). Es gilt: 
BF = 4,, --- Br = 4,, 6, S BF, <%o,0, °** Sg BIR < Yue 

Nun ist BF >a —e& > 0», (m= p+, ..., »), dh. ¢ gehért dem I' 
an, also E*, w. z. b. w. 

2. Auf der Verlingerung der Strecke Dp iiber p hinaus gibt es keinen 
Punkt r von F*. 

rt miiBte sonst einem J‘ von E' argehéren, von dem wir nach Hilfssatz 6 
annehmen kénnen, da8 esinH, __,, liegt. Auch p muB diesem Intervall 
angehéren. Es gilt also 


HM, = 0, ... Me, = 5,, by, Se, <Yo,0, --> by, Se, < Yoo, 
Hierbei ist (y,,) der J‘ zugeordnete Quader. Seien v,, ..., v, die Indizes, fiir 
welche 2, = Ov, = 5»,, Gilt. Sei e<y.- >, — 2%, (m=1, ..., t) und 


<2y,, — 5, (m = p+1,...,¢#). Eime e-Nachbarschaft von p in A, 
wird dann gegeben durch 


t,, = 5, .-. %, = 4, 6, Sty, <b +e... S% <8, +8 
Re, ~E<%y <A +e (m=p+il...., t). 
Fiir eine in einer solchen e-Nachbarschaft liegende obere Grenze b* gilt dann 
BS, < 5, +& =A tO <Ye,0, (m=l1,..., p), 
GE < Be, + & < Yoncn (m=p+l1,..., #). 


b* liegt also in J*, ist also nicht obere Grenze, so da8 2. bewiesen ist. 1. und 2. 
ergeben, daB p der Menge der oberen Grenzen angehért, diese Menge also ab- 
geschlossen ist. 

Wir bilden jetzt die Menge G, _,, der Punkte bc H,  ,, mit 
- (6,,~- 4,,) = 1 auf die MengeG? ot derin H, __,, gelegenen oberen 


Grenzen ab, indem wir b die auf dem Strahl von d durch b gelegene obere 
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Grenze b* zuordnen.’ Diese Abbildung A, _,, ist eineindeutig. Da die 
b* in der abgeschlossenen Hiille von F* liegen, folgt aus Hilfssatz 4, daB 
G* __., beschriinkt ist. Aus Hilfssatz 7 folgt die Abgeschlossenheit von 
G* __.,- Die gleichen Eigensciaften hat G, _,,. Insgesamt folgt, daB 
yO «, topologisch ist. 

Wir definieren nun in der Vereinigungsmenge aller Gap 2G, sp 
— (8,,..., 8) durchléuft alle in den Voraussetzungen zu ‘Hilfssatz 6 zu- 
ghee Systeme — eine eineindeutige Abbildung A durch die Forderung, 
daB A=A, , in G@, _,, sein soll. Dadie@, — ,, abgeschlossene 
Teilmengen von _ ae sind und A in jeder dieser ‘"Teilmengen topo- 
logisch ist, so ist A ‘auch in G,,,...,», topologisch. Nun ist 2G, 
fir r Sn—1, d.h. t ]>1, gerade ein ‘Komplex der in Hilfssatz 5 betrach- 
teten Art (q, ]>2 laBt sich durch Permutation der Serien des Typus von (6,,) 
erreichen; k = r, A = n —r = 1), also der (t — 1)-Sphiare homéomorph. Daraus 
folgt: Die Menge der in allen H,, _,,, definierten oberen Grenzen b* ist 
homéomorph der (¢ — 1)-Sphare. 

Man zeigt nun leicht, daB kein b* zu E* gehért. Es mii8te sonst in einem 
I‘ von J# liegen; dann waren noch Punkte der Verlingerung der Strecke bb* 
iiber b* hinaus zu £ gehérig, was nicht sein kann. Verbinden wir jetzt d mit 
jedem Punkt von 2G, _,,, 80 ist der dadurch entstehende Kegel eine 
t-dimensionale Vollkugel; bilden wir jede Strecke Db auf Db*, wo b* = A(b), 
linear ab, so da8 dem Punkt d der Punkt d entspricht, und beachten - daf 
jeder Strahl von dD aus durch einb genau einen Punkt von YG? ,, 
enthaélt, so erhalten wir eine topologische Abbildung der t-dimensionalen 
Vollkugel auf H'+ 2G% ,. Da 2G¥ , hierbei auf den Rand der 
Vollkugel abgebildet wird und keinen Punkt von £ enthilt, gilt der 

3. Satz. Jede t-Ecke (t > 1)ist homéomorph der t-dimensionalen offenen Kugel. 

Der Rand von £' wird von der Menge der oberen Grenzen b* gebildet, 
eine Aussage, die wir im 4. Satz in eine andere Form bringen werden. Dazu 
noch eine Definition: So, wie wir jedem Intervall einen Quader m-ter Art 
zugeordnet haben, ordnen wir jetzt jedem J‘ Intervalle J héherer Dimension 
zu: Sei ein J‘ (0 S t S m — 2) auf dem Quader n-ter Art (f,,) vorgelegt: 


max (8, m>--+> Bs,m) = 2m. (me = 8,,..., 8), 

maxX (8, m, +--+» Bsm) S 2m <Bmm (m= %},..-,%). 
Sei (s;, ..., 8},) im (8;,..., 8) enthalten, 1 Sr <r, r +t =n; 01,..., 
seien unter den Zahlen 1, . . ., m die von s}. . . ., s’, verschiedenen. Dann heiBt 
das Intervall 7" 

max (B,’ ms -- +> Bem) = Tm (me = 8, ..., By) 

max (B,' 4; ---+ Byjm) S 2m < Bmm (m = 0}, .. . Up) 


dem Intervall I* zugeordnet. 
2* 
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Alle Z* zugeordneten I* liegen auf demselben Quader (f,,); I' liegt in der 
abgeschlossenen Hille jedes I". Jedem I! sind (* ~ |, 
valle zugeordnet. Sie sind punktfremd. ; 

Der folgende Satz 4 steht in Parallele zu Satz 1. Die Intervalle unserer 
t-Ecke entsprechen den Quadern n-ter Art, die t-Ecke der Vereinigungsmenge V 
aller Quader »i-ter Art. 


4. Satz. Seit>1. Der Rand einer E' ist Vereinigungsmenge der Inter- 
valle I¢(d = 0, ..., t— 1), welchen ein I* von E* zugeordnet ist. 

Der Beweis verliuft analog zu dem von Satz 1. Sei d die Spitze von EF’. 
Sei irgendein Punkt p eines /¢ gegeben, dem ein J‘ c E' zugeordnet ist. 
Gesetzt, p wire keine obere Grenze. Da auf der halboffenen Strecke [b, p) nur 
Punkte von I‘ liegen, miiBte dann p einem J c E* angehéren, was wegen 
d+t und Satz 2 nicht sein kann. 

Sei nun p obere Grenze, die keinem J¢ angehért. (Es ist zu beweisen, daB p 
nicht existiert.) 

Wegen Hilfssatz 4 liegt p in der abgeschlossenen Hiille eines J* von EF. 
Dieses I‘ werde gegeben durch 


) t’-dimensionale Inter- 


(14) Zin = Sum (m = 81, ---, 8,) max (mo) = Tq < Gee (q = ),.. +» U4). 
Da p als obere Grenze J‘ selbst nicht angehéren kann, andererseits I‘ dem J° 
Lm = Lym (m= 1, ..., m) zugeordnet ist, kann p im Falle ¢ = 1 in der 
Tat nicht existieren. Im Falle ¢ => 2 liegt er im Bereich 


(15) z= a,,,, (Me = 8, ..+> &s 1, «++, %) max (an) SZ < Gee 
mmm... Oe 
(q = @;, ..., @,), 
woo 2l,t2le+t=t, (1, ...,6,, M1, .--,@,) = (M%, ..., %) (dis 


auf Permutation der Elemente). 

Dieser Bereich entspricht einer Seitenfliche eines extremen Quaders im 
Beweis zu Satz 1. Dem extremen Quader entspricht das ¢-Intervall I’. 

(15) enthalt das t-Intervall 
Ly = nm: (mM = 8}, oo eg 8; 0:1, liad | o,) max (a...) Se Be < Gee 

M = By, .. 5 Pry Fy... +%e 
(q = @,.. +» @,). 

Diesem Intervall ist J‘ zugeordnet, p mu8 also in dem Restbereich von (15) 
liegen. Dieser ist im Falle t > 2 Vereinigungsmenge derjenigen der 1 Stiicke 


Lu = Emm (M = 81, «++, 8p, Fy, +++ Gy) 
max (4,,~¢) SZ < max (Gn ¢) 
een We = 8h, - oy Bt My. 9 By 
max (Gx) S Me < One (k + q; $1, +> Sp, O1,-- +>), 


Se teen 
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(q = a1, ..., @,), die wirklich existieren. Es kann ja z. B. 
max (9, 00, _ max (en c»,) 
Mm = 8), .-+) 8 M = Bj, . oy Bry he ee ne " 


sein. Im Falle t = 1 wird der Restbereich, sofern er nicht leer ist, gegeben 
durch 


Ln = En (MH = 8,..., 8p, 01,.- +1) 


max («,,.,.) S%, < max (Gen w,)- 
M = Pq, «005 Ory eer eee) % 
Existiert keines der Stiicke, ist also das t-Intervall mit dem Bereich (14) 
identisch, so existiert p nicht und der Beweis ist fertig. Existiert wenigstens 
eines, so diirfen wir annehmen, daB p in dem durch g = @, gegebenen 
Stiick liegt (Permutation der ,,). Wir diirfen weiter annehmen, daf 
max (%no,) = %ao, 18st (Permutation der o,,). Wir nehmen den 


M = By, . 205 BH My eee “9 
Quader P 
0 <2, <Gmm (M+ @;) O< 4, < max (on w,)+ 
M = BY, oy Py F1y 9 MQ 

Er ist frei, da er in («,,) enthalten ist. Er enthalt auf der (s,)-, ..., (¢,_,)- 
Seitenflache bzw. die M-Punkte My, ++ +5 yp auf der (o,,@,)-Seitenfliche 
den M-Punkt a, - Ich bilde den Quader (f,,) = d, 4, Piet d,,. (P). Er ist 
n-ter Art. Es gilt 


a, = b,, ---, =b, ,a, =b 


e- 1 ‘e— 1 % o,? 
ferner 

B., Sy > %o, o,’ a = Heys erg? wr oe B.,. @, 2 Gy o,* 

Da p in dem durch g = @, gegebenen Stiick liegt, ist p also enthalten in dem 
Bereich 


(15’) Sa = Baw (m = 8, cc cg Bp, Oy, oy o,—1) max (Bmx) S Te.< Bur 
M = 81,...5 Or 
(k = Oy, Wy, «+ +5 Wy). 
(15’) liegt nun im Falle o > 1 in der abgeschlossenen Hiille des Intervalle 
(14’) ly = Bin m (m = 81, woes 8,) max (Bix) s Ty < Bex 
M8), ..., 8 
(k = v1, ...,%), 


welches den gleichen Anfangspunkt wie (14) hat, also EZ‘ angehért, im Falle 
o = | in (14’) selbst; im letzteren Falle ist der Beweis beendet. Im Falle 
e@ > 1 wenden wir auf (15’) dieselben Schliisse an wie auf (15) usf. und 
kommen nach endlich vielen Schritten zum Ziel. 
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5. Satz. Liegt ein I¢ im Rande einer E* (t = 1), so auch die ganze d-Ecke, 
welcher I¢ angehért. 

Beweis. Auf Grund von Satz 4 geniigt es zu beweisen: Sind zwei /¢, K¢ 
mit gleichem Anfangspunkt gegeben, und ist dem J¢ J‘ zugeordnet, so ist 
dem Ké ein Intervall K‘' zugeordnet, welches den gleichen Anfangspunkt hat 
wie I. 

Die den Intervallen J¢, K¢ zugeordneten Quader seien («,,), (8,,). Die 
Koordinaten des Anfangspunktes von J¢ seien §& = max (an) 


™M = 81, .. «5 Pu 
@=1,..:,9), von Ke y, = max (Bna) (= 1, ..., ”), wobei 
™ = 8, .. 05 _ 
u=n-—d. Der Anfangspunkt von [' sei & = max (am,) (r < %), 
m = O5,...%F 

wobei wir o, = 8;, ..., 6, = 8, voraussetzen diirfen. Nun gilt &, = n,, 
also a,, = o . (i= 1, ..., «). Hierbei sind die & (+) in (1, ..., u) ent- 
halten. Es folgt £ = max By 0? oneg By. 49 Da (85 > ++ +2 Spe) S (84+ +984); 
sind die £ die Koordinaten des Anfangspunktes eines Intervalles KX’, 
welches K4 zugeordnet ist. 

Unter dem Symbol J} verstehen wir im folgenden ein 1-Intervall, welches 
der z,-Achse unseres Koordinatensystems parallel liegt. 

Wir gehen jetzt zum Beweis des Hilfssatzes 8 (s.u.) iiber. Sei ¢ > 2. 
Sei ein /° vorgelegt, dem der Quader (a,,) zugeordnet sein mége. Die 1-Inter- 
valle 


(16) Lm = Om m (m + l) max (Gui) S % <n 
a+ 


sind die J° zugeordneten 1-Intervalle. Wir nehmen von ihnen ¢ beliebige, 
I, .. +, Tj, wobei l,, ..., |, paarweis verschiedeh unter den Zahlen 1, ..., » 
gewahlt sind. Jedem dieser Intervalle und dem Intervall /° ist das t-Intervall I‘ 


Zim = Om m (m +l, ..., 1), 
™" MAX (Gms) Sy < Oe qQ=h, ..-, hd. 
n+ 4, oon lt 
zugeordnet. Im Rande der t-Ecke E', welche I‘ enthilt, liegen wegen Satz 3 
und ¢ => 2 die Intervalle /°, Ii, rosy Ee 


Sei nun irgendeine t-Ecke H' gegeben, deren Rand /°, J + .. +, J}, enthalt. 
Jedem dieser Intervalle mu8 nach Satz 3 ein ¢-Intervall aus H' zugeordnet 
sein. Nun sind dem Intervall J, die ¢-Intervalle 


lan = On (m + %, oes U%) 
(18) 


Max (Gn¢) S % < Gee q =, sees UO) 
m Fr, ..-4% 
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zugeordnet, wo (v,, ..., 0) eine vollstindige Schar von Systemen c (1, ..., ) 
durchlauft, die alle 1, enthalten und sich durch Permutation ihrer Elemente 
nicht ineinander iiberfiihren lassen, entsprechend dem /,, die Intervalle (18), 
wo (v;,.. ., 0,) eine vollstandige Schar /, enthaltender Systeme durchlauft usf. 
H* ist also mit eimer derjenigen ‘-Ecken identisch, welche von jeder dieser 
Intervallscharen (18) mindestens ein Intervall enthalten. Um diese t-Ecken 
zu bestimmen, miissen wir die Mengen von (nicht notwendig paarweise ver- 
schiedenen) Intervallen mit gleichem Anfangspunkt aufstellen, die aus jeder 
Schar (18) ein Element enthalten. Damit das 1, enthaltende System 
(v,, ..., 0) und das 1, enthaltende System (v}, ..., v,) Intervalle (18) mit 
gleichem Anfangspunkt liefern, mu8 J, in (v,, ..., ¥;) und 1, in (vj, ..., v) 
enthalten sein. Damit das 1, , 1, enthaltende System (v,, . . ., v,) und das /; ent- 
haltende System (v},. . ., v,) Intervalle (18) mit gleichem Anfangspunkt liefern, 
mu8 J, in (v,, ..., %) und l,, J, in (v}, ..., v,) enthalten sein usf. Es stellt 
sich heraus, da8 nur eine Menge von Intervallen mit gleichem Arfangspunkt 
existiert, fiir welche jede Schar (18) ein Element liefert, nimlich diejenige 
Menge, die das Intervall (17) t-mal enthalt. Also ist H‘ eindeutig bestimmt. 

Ist eine t-Ecke H‘ gegeben, in deren Rand /° liegt, so muB sie nach Satz 4 
ein J‘ enthalten, welches J° zugeordnet ist. Dieses J‘ ist aber ¢ 1-Intervallen 
zugeordnet, die ihrerseits J° zugeordnet sind, so da8 wir durch die Systeme 
(l,, ..., 4) auch alle t-Ecken erhalten. in deren Rand /° liegt. 

lst ein System (l;, ..., 1) gegeben, welches sich durch Permutation 
seiner Elemente nicht in (l,, ..., 1,) tiberfiihren lat, bilden wir analog (17) 
mit diesen Systemen die ¢-Intervalle It, J‘, so haben diese Intervalle verschie- 
dene Anfangspunkte, liegen also in verschiedenen t-Ecken. Insgesamt folgt der 


8. Hilfssatz. Sea 25tin— 1. Ist eim I° vorgegeben und irgendein 
in (1, ..., ) enthaltenes System paarweis verschiedener Zahlen (l,, ..., |;), 80 
liegen I° und die I° zugeordneten Intervalle I, . . ., Ij, im Rande einer eindeutig 
bestimmten E'. 

Jede E', in deren Rand I° liegt, kann durch Wahl eines Systems (l,, . . ., |.) 
erhalten werden, 

Sind zwei Systeme (l,,...,l,), (4, . . ., |) vorgegeben, die sich durch Permu- 
tation threr Elemente nicht ineinander tiberfiihren lassen, so sind auch die t-Ecken 
verschieden, in deren Rand 1°, I), ..., Ij, baw. 1°, Ii, sia I; liegen. 

Es folgt der 


9. Hilfssatz. Sa 2 su <t sn — 1. Ist E* die gemaB Hilfssatz 8 durch 
ein I° und irgendwelche zugeordneten Intervalle I, ..., I), bestimmte t-Ecke 
(l,, . . ., 1, paarweis verschiedene unter den Zahlen 1, . . ., n), ist (hy, . . ., hy) ein 
in (l,, ..., |) enthaltenes System paarweis verschiedener Zahle», F“ die gemap 
Hilfssatz 8 durch 1°, I), ..., I}, bestims. te u-Ecke, so liegt F* im Rand von E'. 
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Beweis. Sei wieder J° Eckpunkt des Quaders («,,) n-ter Art. In EF 
liegt dann, wie wir sahen, das Intervall (17). In F* liegt entsprechend das 
Intervall 


Zn = Onam (m + hy, ..., hy), 
(17) max (mq) S %q < Me (¢ = hy, ..., Ay). 
mw =e Ay. .... dn 


Wegen (f;, ..., hy) c(i, ..., l,) und u < ¢ ist aber (17) dem Intervall (17’) 
zugeordnet, also (17’) nach Satz 3 im Rand von £* gelegen, also wegen Satz 4 
die ganze F*. 
10. Hilfssatz. Sei l <t < n — 1. Seien die 0-Ecken des Randes einer E' 
p* = (xt, ..., 2%). Die Spitze von E* wird dann gegeben durch t,, = min (x‘) 
k 


(m = 1, ..., »), d. h. EB ist durch die 0-Ecken ihres Randes eindeutig bestimmt. 


Beweis. Sei (t,,) der Quader r-ter Art, dessen Eckpunkt Spitze von 
E* ist. Einem /° p* des Randes von £' ist ein t-Intervall aus E' 


Bun = Te = 2, (m = 8,, ..., 8). 

Tam @ 2m < 7 (m + 8, ..., 8) 
zugeordnet. Demnach gilt 
(19) Tam = 7, fiir alle m und k. 
Andererseits liegt in jedem Bereich 

Zn = Tmm (™m = 81, ..., 8) Tam = Zm (Mm + 8, ..., 8), 

wobei (s,, ..., 8,) ein System von Zahlen ist, das aus jeder Serie des Typus 
von (t,,) genau ein Element enthalt, nach Hilfssatz 2 und Satz 4 mindestens 
ein 0-Intervall p** + = (ajh--", ..., aie") des Randes von £'. 


Bedenken wir, da8 in den Serien des Typus von (t, ,) jede der Zahlen (1, . . ., ») 
vorkommt, so kann ich zu einer vorgegebenen dieser Zahlen, etwa l, ein solches 
System (s,,..., 8,) wahlen, das! enthalt. Alsdann ist 2{""'’*" = t,,. Daraus 
folgt mit (19) t,,,, = minz*, (m= 1, ..., ), w.z. b. w. 

‘ 


11. Hilfssatz. Sa 1 sd <t <i — 1. Liegen die 0-Ecken des Randes 
einer E* im Rand von E', so liegt die ganze E¢ im Rand von E'. 

Beweis. Seien p!, ..., p* die 0-Ecken des Randes von E%, p', ..., p’, 
..+) p® die des Randes von E*, sei p* = (af, ..., a‘) (k = 1, ..., w). 

Ich nehme ein p* mit 1 < k Sh, der zugeordnete Quader sei (z,,). 
p* ist ein ¢-Intervall J‘ von E* zugeordnet, ein d-Intervall J¢ von E*. J' werde 
gegeben durch 


Lm = Kam (M = 81, ~~+, 8) MAX (qq) ST < Age (Y= %1,---, %)- 
Mm 8, ...5 Or 
1. Angenommen, [' ist I¢ zugeordnet, so liegt nach Satz 4 J¢ im Rande 
von # und nach Satz 5 auch F¢. 
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2. Ist I‘ I¢ nicht zugeordnet, so wird IJ¢ gegeben durch 


Lin = Hmm (mM = 8}, ..., 8) max (ma) S Be < Mee (FQ = %}, ---s %); 
M = 8p, Bg 


wobei g = n — d und wenigstens eine Zahl v’, mit einem s, iibereinstimmt. 


Seien. x* = (7, ..., &4), xt = (&, ..., &) bzw. die Anfangspunkte von 
I¢, I'. Dann gilt 
= = max (75) o,» see Ms, »,,) x a % = Keay, = «3 
ce <&, 


Nun ist aber nach Hilfssatz 10 & = min (x*),é = min (2) 
3. ae k=1,...,h k=1,...,0 
G26 (m = 1, ..., ), 
so daB 2. ausscheidet und der Satz bewiesen ist. 
5. Satz. Jede 1-Ecke enthélt genau 2 1-Intervalle I}, I, mit a + b. 


Beweis. Der Anfangspunkt d einer 1-Ecke ist nach Hilfssatz 1 Eckpunkt 
eines Quaders (mn — 1)-ter Art. Der Typus eines solchen Quaders enthilt 
notwendig (nm — 1) Serien, ist also von der Gestalt 


(ile) (Us) - - - (Ly). 


Nach Hilfssatz 2 gibt es ein 1-Intervall mit d als Anfangspunkt nur in der 
Parallelen zur z,-Achse durch d und der Parallelen zur x,,-Achse durch Dd. 
Wegen Satz 2 gibt es in jeder dieser Parallelen nur ein J! mit d als Anfangs- 
punkt. Da l, + /,, ist der Satz bewiesen. 

Auf dem Rande einer #! liegen nach Satz 4 genau die 0-Intervalle, denen 
die 1-Intervalle von EH! zugeordnet sind, d. h. genau zwei. Jeder 1-Ecke 
ordnen wir nun einen Proze8 zu folgendermaBen: Liegen die beiden 0-Ecken 
P°, S° im Rande einer E!, die aus den Intervallen J}, I} besteht, und ist // 
der P®, I} der S° zugeordnet, so sagen wir, S° geht aus P® durch den Prozef 2, 
hervor, 

S° = 2,, (P*). 
Definitionsgema8 gilt dann 

Pe = 2,, (8°). 
Wir sagen auch, 2,, ist auf S° anwendbar, 2,, auf P°. 

S°, P® kénnen nicht im Rande zweier verschiedener 1-Ecken liegen 
wegen Hilfssatz 10, so daB aus S® = 2,,(P°) c = 1, d = k folgt. 

Ist ein P° = J° gegeben, und eine beliebige der Zahlen 1, ..., , etwa!/, 
so gibt es genau eine Z} mit J° im Rand». die das J° zugeordnete J} enthiilt. 
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Infolgedessen ist auch ein ProzeB Q,, auf J° anwendbar, wobei k = k (I, 1°) 
und Q1,., ;)(1% = S® eindeutig durch |, I° bestimmt und k (1, 1°) + 1 ist. 

Die Méglichkeit der beliebigen Wahl von | sowie die Eindeutigkeit von 
Q,, und k kénnen auch den unten folgenden Uberlegungen entnommen 
werden. 

Ist 1 + I’, so sind die 1-Ecken mit 1°, 2, ¢ yo) (Z°) bzw. 1°, Qy 4. 10) (I®) 
auf dem Rande verschieden. 

Wir definieren jetzt Operationen fiir die extremen Quader n-ter Art. Sei 
P = (x,,) n-ter Art. Sei / eine der Zahlen 1, ..., . Ich komprimiere P in 
Richtung der negativen z,-Achse solange, bis ich mit der abgeschlossenen 
(l)-Seitenfliche auf den ersten von p; = (71, . . ., %,,) verschiedenen M-Punkt 
der Begrenzung von P stoBe. Sei dies der M-Punkt p,, ,,. Der so erhaltene 
Quader heiBe Q. Ich dilatiere jetzt Q in Richtung der positiven z,-Achse, bis 
ich erstmalig auf einen M-Punkt stoBe. Der so erhaltene Quader sei S = (c,,). 
Wir sagen, S sei aus P durch die Operation Q,, hervorgegangen, und schreiben 
S = Qy(P). Qi heiBt auf P anwendbar. 

Q ist extrem (n — 1)-ter Art, S extrem n-ter Art, wie gleich bewiesen wird. 
Es folgt: 

i. Ist P® der Eckpunkt von P, S®° der von S, so gilt 


S = 2,,(P). 


Dazu ist zu beweisen, daB P°, S° den Rand einer 1-Ecke bilden, daB diese 
1-Ecke zwei Intervalle J}, I} enthalt und I} dem P°, I) dem S® zugeordnet ist. 
Der Quader Q wird gegeben durch 


0<2,<2nm (m+l) 0 < a < max (x,,;) = 77). 
mel 
Er enthalt auf seiner (m)-Seitenfliche (m+ /, 1) den M-Punkt 
Pu = (mi, +++) Tmm), auf seiner (I/)-Seitenflache p,. Der Quader S = d,(Q) 
ist demnach n-ter Art; setzen wir Jim = (Omi, ---; Omm) (m=1,...,m), 80 
gilt - = Dm (m + l, f); ht = p;. AuBerdem ist Oss > My. 
Die gesuchte !-Ecke, deren Randpunkte P°, S° sind, wird dann geliefert 
von den beiden 1-Intervallen 
I: Tm = Tm m (m + l) max (2%,;) S 2 < 2%, 
msi 
Ty: Tm = onm (m + f) Max (F ms) S Ly < Oz. 
m/f 
Beide Intervalle haben nach den hergeleiteten Beziehungen gleichen Anfangs- 
punkt und J} ist P°, I} S° zugeozdnet, w. z. b. w. 
2. Ist fiir zwei 0-Ecken P®, S° S° = 2,,(P°), so gilt fiir die Quader P, S 
mit den Eckpunkten P°, S° 


8S = 2,,(P). 
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Beweis. Die 1-Ecke mit den Randpunkten P°, S° enthilt ein I}, welches 
P° zugeordnet ist und ein I}, welches S° zugeordnet ist: 


Th: Tm = inm (m + l) max (%,;) S 2 < 211, 
m=! 


Ti: lm =Fmm (mk) max (my) S Ly < Ope. 
mek j 
Wegen der Gleichheit der Anfangspunkte haben wir fiir m +1, k Omm = 2mm; 


ferner max (z,,;) = 0,;, MAaX(0m,) = %,. Daraus folgt insbesondere 
m= i maek 

maX (m1) = 2,1. Wir stoBen also bei Kompression des Quaders P in Richtung 

mat 

der negativen z,-Achse erstmalig auf den M-Punkt p, der (k)-Seitenfliche 

von P. Der Quader Q wird gegeben durch 


0< fq <Amm (m+l) 0 < a < mp. 
Er kann wegen der oben hergeleiteten Beziehungen auch in der Form 


0< fn <GOmm (m+k) 0 < a < max (c,,,) 
m =k 

geschrieben werden. Dilatieren wir diesen Quader in Richtung der positiven 
z,-Achse, so stoBen wir erstmalig auf den Gitterpunkt |, der ()-Seitenfliche 
von S, da S extrem n-ter Art ist. Damit ist der Beweis von 2. erbracht. 

Das fiir die extremen Quader n-ter Art definierte Jterationsverfahren der 
2-Prozesse, welche extreme Quader wieder in solche iiberfiihren, ist ene 
genaue Verallgemeinerung des von Minkowski fiir dreidimensionale Gitter 
definierten Verfahrens der Bildung von Nachbarn. Ordnen wir unserem Ver- 
fahren einen Graphen J™ zu, der als Eckpunkte die Quader n-ter Art, als 
Strecken die Operationen 2, , enthilt, so ist nach dem eben Bewiesenen dieser 
Graph in B(V) realisiert durch die Menge der 0- und 1-Ecken. 


6.Satz. Sei 1 Stsn—1. Ist ein I° gegeben und irgendein System 
von paarweis verschiedenen Ziffern (l,, ..., 1) c (1, ..., ”), 80 gibt es genau 
eine t-Ecke mit 1°, Q,, ¢ im, 30) (1°) (m = ,, ..-, 4) auf dem Rande. 

Ist eine t-Ecke E‘ gegeben mit I° als Randpunkt, so gibt es unter den Ziffern 
1, ..., m genau t,1,,..., l,, fiir welche Q,, yim, yo) (1%) (m= 1h, ..., hy) tm 
Rande von E' liegen. 

Sind zwei Systeme (l,, . . ., l:), (U,, . . ., 4) vorgegeben, die sich durch Permu- 
tation threr Elemente nicht ineinander tiberfiihren lassen, so sind auch die t-Ecken 
verschieden, in deren Rand 1°, Q) 4 69. 10, (1°) (m=, ..., li) bew. 1° 
Que im, 1) (1°) (m re U, Foe U,) liegen. 

Beweis. Fir t=1 ist der Satz klar bzw. auf S.25 schon bewiesen. Nun 
fiir ¢ >} 2 zur 1. Beh.: Nach Hilfssatz 8 gibt es eine t-Ecke F’', in deren Rand J° 
und die J° zugeordneten Intervalle Z/,, ..., I}, liegen. Nach Satz 5 liegen 
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dann auch die 1-Ecken im Rande von E', welche bzw. I/,, . . ., Ij, enthalten, 
damit auch ihre Randpunkte im Rand von £'. Also sind die 2,, ,;.,, jo, (1°) im 
Rand von £ enthalten. 

Ist nun eine E' gegeben mit J° und 22, , ,.,. jo, (1°) auf dem Rande, so enthalt 
nach Hilfssatz 11 der Rand von E* die ¢ 1-Ecken, welche ° mit den 2, ,. .,,. 0, (1°) 
verbinden, damit die /° sugeordneten 1-Intervalle I}, ..., I/,, also ist nach 
Hilfssatz 8 E* eindeutig bestimmt. 

2. Beh.: Nach Hilfssatz 8 gibt es ein System (l,, ...,1,)c (1, ...,) von 
paarweis verschiedenen Zahlen, so da8 mit J° auch die J° zugeordneten 


I., ..., 1], im Rand von #* liegen. Dann liegen nach Satz 5 auch die 
I he ..+, 1}, enthaltenden 1-Ecken im Rande von £*, also auch ihre Rand- 
punkte, also auch die 2,4, 7, (1°) (m =, ..., hi). 

3. Beh.: Nach Hilfssatz 11 liegen im Rand der einen t-Ecke /° und die 
zugeordneten I}, ..., Zj,, im Rande der anderen J° und die zugeordneten 
Ih, usdd Ii; Mit der 3. Beh. von Hilfssatz 8 folgt also die unseres Satzes. 


7.Satz. Sai lsu <tsn—1. Ist eine t-Ecke E* gegeben mit 1°, 
Qa tim, 1) (1°) (m = h, ...,,) auf dem Rande, und irgendein System paarweis 
verschiedener Zahlen (h,, ..., hy) c(h, ..., 1), 80 gibt es eine u-Ecke F“ im 
Rand von E*, in deren Rand 1°, 2, ¢ im, yo, (1°) (m = hy, ..., hy) Viegen. 
Beweis. Sei u 22. Nach Hilfssatz 11 liegen 


1° und die zugeordneten J’, (m= 1,, ..., 1,) im Rande von F*, 
T° und die zugeordneten I’, (m = h,, . . ., hy) im Rande einer nach Satz 6 
eindeutig bestimmten F*. 


Also folgt die Beh. mit Beriicksichtigung von Hilfssatz 9. Fiir u = 1 folgt 
die Beh. sofort aus Hilfssatz 11. 

8. Satz. Seien b, ¢ ganze Zahlen mit OS b <e Sn—1: 

Eine E° liegt im Rande von (*—°) Be. 

Seien b, c, d ganze Zahlen mit OS 6b < ce <dsn—l: 

Liegt B® im Rand von E#, so gibt es im Rand von E¢ (4 —°) Be, im deren 
Rand E? liegt. 

Beweis. 1. Beh.: folgt fiir b = 0 ¢ => 1 sofort aus Satz 6. Sei also’ 
bj>=1,¢ 22. 

Wir nehmen ein 7° im Rand von E£’. Es gibt nach Satz 6 6 Ziffern 
(,, ..., )), fiir die 2... cy. (2°) (m = lh, ..., l) im Rand von £? liegen. 
Es gibt genau c Ziffern (d,, ..., d.), fiir welche 2 y» (1°) (m=dy, ...,d,) 


m k um, 


im Rand von £ liegen. Also gilt (l,, ..., 4) c (di, ..., d,). 


Ist irgendein System (d,,..., d,) > (l,, .. ., 4) vorgelegt, so gibt es nach 
Satz 6 eine B* mit 2, ; im, ~ (1°) (m = d,, ..., d,) auf dem Rande, in deren 
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Rand nach Satz 7 E° liegt. Fiir verschiedene Systeme (d,, . . ., d,) erhalten 
wir nach Satz 6 verschiedene H*. Also ist die Anzahl der fraglichen Et (*—°), 


w. z. b. w. 


Der Beweis der 2. Beh. folgt entsprechend. 


9. Satz. Sei eine t-Ecke E' gegeben, t > 2. Das 0-Intervall p liege im 
Rand von E', und l,, ..., |, seien die Ziffern, fiir welche pm = Qin tim, p) (P) 
(m= 1, ..., t) im Rand von Et liegen. Sei ein p, gegeben (i ="1,..., t). Die 
Ziffern U,, ..., , fiir welche Qy et. v4) (p,) (m = 1, ..., t) im Rand von E* 
lregen, werden dann gegeben durch 


C=, fiir m+ 14 | 
l) =k(,,p) {’ 
t=, fiir allem, wenn k(l;,p) ch, . 


wemm kip) eh, eee Biss 


a 


Beweis. p sei Eckpunkt des Quaders (0,,) n-ter Art. Nach Hilfssatz 11 
liegen die p zugeordneten Intervalle J}, .. ., Ij, im Rand von E'. Nach dem 
Beweis zu Hilfssatz 8 ist das Intervall 
(17°) 2 = Ooo Gh,---,b) max (09,) S tr < Oana (h=h,...,1) 

rr 
das p in E£‘ zugeordnete t-Intervall. Wir diirfen ohne Beschrinkung der All- 
gemeinheit 7 = 1 annehmen. 


p, sei Eckpunkt des Quaders (o,,) n-ter Art. p,, p sind die Randpunkte 
einer 1-Ecke F!, die aus einem J, und einem J}, ,, besteht, wobei das erste 
Intervall p, das zweite p, zugeordnet ist. Die beiden Intervalle wer*en also 
gegeben durch 

Ly = Ogg 9g + l,) max (@o:,) s as @ it. 
9h, 
und 
ig =, (9 + k) max (0,4) S % < Ope, 
9 +k 
wobei k = k (l,, p) gesetzt ist. Es folgt wegen der Gleichheit der Anfangs- 
punkte 


tr, =e G#h,k), max (0,:,) = %,1,, — (gx) = Cex, also m% = f,,. 
pe 


9+; 
1. & sei in (l,, ..., l,) enthalten. 
Dann ist max (0,,)= max (o¢,,) (A=1,..., ), dh. das 
9% 1h,..44 GF hye. Mt 
t-Intervall z, = o,, (yg #1,,...,4) max (6,,) S 2p < On, (h=h,...,h) 
, IF l,.. Ht 


gehért zu EZ‘. Es ist den ¢ Intervallen 


(20) ly=%, (9 +l), max(o,,) SX < oy, 
9+ 
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(lL =1,, ..., l,) mugeordnet, die also nach Satz 4 im Rande von F liegen. 
Damit liegen auch die diese Intervalle enthaltenden 1-Ecken im Rand von 
E' (Satz 5), damit auch ihre Randpunkte. Da die Intervalle (20) simtlich p, 
zugeordnet sind, folgt die Beh. im Falle 1. 


2. k sei von l,, ..., 1, verschieden. 
Dann ist max (0,,)= max  (0,,) (A= 1, ..., ™) wegen 
9h. alt 9 + lg,.. lyk 


max (0,,) = max [Q,, max (eon)] = 


9 h,..54 9 1;,.. Mt, 
= max[o,,, max (6,,))= max (6,4), 
g ls, .. + lk 2 le, ... lk 
d.h. das t-Intervall 
Zo = Gag (g + l,,...,b, &) ‘max (O52) S % < Than (A = l,,..., 4k) 
9 + lay. Hk 


gehért zu E*. Jetzt fiihren die gleichen Schliisse wie unter 1. zur Behauptung 
des Satzes. 


10. Satz. Die auf dem Rande einer E‘ (t => 2) liegenden 0- und 1-Ecken 
bilden einen zusammenhdngenden Streckenkomplez. 


Beweis. Die Beh. ist offenbar richtig fiir ¢ = 2, da der Rand von F in 
diesem Fall eine topologische Kreislinie ist, die in 0- und 1-Ecken zerfallt. 

Angenommen, die Beh. sei richtig fiir ¢ = to. Sei eine BE“ ** gegeben, 
seien p, q beliebige 0-Ecken ihres Randes. Dieser Rand wird iiberdeckt von 
den abgeschlossenen Hiillen der to-Ecken, die ihm zugehéren. Ich verbinde p, q 
durch eine orientierte stetige Kurve k mit dem Anfangspunkt p, dem End- 
punkt q. 

Da die Ecken topologische Kugeln sind, kann ich k so wahlen, daB mit 
zwei Punkten r, |, die der gleichen abgeschlossenen to-Ecke des Randes 
angehéren, auch das ganze zwischen r und f liegende Stiick von k zu 
dieser abgeschlossenen to-Ecke gehort. 

Es gibt eine t)-Ecke E's, deren abgeschlossene Hiille p = po und eine 
ganze Nachbarschaft von p in k enthalt. Es gibt einen Punkt p,; + po auf k, 
fiir welchen alle zwischen po und p, liegenden Punkte von k zu Eis, gehéren, 
aber kein auf p, folgender. 


Es gibt weiter eine to-Ecke F'3,, deren abgeschiossene Hiille p, und eine 
ganze Nachbarschaft von p, in dem auf p, folgenden Stiick von k enthilt. 
Ich bestimme den Punkt p. + p, auf k, fiir welchen alle zwischen p,; und po 
liegenden Punkte von k zur abgeschlossenen Hiille von Ei, gehéren asf. 

Wegen der Voraussetzungen iiber k gelange ich nach endlich vielen 
Schritten zum Punkt p, = q und breche die Definition der Eje,, p,, ab. 
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Ist f = 1, so liegen p, q auf dem Rande der gleichen t)-Ecke, sind also 
nach Voraussetzung durch einen auf dem Rande von Fj}, also auf dem Rande 
von E%*! liegenden Streckenzug von 0- und 1-Ecken verbindbar. 

Sei f > 2. Ein Punkt p,, (m= 1, ..., f — 1) gehért zum Rande von 
E\:, _ , und zum Rande von E's, also zu einer F”, deren abgeschlossene Hiille 
ganz dem Rande von E/, _ ,, und Eis, angehért. Ich wahle eine 0-Ecke r,, auf 
dem Rand von F?. Sie gehért dem Rand von E/?, und Eis, _ ,, an. Ich setze 
Do = Up, Py = ty. Die aufeinanderfolgenden Punkte r,,, t,,.1 liegen im Rande 
der gleichen to-Ecke E',,, sind also nach Induktionsvoraussetzung durch einen 
Streckenzug von 0- und 1-Ecken im Rande von E%?), also auch im Rande 
von E+! verbindbar, damit auch p und q. 

Die Beweise der folgenden Satze, die fiir » = 3 schon in Z1 gebracht 
wurden, kénnen ohne Schwierigkeit auf die n-te Dimension verallgemeinert 
werden. 

Es gilt (vgl. Z1, 2. Satz) der 

11. Satz. Ordnen wir jedem Punkt von B(V) denjenigen Punkt der Flache 
Zy* 2°... *%=1,2,>0... 2, > 02, der mit ihm auf derselben Geraden 
durch den Nullpunkt liegt, so ist diese Abbildung topologisch. 
und der (vgl. Z1, 13. Satz) 

12. Satz. Bei der Abbildung 


&,, = In =m 





Vx, -%y + > 2, 
des O, auf die Hyperebene §, + --- + &, = 0 werden 
zu einer festen Koordinatenuchse parallele gleichgerichtete Vektoren auf 
parallele glewhgerichtete Vektoren transform:ert, 
zwei verschiedenen Koordinatenachsen parallele Vektoren, die beide in 
Richtung der positiven oder beide in Richtung der negativen Achsen weisen, au/ 
zwei Vektoren, die den durch 
i 
eae? 
bestimmten Winkel einschlieBen. 
13. Satz. Der aus allen 0- und 1-Ecken bestehende Streckenkomplex ist 
zusammenhingend. 


Der Beweis dieses Satzes stiitzt sich erstens darauf, da8 jeder Bereich 
0<Z, SC» (m=1, ..., m, Cm beliebig positiv) nur mit endlich vielen 
n-Ecken Punkte gemein hat, zweitens darauf, daf B(V) nach Satz 11 zu- 
sarnmenhangend ist, im iibrigen verliuft er entsprechend dem Beweis von 
Satz 10. 


n 
3 <9<% 


(Eingegangen am 30. 4. 1940.) 








Von den Verteilungen auf Booleschen Ringen. 
Von 
Bedfich Pospisil in Brinn. 


Es handelt sich um einige Erginzungen zu meiner Abhandlung ,,Uber die 
meBbaren Funktionen“, woraus ich die Terminologie und Bezeichnungen 
iibernehme'). Wir betrachten einen festen Booleschen Ring A mit Eins- 
element e. 

Folgende Bemerkung wird sich von Nutzen zeigen. Bezeichnet man mit ¢ 
mit etwaigen Indizes endliche Vereinigungen von Intervallen und ist ¢ (4) 
gleich der Summe 2¢ (j,), wo j, endlich viele zu je zwei fremde Intervalle 
mit + = 2, sind, so sieht man erstens, daB (i) von der Aufspaltung von i 
unabhangig ist und zweitens 


(a) Y(t + t2) = 9 (hh) + @ (te) 
und 
(B) P (i %2) = — (41) — (2) 


gilt. Also kann man die Verteilungen auch so erkliren, da8 ihr Argument den 
Mengenkorper aller + durchlauft. 


In der Tat kann man (a) und (8) durch ate Bedingungen ersetzen?): 
(a’) 9 (4, V te) = 9 (41) V pig) und — (i) = — fy’. 


Denn erstens ist («) (8) — (a’) (6’) naheliegend. Umgekehrt folgt (8) aus 
(«’) (8’) und (ab)’ = a’ v b’; (a) ist dann eine Folge von (a’) (8) und a +56 
= (a V b)- (a@b)’. Man hat also (a’) (8’) zu beweisen. Aus der Verteilungs- 
erklarung folgt nun, daB fiir j = j; V jo V --- V jy auch (j) = p (jx) V 
V-+*Y @(jy) gilt. Also ist g (i) die Vereinigung beliebiger endlich vieler 
? (jy), wenn nur j die Vereinigung der j, ist, woraus ja («’) folgt. Ferner 
gilt jae = p(t +7’) = p(t) + ov), dh. (6). 





1) Math. Ann. 117 (1940), S. 327ff. Diese Abhandlung wird mit MF. bezeichnet. 
Insbesondere bleiben alle Erklarungen und Verabredungen der Ejinleitung von MF. 
(l. c., 8. 327f.) bestehen. Statt a = ab schreibe ich a C b. 

)aVb = a+ab+b,a,Va,V... Va, Va,,, = (a, V...Va,) Va,4, 
Diese Operation, sog. Vereinigung, ist kommutativ und assoziativ. a’ ist immer das 
Komplement von a: a + a’ ist das Einselement. Fir Mengen stimmt es mit der iiblichen 
Terminologie iberein. Vgl. M. H. Stone, Trans. Amer. Math. Soc. 40 (1936), S. 37ff. 
Mit St. 63 (z. B.) wird Theorem 63 dieser Abhandlung bezeichnet. 
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Stetige Homomorphien. 

|p| Sele > 0) besagt: p(y) =e, wo 7 das Intervall aller x mit 
|x| Se ist. @ ist beschrdnkt, falls | y| < « fiir ein e > 0 gilt. Ich schreibe 
?, ~ 9, falls es eine Nullfolge «, > 0 mit |g,| < ¢, gibt. Eine (reelle) 
Funktion 4, deren Argumente Verteilungen auf A sind, heiBt stetig, falls aus 
P, > 0 auch hg, + 0 folgt’). 

In obigen Bezeichnungen sei ® eine Menge von beschrankten Verteilungen 
auf A, die alle beschrinkten stetigen Verteilungen auf A und alle Summen und 
Produkte ihrer Elemente enthilt, A eine auf ® erklarte (reelle) Homomorphie, 
d.h. aus 9 € 9; + Po bzw. go € 91° P24) folgt hoo = hg, +h, baw. 
Ag = ho, -hoe, hy immer reell. 

Satz 1. Folgende Bedingungen sind einander gleichwertig : 

1. h ist stetig, 

2. ist g eine stetige Funktion einer reellen Verinderlichen und go, gp; « P; 
Po € 9 (1), 80 ist auch ho = g (hq), 

3. ist g eine stetige Funktion von N reellen Verinderlichen und go, 9, . . 
Px © D; PoE G(Pi, ---, Px), 80 tt hg = G(hgy,..-, hoy), 

4. istj eine offene Umgebung vonhy, p € ®, so ist gp (7) von Null verschieden. 


“9 


Die letzte Bedingung (mit der Homomorphieeigenschaft von h) besagt: 
A ist ein Charakter von @ im Sinne von MF., 8. 333; und A ist stetig im Sinne 
von MF., lL. c. 

In den Verabredungen von MF., 8. 333 sei F die Menge der beschrankten 
meBbaren Funktionen, k eine auf F erklarte (reelle) Homomorphie: k (/; + fe) 
= kf, + hfe, k (fife) = kf, - hfe. Zwischen zwei gleichen (d. h. nur auf einer 
Nullmenge voneinander abweichenden) Funktionen /, und /, wollen wir gar 
nicht unterscheiden; insbesondere k/, = kfg. Ist nun fp €g (f;,.. ., fy) mit 
fo =-9 (1, ---, fy) gleichbedeutend und erklirt man die Stetigkeit von k 
ebenso wie fiir h, wo |f| S ¢ mit den Ungleichungen |/ (z)| < « fiir alle x 
gleichbedeutend ist, so gilt 


Satz la. Satz } oletbi bestehen, wenn man D, g und h durch F, { und k 
ersetzt. 

Wie in MF., 8.333 nenne ich jede Funktion k, die Satz la befriedigt, 
einen Charakter von F. 

Jeder meBbaren Funktion / ist kraft MF., 8. 333 eine Verteilung g zu- 
geordnet. Laut MF. II, Satz nebst Zusatz entsprechen sich / und k einein- 


3) Man muB dies vom Stetigkeitsbeyriff fir Charaktere, MF., 8.333, unterscheiden! 
Erst Satz 1 zeigt, daB es fiir Homomorphien auf dasselbe hinauskommt. 
‘) Siehe MF. II, 8S. 332. 
Mathematische Annalen. 118. 3 
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deutig kraft der Gleichung hy = kf. Ist also 8 eine der Bedingungen von 
Satz 1 bzw. la, so ergibt sich 

Folgesatz. Die Homomorphien h von ®, die B erfiillen, entsprechen 
den B befriedigenden Homomorphien k von F eineindeutig: kf = ho. 

Es geniigt den Beweis von Satz 1 durchzufiihren. Der Beweis von Satz la 
verliuft ganz parallel; gewisse Einzelheiten ergeben sich dabei als ganz nahe- 
legend. 

Beweis von Satz 1. 


g mit etwaigen Indizes sei immer eine stetige Funktion einer reellen 
Veranderlichen derart, daB die z-Achse aus endlichvielen Monotonieintervallen 
von g(x) besteht, g,(j) = 9 (¢-*())). 

(a) Nach (a) und (f) ist », eine Verteilung auf A. Ist ¢ stetig, bzw. be- 
schrinkt, so ist dies auch fiir y, der Fall. Ferner gilt »,€9(g) und 
|~,| S suprg (z) (Ej), wo y(j) =e ist. 

Ist ferner g € G (g’, g’’), & stetig, so gilt 


(b) @, € F (Py, Pgn)- 


Denn ist j = @ (j1, j2), 80 ist Gy (js) Pyr a) = 9(9'-*jn)) 99" *(52)). 
also nach (f) gleich  (9’~*(j1) - g’’~*(J2)) <9 (9 *(9)) = Ge(J)- 

Fiir jede reelle Zahl r setzen wir nun 9¢,(j) gleich e bzw. gleich Null, je 
nachdem j die Zahl r enthalt oder nicht. g, ist ja beschrinkt und stetig 
und man hat 

(c) Por, 0,.. 2) ©G (Pr Par-+es :)- 

Ferner gilt immer 9 € 9, 9, alscohg = hoy, -hq, woraus sich hg, = 1 
ergibt. (Wir schlieBen den trivialen Fall aus, wo A identisch verschwindet.) 
Ist nun r = p/q, p und q natiirliche Zahlen, so isthg, = q-hg,. (Ist namlich 
q—1>0, p’ =r(qg —1) und setzt man hg,, = (q — 1) -hg, als bewiesen 
voraus, so gilt nach (c) 9, € gy, + 9, abohg, = ho, +ho,= q-h@g,.) 
Ebenso gilt hy, = p-hg, = p, also schlieBlich hy, = r. 

Ferner gilt go = 929, 4. h. hoo = hoe: hoo = 2h gq, also hg = 0. 
Nach (c) gilt schlieBlich go €g_,+9,, also O=hg_,+hg,, dh. 
hg_,=-—r. Also 

(d) hy, = r fiir jede rationale Zahl r. 

(e) Ist g ein Polynom mit rationalen Koeffizienten, so gilt immer ¢, € ®, 
he, = 9 (hy) (¢ € ®). 

Denn ist erstens g identisch gleich Null, so ist offenbar g, = g und 
unsere Behauptung kraft (d) fichtig. Unser g (z) kann offenbar aus Null durch 
Additionen rationaler Konstanten und Multiplikationen mit z aufgebaut 
werden. Also sei G (u,v) = u +, g’ eine rationale Konstante und g” ein 
Polynom mit g’’ (0) = Ooder aberG (u, v) = uv, g'(z) = zundg” ein Polynom 
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niedrigeren Grades als g. Es gelte immer g = G (g’, 9’). Fiir g’’ darf man (e) als 
schon bewiesen annehmen. Aus g € ® folgt ja y,, € ® und nach Induktions- 
voraussetzung g,,€®. Aus (b) ergibt sich nun gy, €G@(q,,, 9), also kraft 
unserer Annahmen iiber ® und A und des speziellen Charakters der Funktion G: 
9, €® und hg, = G (hoy, hy.) = G(g' (h),9” (hg) = 9 (ho),w.z.b.w.; 
vgl. dazu (d) und (e). 

(f) Ist h stetig, so gibt es zu jedem ¢ > Oeind, > 0,6, S emit |hq| < e, 
falls nur | y| S 6, gilt (und umgekehrt). 

Ware dies nicht der Fall, so gabe es naimlich ein ¢ > 0 und eine Folge o, 
mit |hgy,| < ¢ und |¢g,| < 1/n, was der Stetigkeitsdefinition widerspricht. 

(g) Ist h stetig und gy, y, €®, so gilt hy, = g (hg). 

Zum Beweise sei M > 0 so gewahlt, daB | | < M und |hg—| < M gilt; 
j sei das Intervall aller z mit |z| < M. Ist > 0 beliebig, so kann man nach 
Weierstra8 ein Polynom p mit |g — p| < 7 auf) wiahlen, dessen Koeffizienten 
ja rational angenommen werden diirfen. Man setze noch g’ = g — p. Man hat 
9, € ®, y_,€@ kraft (e) und nach (b): 9, € y, + g_», also y, €® und 
ho, =ho, +ho_, =ho, —hg,; denn g, € Pkraft (e) und gy, € y_1°9_, 
nach (b), also hg, = —hAg_, laut (d). 

Nun sei ein beliebiges ¢ = 2 9 > 0 gegeben, 7 = 4, in den Bezeichnungen 
von (f). Aus |g’| < und (a) erhalt man |g,,| <7, d.h. |Ay, —hg,| 
= |hg,|<o. Kraft (e) kann man dies |h gy, — p(hg)| < o schreiben. 
AuBerdem ist ja |g (hy) — p (he)| < 9 < @, also |g (hy) —hoy,| <20=8 
fiir jedes e > 0, d.h. g (hy) = Ag,, w.z. b. w. 

Neben den Bedingungen von Satz 1 betrachten wir noch folgende: 

5. Ist gy, 9, €®, so gilt hy, = g (hg). 

Im Beweise der Gleichwertigkeit der Bedingungen | bis 5 will ich nach 
folgendem Schema verfahren: 


3— 2— 5 
1 


Dabei gilt 1 + 5 nach (g), 4 +3 nach MF. II, Satz, 3 — 2 ist trivial 
und 2 + 5 gilt nach (a). Auch 4 — 1 liegt nahe. j; sei naimlich das abge- 
schlossene Intervall < —«e,e>, 7} gleich jo + Js, Jojs leer, 9 (ji + Je) 
=€ + ~ (je), (Jo) = YP ((d1 +352) 52) = (€ + & (J2)) - P (Je) = 9. Gilt also 4, 
so ist hg non €j_ und ebenso hw non €js3, d.h. 

(h) aus |p| <e folgt |p| < e, 
woraus die zu beweisende Stetigkeit von h folgt. 

Es bleibt also iibrig, 5 - 4 zu beweisen. Wir setzen also 5 als giiltig 
voraus. Angenommen, 4 wire falsch, so gibt es ein offenes jo und eine Ver- 
teilung y €D mith gp Ejo, (jo) = 0. Die Endpunkte rv und s von jo diirfen 
rational angenommen werden, r< ho < s. Ist nun z <1 bzw. 2 >, so 


3 


1» 5» 4¢ 
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setze ich g (xz) = r bzw. g (z) = s und g(z) = zfiirr S z Ss. Offenbar ist 
g stetig und g, hat folgende charakteristische Eigenschaft (0 = ¢,(r), 
o = g,(s)): enthalt 7 weder r noch s, so ist y,(j) = 0, 9 +o =e. Nach 5 ist 
ferner hy, = hg + 1,8. Man hat also nur zu zeigen, daB hg, entweder r 
oder s gleich ist. Man setze 2 = g, (I), | reell. Man setze ferner q’ (1) = 4, 
g' (0) = 4’ und ¢’ (7) = 0, falls 7 weder Null noch Eins enthilt. Dann gilt 
ja g' €g- gy’, d.h. hg = 0 oder 1. Ferner sieht man leicht g; < ¢’ + ¢’, 
also h gy’ + hg" = 1. Es sei nun u diejenige der Zahlen r und s, fiir die h p* = 1 
ist, und v die andere, also hg’ = 0. Es geniigt zu zeigen, dab hg = u ist. 

Nun sei ,y(l) = 4, ,@ (0) = 2’ und ,g-(j) = 0 fiir 0, lnon €j. Dann 
ergibt sich leicht ,pE€g,-¢’, also hig = hgy,:hg' =Il-hg' nach (d), 
falls | rational ist. Ferner sieht man ohne Miihe, daB gy, €,g + ,9, also 
hog, =h.p+hqp=hup +h.p = uhg" + vhgy’ = u, w.z.b.w. 

Damit ist Satz 1 véllig bewiesen. 


II. 
Die Bairesche Eigenschaft. 


Die Norm || g|| von ¢ sei die untere Grenze aller M >- 0 mit | g| < M. 
Sind y, gy, und gz, stetige Verteilungen, so darf man gy = g, + ge und 
Y = Pi * Po statt p Sy, + Me und — E gy; * Pe schreiben, da nach MF. Il, 
Bemerkung 2 die Summen und Produkte im Bereiche der stetigen Verteilungen 
eindtutig bestimmt sind. 

® sei nun die Gesamtheit aller beschrinkten stetigen Verteilungen auf 4. 
Wir fragen, unter welchen Bedingungen es eine Isomorphie von ® mit einer 
Teilmenge des Ringes C der beschrankten Zahlenfolgen gibt, die die Norm 
unverandert la8t5). Wir wollen dann ||®|| C||C|| schreiben. Dazu wird 
folgende Begriffsbildung von Nutzen sein. Unser Boolescher Ring A heift 
separabel, falls es eine abzihlbare Menge /7 von Primidealen in A gibt derart, 
daB fiir jedes a € A in // ein x mit a non €2 vorhanden ist (a von Null ver- 
schieden angenommen). 

Im Beweise von Satz 2 wird eine von Stone herriihrende topologische 
Darstellung von A von Nutzen sein*). Unter einem Baustein verstehe ich 
eine zugleich offene und abgeschlossene Menge. Nach Stone (l.c.) gibt es 
einen bikompakten Hausdorffschen Raum e = € (A), in dem jede offene 
Menge eine Vereinigung von Bausteinen ist, derart, daB A (von Isomorphien 
abgesehen) der Mengenkérper aller Bausteine in ¢ ist. ¢ ist die Einheit von A. 
Fiir Punkte x von e kann man die Primideale z in A nehmen, und zwar derart, 
da8 x €a mit a non €2 gleichbedeutend ist. 








5) ||{a,}|| = obere Grenze aller a,,. 
*) M. H. Stone, Trans. Amer. Math. Soc. 41 (1937), Theorem 1 und 2. 
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Nach MF. II, Satz nebst Zusatz gibt es ferner eine eineindeutige Zu- 
erdnung zwischen den Charakteren h von ® und den Primidealen 2 in A, 
h =h,, derart, daB aus Age j, 9 offen, folgt: g (j) non €2. 

Eine Verteilung ¢ heiBt elementar, falls es eine endliche Zahlenmenge Z 
derart gibt, da8 @(j) fiir jedes zu Z fremde j verschwindet. 

Man setze noch { (x) = h, ¢. 

(i) f ist auf e stetig, falls p eine beschrankte stetige Verteilung auf A ist. 

Ist g elementar und Z wie oben erklart, so ist offenbar h,g = z mit 
@ (z) non € 2 gleichwertig. Denn ist j offen, z¢€ j, 7 -(Z + 2) leer, so ist ja 
@(j)nonéex, (j) p(Z +2) = O€a, also, da x prim ist, y(Z +2) Ex. 
Ware nun ¢ (z) € 2, so wire e = o(Z +2) + @ (z)€ 2, was nicht der Fall 
ist. AlSo ist f (x) = z mit 2 € @ (z) gleichbedeutend, also / stetig. Nach MF. VI, 
Satz 5 kénnen nun die Funktionen f fiir beliebige ¢ mittels solcher fiir elemen- 
tare Verteilungen gleichmaBig approximiert werden, woraus sich ihre Stetigkeit 
ergibt. 


Satz 2. Es gilt dann und nur dann ||®|| C ||C||, wenn A separabel is.. 
Beweis. Aus MF. VI, Satz 1 nebst Zusatz 2 und (h) folgt 


(j) loll = fl] Ge) = 4,9), ||f|| = supr |f]”). 
I] = {x,} sei eine abzahlbare, in e dichte Punktfolge. Fiir partielle Funk- 
tionen f’ vor / auf /7 gilt leut (j): || p|| = ||/’|| und die Zuordnung ¢ —> 


ist ja homomorph. 

(k) Setzt man a, = {(z,), so ist g — {a,} eine die Inklusion ||®|| c ||C|| 
realisierende Zuordnung. 

Denn die Korrespondenz g — /, also auch » - /’ ist nach MF. I, Hilfs- 
satz 2 eineindeutig. 

Umgekehrt gebe es eine solche Zuordnung ¢ — {a,}. Fiir jedes feste n 
ist dann  — a, eine stetige Homomorphie, also nach Satz 1 ein Charakter. 
Laut MF. II, Satz gibt es also ein Primideal x = x, in A mit h,g = a,. 
Man hat zu zeigen, daB die Punkte x, in e dicht liegen. Ware dies nicht der 
Fall, so gibe es einen Baustein 0 + a ¢ A mit x, non €a fiir alle ». Ferner 
sei|y| [ M,z > M. Ich setze y’(j) = a’ ¢ (3), falls z non € j und g’(j) = a. 
Offenbar ist gy’ ¢® und g’ + ¢. Es geniigt zu zeigen, dab h, py’ = a, fiir 
x = 2, gilt. Oder starker: Ist a € 2, so ist h,«’ = ho. 

j sei also offen, h,g €j. Man hat nur zu zeigen, daB y’(j) in 2 nicht 
enthalten ist. Nach (h) ist h,g + 2, also kxnn man j so klein wihlen, 
da8 z non ¢ j ist. (Fiir gréBere 7 gilt es desto mehr.) Danza ist y’(j) = a’ p(j) 
mit a’ non €z und g(j) non. €2, also, da 2 prim ist, g’(j) non € 2, 
w. z. b. w. 


7) supr yw = obere Grenze aller Werte der Funktion y.— 
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Von jetzt an sei A immer der nach dem Ideal f aller Mengen der ersten 
Kategorie reduzierte Ring (Mengenkérper) B aller Mengen mit der Baireschen 
Eigenschaft*) in einem Euklidischen Raume: A = B/B = 1B, If = 0. 

(l) A ist separabel. 

Zum Beweis mége 0, eine abzihlbare offene Basis unseres Grundraumes 
durchlaufen. Den Mengen o, mégen in A Elemente a, = lo, entsprechen, die 
ja von Null verschieden sind. Es gibt also ein Primideal z,, in A, das a,, nicht 
tei't (vgl. St. 63). Ist nun a irgendein Element von A, a + 0, so gibt es eine 
ofieme Menge o, der a entspricht: a = lo. Ferner gibt es ein » mit 0, C 0, 
woraus a, C a, also auch a non € 2, folgt, so daB /7 = {z,} der Separabilitats- 
cefinition fiir A geniigt. 

Satz3. Man hat ||®\| c |\C\|j. 


Beweis. Dies folgt aus Satz 2 und (l). 

F sei die Gesamtheit aller beschrinkten, in B meSbaren Funktionen, 
wobei man unter Funktionen, die nur auf einer Menge aus # voneinander ab- 
weichen, gar nicht unterscheidet. Mit ||/||, f ¢¥ bezeichnen wir die untere 
Grenze aller M, fiir die |f| < M bis auf eine Menge aus f ist. Jeder f € F 
ist eine Verteilung g (j) = If-1(j) wie in MF., 8. 333 zugeordnet. 

(m) Die Zuordnung f — ¢ ist eine Isomorphie, die die Norm nicht andert. 

Die Isomorphieeigenschaft folgt aus MF. If, Hilfssatz 1 und IX, Satz und 
die Gleichheit der Normen liegt nahe. 


Zusatz. Man hat ||F\| c ||C||. 
Beweis. Dies folgt aus Satz 3 und (m). 


Ill. 
Zahlenfolgen. 


€ sei ein Mengenkérper, F die Vereinigung aller Mengen aus €, E€ €, 
e ein Ideal in €, deren Elemente fiir Nullmengen genommen werden mégen, 
A=€E/e = 1G, « = IE. Die beschrankten, in € meBbaren Funktionen mégen 
einen Ring R bilden. Fiir r ¢ R schreibe ich r = 0, falls aus 0 non € j,j ab- 
geschlossen, die Inklusion r-1(j)€ e folgt. 7, =7, besagt: r; —7r2=0. 

(n) Dann und nur dann ist r,; = 72, wenn alle Charaktere k von R fiir 
r, und r, miteinander iibereinstimmen: kr, = kre. 

Setzt man nimlich r = r; — rz, so folgt aus r = 0 sicher kr = 0, also 
kr, = kre. 


*) B€ B besagt: b = 0 + z, o offen, z€ B. @ ist ein Ring kraft MF. V, Satz 3 
oder kraft (m). Aus (j) und MF. V, Satz 4 folgt weiter, daB ® und nach (m) auch F 
ein Banachscher Raum ist. 
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Ist umgekehrt r +0, so gibt es ein abgeschlossenes j mit 0 non € j, 
r1(j)non€e, d.h. 1 = Ir-1(j) + 0. Nun sei o9(j*) = 0 bzw. = «, je 
nachdem 0 non € j* oder 0 € j* gilt. j* sei offen, 0 € j*, jj* leer. Dann gilt 
j@ go(j*) = & o(9*) Ce +n(e =Ir), also go(j*) non c 9(j*). Nach 
MF. I, Hilfssatz 1 und II, Satz stimmen die Charaktere von 9 mit denen von 0 
nicht iiberein. Da nun fiir 09 jeder Charakter verschwindet, so gibt es ein h 
mit ho + 0, also laut MF. II, Satz ein k mit kr + 0, w. z. b. w. 

(o) = ist eine Kongruenz (d. h. reflexiv, symmetrisch und transitiv) und 
die Kongruenzen darf man addieren und multiplizieren. 

Dies folgte aus (n). 

(R) sei die Gesamtheit aller Klassen (r), wo r’ € (r) mit r’ =r gleich- 
bedeutend ist. In naheliegender Weise kann (2) laut (0) als ein Ring aufgefaBt 
werden. Mit ||(r)|| bezeichnen wir die untere Grenze aller supr |r’| mit 7’ =r. 
k mége immer alle Charaktere von R durchlaufen. 

(p) |\(r)|| ist die obere Grenze aller kr. 

Erstens sei ||(r)|| << _M. Danngibt ein r’ =r mit supr|r’| < M, also 
|kr’| = M, dh. laut (n): |kr| < M, also |kr| < ||(r)|| fiir alle &. 

Umgekehrt sei |kr| < M fiir alle k, 7 abgeschlossen und |x| = M fiir 
alle z € j. Ist » = Ir~1(j) von Null verschieden, so gibt es nach St. 63 ein 
Primideal x in A, 7 non € x. Laut MF. II, Satz nebst Zusatz gehort zu x ein k. 
Kraft Voraussetzung hat man kr non € j. Es gibt also ein offenes j*, kr € j*, 
jj* \eer. Ferner ist 0(j*) noné€2 (9 = Ir!) und 0 (j) = nnon€ 2, also 
0 = 0 (jj*) = 0 (9) e(9*) non € x, was ja nicht geht. 

Also ist r-1(j) €e und man kann leicht auf der Nullmenge £|r(x)| => M 


die Funktion derart modifizieren, daB die entsteheude Funktion r’ der Un- 
gleichung supr|r’| < M geniigt. Dann ist r’ = r, also ||(r)|| < M, w. z. b. w. 

Nimmt man statt ||(r)|| die untere Grenze ||r|| aller M mit |r| < M bis 
auf eine Nullmenge und fiir = die Gleichheit bis auf Nullmengen, so bleibt 
die obige Uberlegung bestehen, also 

(p’) ||r|| ist die obere Grenze aller kr, also nach (p) gleich || (r)|). 

Von jetzt an schreibe ich also ||r|| statt. ||(r)||. Der Funktion r¢ R 
_entspricht nun eine Funktion / auf ¢ = €(A) (vgl. Vorrede zu Satz 2): 
i (x) = kr, wo k laut MF. II, Satz nebst Zusatz zu 2 gehért. 

(i’) f ist auf ¢ stetig. 

Denn jede Funktion r¢R kann durch elementare (d.h. nur endlich 
viele Werte annehmende) Funktionen aus R gleichmaSig approximiert werden, 
woraus sich nach (p) eine ahnliche Approximation fiir die zugehérige Funktion [ 


ergibt. Und fiir elementare r ergibt sich (i’) aus (i) und der Korrespondenz 
k—+h, (vgl. MF., 1 c.). 
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Aus (p) folgt weiter 
(j’) llr il = [Al] = supe |f|. 
Satz 2a. Es gilt dann und nur dann ||(R)|| c ||C||, wenn A separabel ist. 


Beweis. Liegt die Folge /7 = {x,} dicht in «, so gilt laut (j’): ||r|| = ||/'||, 
wo /’ die auf /7 erklarte partielle Funktion von / ist. Ferner ist die Zuordnung 
(r) — f’ homomorph und eineindeutig. Denn ist /’, also nach (i’) auch / identisch 
Nuil, so ist laut (n) und (j’) auch (r) = 0. Also 

(k’) setzt mana, = f (,), so ist (r) — {a,} eine die Inklusion ||(R)|| c ||C|| 
realisierende Zuordnung. 

Umgekehrt sei (r) — {a,} eine solche Zuordnung. Dann ist r — a,, (n fest) 
laut Satz la ein Charakter k: kr = a,; 2 = 2,, sei das laut MF. II, Satz nebst 
Zusatz zu k gehérige Primideal in A. Wiirden nun die Punkte 2, in « nicht 
dicht liegen, so gabe es eine: Menge o € €, o non € e, « = lo € 2, fiir alle n. 
r’ sei nun iiberall gleich r, nur auf o sei r gleich M > supr |r|, r’ € R. Dann ist 
nach (p’) (r’) + (r); denn |/r’|| = M. 

Um den gesuchten Widerspruch zu gewinnen, geniigt es also, kr’ = kr 
fiir x = a, (vgl. MF., |. c.) zu beweisen, also 7 = Ir’-1(j) non € 2,7 offen, 
kr € j. Man darf annehmen: M non € j. Dann ist 7 = ' -lr-1(j). Da nun 
keiner der Faktoren durch das Primideal 2 teilbar ist, so gilt dies auch von », 
w. z. b. w. 

Jetzt sei € der Ring aller Mengen von ganzen Zahlen, e das Ideal aller 
endlichen Mengen darin. Die meBbaren Funktionen sind also die beschrankten 
Zahlenfolgen und ||r|| = 0 besagt: r ist eine Nullfolge. 


Satz 3a. Man hat |\(R)|| non c ||C||. 


Beweis. Nach Satz 2a hat man zu zeigen: 

(I') A ist nicht separabel®). 

Zum Beweise darf man annehmen, € sei der Ring aller Mengen rationaler 
Zahlen. Zu jeder Irrationalzahl i wihlen wir eine rationale Folge (%), die + 
zustrebt. Dann ist immer | (i) von Null verschieden und die | (i) annullieren 
sich zu je zweien. Also gibt es in ¢ unabzihlbar viele zu je zweien fremde 
Bausteine | (t), so daB in « keine abzaihlbare Folge dicht liegt. 

P sei die Gesamtheit aller beschrinkten stetigen Verteilungen auf A. 


Zusatz. Man hat || P|| non c ||C|j. 
Beweis. Dies folgt aus Satz 2 nebst (I’). 


®) Vgl. Theorem IV meiner Abhandlung ,,On bicompact spaces‘, Publications de 
la Faculté des Sciences de l'Université Masaryk & Brno 270 (1939), S. 8. 


(Eingegangen am 6. 9. 1940.) 








(ber Ketten von Faktoroiden. 


Von 


O. Boruvka in Brinn. 


In den Vorlesungen iiber Gruppentheorie, die ich im Jahre 1938/39 
auf der Universitat in Briinn gehalten habe, war ich bestrebt, die all- 
gemeinen Satze der Gruppentheorie mit Hinblick auf ihre Abhiangigkeit 
von den einzelnen Gruppenaxiomen zu formulieren und zu beweisen. Das 
hat mich naturgemaéB zu systematischen Untersuchungen iiber Gruppoide 
gefiihrt. Unter einem Gruppoid verstehe ich den Inbegriff einer nicht 
leeren Menge G und einer Multiplikation in G. In dieser Arbeit erlaube 
ich mir einen Teil meiner Resultate darzustellen, und zwar die Theorie 
der Ketten von Faktoroiden. Der Begriff eines Faktoroides ist fiir die 
gesamte Gruppoidentheorie von grundlegender Bedeutung und stellt eine 
Verallgemeinerung des Begriffes einer Faktorgruppe dar. Ich erlaube mir 
auf seine Definition in Nr. 8 hinzuweisen. Die hier entwickelte Theorie 
der Ketten von Faktoroiden bildet eine weitgehende Verallgemeinerung der 
klassischen Theorie der Normalketten. 

Die Arbeit besteht aus drei Teilen. Im Teile I werden mengentheore- 
tische Grundlagen der Gruppoidentheorie entwickelt; der Teil II enthalt 
grundlegende Begriffe und Sitze der Gruppoidentheorie und der Teil III 
die Theorie der Ketten von Faktoroiden. 


I. Mengentheoretische Grundlagen der Gruppoidentheorie. 


1. Bezeichnungen. Mengen (Elemente in Mengen) bezeichnen wir in 
der Regel mit groBen (kleinen) lateinischen Buchstaben. Systeme von 
Mengen bezeichnen wir in der Regel mit Symbolen wie z. B. A, A und 
ihre einzelnen Elemente mit 4,4. # A bedeutet die Summe aller Mengen, 
die in A als Elemente vorkommen. 0 ist das Symbol fiir die leere Menge. 
Die auf zwei Mengen sich beziehenden Symbole y, A, q bedeuten ihre 
Summe, Differenz, Durchschnitt. Die Bedeutung von €, c, >, = und ¢, ¢, 
>, + diirfen wir wohl als bekannt voraussetzen. Wenn zwei Mengen 
einen nicht leeren Durchschnitt haben, so nennen wir sie inzident. 
Der Buchstabe G bedeutet die ganze Arbeit hindurch eine nicht leere 
Menge. 











42 O. Borivka. 


2. Zerlegungen in Mengen. Ein nicht leeres System A von nicht 
leeren paarweise fremden Untermengen in G nennen wir Zerlegung in G 
und im Falle sA = G@ Zerlegung von G oder auf G. Ist A eine Zerlegung 
in G und A eine Zerlegung von A, so ist das System A von Untermengen 
in G, von denen jede die Summe aller in demselben Elemente von A vor- 
kommenden Elemente von A ist, wieder eine Zerlegung in G. Wir sagen, 
A sei die durch A ernwungene Uberdeckung von A, kiirzer: eine Uberdeckung 
von A. 

Es seien A,C Zerlegungen in G. Die Menge aller nicht leeren Durch- 
schnitte eines jeden Elementes in A mit jedem Elemente in C heiBt die 
Durchdringung von A,C und wird mit 4 7 @ oder Crs A bezeichnet. Es 
ist s (4 7 C) =sAnsC. In ab licher Weise definieren wir die Durch- 
dringung einer nicht leeren Untermenge B <G und der Zerlegung A, und 
zwar als die Menge aller nicht leeren Durchschnitte von B mit den Ele- 
menten in A. Bezeichnung: Br A oder AB. 


Die Menge der Elemente ¢€0, die mit irgendeinem Elemente a ¢ 4 
inzident sind, nennen wir die Hiille der Zerlegung A in C und bezeichnen 
sie mit A c © oder © 3 A. Nach dieser Definition ist also A c 0 c C0 
und es gilt sAqs(4CC)=sAnesC. In ahnlicher Weise definieren 
wir die Hiille einer nicht leeren Untermenge B c G in der Zerlegung A, und 
zwar als die Menge aller Elemente a¢ A, die mit B inzident sind. Be- 
zeichnung: Bc A oder A 9 B. 

Es ist zweckmaBig, die Symbole Am C, Bn A, Ac C, BC A auch 
fiir den Fall zu definieren, wo ein oder beide Buchstaben in einem solchen 
Symbole die leere Menge 0 bedeuten, und zwar wieder als 0. 

Der Begriff der Durchdringung von zwei Zerlegungen hangt mit dem 
Begriffe der Durchdringung einer Untermenge und einer Zerlegung und 
ebenso der Begriff der Hiille einer Zerlegung in einer weiteren Zerlegung 
mit dem Begriffe der Hiille einer Untermenge in einer Zerlegung in folgender 
Weise zusammen: 


AnC=(sAnrQ)n(AnsO), ACC=sAcl. 

Wenn eine Untermenge B und eine Zerlegung A in @ gegeben sind, 
wobei Bf # A + 0, so ist dadurch einerseits die Zerlegung BOA von 
BosA und andererseits die nicht leere Untermenge Bc A in A ein- 
deutig bestimmt. 

Wir iiberlassen es dem Leser, die folgenden einfachen Beziehungen 


zwischen Durchdringungen und Hiillen zu beweisen. Dabei bedeuten A,€ 
Zerlegungen und B > D Untermengen in G. 
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‘1.1°BOA =(BNsA)n A 2 BCA=(BNsA)CA; 

‘2. 8(83 AC O)n A = 80; 

‘3. (DC A)OPB=Dc (AmB) (=Dc AB). Daraus folgt (fiir D = B) 

‘4. (BC A)OB =AnB; 

‘5. (BC A)OD = AnD. 

3. Zerlegungen auf Mengen. Wir werden nun insbesondere Zerlegungen 
auf G betrachten. Als Beispiele von solchen Zerlegungen fiihren wir an 
die aus dem einzigen Elemente {@} bestehende gréfte Zerlegung Grier von G 
und die kleinste Zerlegung Gmin von G; diese besteht aus den Untermengen {a}, 
wobei a € G. 

Es seien G,,G, Zerlegungen von G.. Wenn jedes Element in G, die 
Summe von einigen in G, vorkommenden Elementen ist, so nennen wir 
G,(G,) Uberdeckung (Verfeinerung) von G; (G,) und sagen, G, (G_) sei oder 
liege tiber (unter) G,(G,). Bezeichnung: G, => G. oder G, < G,. 

‘1. Wenn G, = G, gilt, so folgt aus a, €G,, a €G., a, Na +0 die 
Beziehung a, > @, und umgekehrt. 

Beweis. Ist G, = G. und 4, €G;, a €Ge, 4; Naz + 0, so ist a, die 
Summe von einigen in G: vorkommenden Elementen; unter diesen befindet sich 
das Element a, wegen @,(@: + 0 und weil die Elemente von G, paar- 
weise fremd sind. Folgt umgekehrt.aus a, €G,, ad €@:, a a, + 0 die 
Beziehung a; > Ge, so ist das Klement a, die Summe aller mit ihm inzidenten 
Elemente in G,. 

Wir bemerken, daB die oben definierte Beziehung = zwischen Zer- 
legungen von G reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist, also in jedem 
nicht leeren Systeme von Zerlegungen von G eine partielle Ordnung be- 
stimmt. Wegen Gnaz = G; = Gmin hat das durch diese Beziehung = teil- 
weise geordnete System aller Zerlegungen von G das groBte Element Gaz 
und das kleinste Element G,,;,,. 

Wir betrachten nun ein nicht leeres System (X) von Zerlegungen 
von G. Wenn fiir eine Zerlegung G von G die Beziehung G>XG<) 
besteht, und zwar fiir jede Zerlegung X €(X}, so nennen wir G Uber- 
deckung (Verfeinerung) von (X) oder gemeinsame Uberdeckung ( Verfeinerung) 
von Zerlegungen in (X) und sagen, G sei oder liege iiber (unter) (X). Eine 
Uberdeckung von (X) heiBt grifte (kleinste) Uberdeckung von (X), wenn 
sie iiber (unter) jeder Uberdeckung von (X) liegt; eine Verfeinerung von (X) 
heiBt gréfte (kleinste) Verfeinerung von (X), wenn sie iiber (unter) jeder 
Verfeinerung von (X) liegt. Offenbar ist Gye: die einzige gréBte Uber- 
deckung und Ga, die einzige kleinste Verfeinerung von (X). 
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2. Es gibt genau eine kleinste Uberdeckung von (X). Dieselbe ist durch 
die im Teile a) des folgenden Beweises gegebene Konstruktion bestimmt. 

Beweis. a) Es sei Gy € (X) und a, 6,€G). Eine geordnete endliche 
Menge von Elementen in G, 

{a,, -.-, Ba} 

nennen wir Kette in (X) von Go nach by, wenn @, = G, @, = by und wenn 
je zwei einander folgende Elemente in der Menge mit einem und dem- 
selben Elemente einer geeigneten Zerlegung X € (X) inzident sind. Die 
fiir je zwei Elemente Gp, by in G durch die Existenz einer Kette in (X) 
von @ nach hy definierte Beziehung ‘st offenbar reflexiv, symmetrisch 
und transitiv. Es gibt also eine Zerlegung G) von Go, so daB fiir je zwei 
in demselben Element in G, liegenden Elemente von Gy eine Kette in (X) 
von dem einen nach dem anderen existiert, wahrend es keine solche Kette 
gibt fiir zwei Elemente in G,, die in verschiedenen Elementen von 6 liegen. 
Die durch G, erzwungene Uberdeckung 0 von Gp ist die kleinste Uber- 
deckung von (X). 

b) U ist eine Uberdeckung von (X). Zum Beweise betrachten wir 
eine Zerlegung X € (X) von G und zwei inzidente Elemente u ¢ U, @E , 4 
Nach J geniigt es zu zeigen, daB uw > z ist. Nun gibt es aber nach der 
Definition von u und wegen uN Z + 0 ein a €G,, so daB & > Gp, 4gNF +0. 
Wir wihlen ein z € Z und betrachten das durch die Beziehung z € bo. be- 
stimmte Element by ¢G). Offenbar ist {@, bo} eine Kette in (X) von a 
nach bo. Die Elemente Ge, bo von Gp sind also in demselben Elemente 
von é, enthalten; also ist % > bo. Daraus folgt x €¢& und weiter u > =. 

c) O ist eine kleinste Uberdeckung von (XJ. Zum Beweise betrachten 
wir eine Uberdeckung G von (X) und zwei inzidente Elemente a¢G, 
weU. Nach ‘1 haben wir zu zeigen, daB a > w ist. Nun ist aber a die 
Summe von einigen Elementen in G, und desgleichen % Daraus folgt 
wegen af u + 0 die Existenz eines Elementes @ €G,, wobei a cant. 
Es sei bp €Gp, bp cu. Es gibt eine Kette in (X) von a nach by 


fay; ..., aa}, (@; = G, @, = bo) 


und nach der Voraussetzung besteht die Beziehung 4, a. Wir nehmen 
an, da8 fiir ein (1 S) 8 (S « —1) auch die weiteren Beziehungen a), ..., a, 
¢@ bestehen. Dann gibt es in einer geeigneten Zerlegung X < (X) von & 
ein mit a,, ;,, inzidentes Element 2. Wegen a, c a ist na+0 und 
aus X < G folgt z ca. Also ist 4,,,9@ + 0, und aus Gy < G@ folgern 
wir @,,, Ca. Somit haben wir a4, c a4 und daher auch u Cc a bewiesen. 
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d) U ist die einzige kleinste Uberdeckung von (X). Denn ist auch 
eine kleinste UWberdeckung von (X), so gelten die Beziehungen G=U, 0= 
woraus wegen der Antisymmetrie der Beziehung = folgt G = U. 

3. Es gibt genau eine gripte Verfeinerung von (X). Dieselbe ist durch 
die im Teile a) des folgenden Beweises gegebene Konstruktion bestimmt. 

Beweis. a) Es seia,b¢€G. Wir sagen, daB sich a mit 5 verbinden 
laBt, wenn a in demselben Elemente von jeder Zerlegung X € (X) von G 
wie 5 liegt. Die fiir je zwei Elemente a, b ¢G definierte Beziehung, daB 
sich a mit 6 verbinden Ja6t, ist offenbar reflexiv, symmetrisch und tran- 
sitiv. Es gibt also eine Zerlegung V von G, so daB sich zwei Elemente 
in G dann und nur dann verbinden lassen, wenn sie in demselben Elemente 
von V liegen. JV ist die gréBte Verfeinerung von (X). 

b) V ist eine Verfeinerung von (X). Zum Beweise betrachten wir eine 
Zerlegung X € (X) von G und zwei inzidente Elemente « € V, z¢ X. Nach'1 
geniigt es zu zeigen, daB z > 0 ist. Wegen 09 ¢ + 0 gibt es eina €0N & 
und nach der Definition von V la8t sich a mit jedem 6 <0 verbinden. Es 
ist also 6 € x, und daraus folgt z > 9. 

c) V ist eine gréBte Verfeinerung von (X). Zum Beweise betrachten 
wir eine Verfeinerung G von (X) und zwei inzidente Elemente v¢ V, acG. 
Wieder geniigt es, die Beziehung 0 > a zu beweisen. Wegen »na +0 
gibt es ein acvna. Es sei X ¢(X), z¢€X,a€z. Da G eine Ver- 
feinerung von (X) ist, so haben wir ac Zz. Also la8t sich a mit jedem 
5 €a@ verbinden, und daraus folgt v > a. 

d) V ist die einzige gréBte Verfeinerung von (X). Der Beweis ist 
ahnlich wie in 24). 

Nach den Satzen 2, 3 bildet das durch die Bezie ung = teilweise 
geordnete System aller Zerlegungen von @ einen vollstindigen Verband 
(complete lattice). Wie wir schon erwaihnt haben, hat dieser vollstaindige 
Verband das gréBte Element G,,,, und das kleinste Gy»jn - 

Wir beweisen noch den folgenden Satz betreffend die kleinste gemein- 
same Uberdeckung U von zwei Zerlegungen G,,G, von G. 

4. Aus a, €G,, dy € Ge, 8 (a, C G2) = 8 (a, C G,) (=u) folgt ucU. 

Beweis. Nach der Definition von @ ist w= 2,6, = 2» bo, wobei 
sich Z, (2_) auf die mit ds (a,) inzidenten Elemente 5, cGy (by € G.) be- 
zieht. Da jedes Element von 4; (a2) in einem Elemente von G. (G;) liegt, 
so ist 4, @: Cu. Also ist a, (@2) eines der Elemente 6, (b,) und ist daher 
mit Gg (@;) inzident. Fiir 6, € G,, b; c & stellt also {a,, b} eine Kette in 
'G,, G.} von @, nach 6, dar. Wir haben nur noch zu zeigen, daB es fiir 
5, €G,, b, ¢ & keine Kette in {G,,G,} von a, nach 6, gibt. Gibt es eine 


Aa 
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solche Kette {@, = G,0, G4, .-., Gre = 5;}, 80 gilt fiir ein geeignetes 
(0 S)f8(Sa —1):4,, Cc 4,a,,,,¢u. Nach der Definition einer Kette 
gibt es ein mit @,, und 4, ,,, inzidentes Element b, €G,. Aus @,,.c u 
und 6. M a), + 0 folgt b, Cc u, und wegen b, M a1,¢41 + O ist 241 Cu. 

4. Verkniipfte Zerlegungen. Es seien A, C Zerlegungen in G. Wir 
nennen die Zerlegungen 4, C verkniipft und sagen, daB A (C) mit C(A) 
verkniipft ist, wenn es zu jedem Elemente a ¢A genau ein mit ihm inzi- 
dentes Element ¢ ¢ C gibt und umgekehrt zu jedem Elemente ¢ € C genau 
ein mit ihm inzidentes Element a ¢ A. 

Wir werden nun voraussetzen, daB A = Oc A, C=ACC. Daraus 
folgt s AN sC + 0. 

‘1. Die A, C sind verkniipft, wenn und nur wenn AnsC = CrsA&d ist. 

Beweis. a) Die A,C seien verkniipft. Man betrachte z. B. ein 
Element a ¢ AmesC, so daB a’ =aNnsC gilt, wobei a ein geeignetes 
Element in A bedeutet. Nach der Voraussetzung gibt es genau ein mit @ 
inzidentes Element ¢ ¢ C und @ ist das einzige mit @ inzidente Element 
in A. Es ist also a’ = ane =tNsd cCreA. 

b) Es sei AC = CreA. Wir haben vorausgesetzt A = Cc A, 
d.h. daB jedes Element in A mit wenigstens einem Element in 0 
inzident ist. Ist ein Element a<A mit %, @€C inzident, so ist 
aN(@ V&)caNsC cCrnsA und es gibt ein Element cc C, fir das 
die Beziehung 41 (@, Vv @)c #ANé besteht. Daraus folgt, da die 
Elemente in C paarweise fremd sind, ¢, = & = ¢. 

, Wir betrachten nun eine gemeinsame Uberdeckung B der beiden Zer- 
legungen Ar: sC, CmsA der Menge sA 1 s8C und definieren die Zer- 
legung A (C) von A (C) in folgender Weise: Jedes Element in A (C) ist 
die Menge aller Elemente in A(C), die mit demselben Elemente in B in- 
zident sind. Es sei A (C) die durch A (C) erzwungene Uberdeckung von 
A (6); es ist also Sa €A (LEC), wenn und nur wenn T(4NsC) cB 
(2 (€M # A) € B) gilt. 

‘2. Die A, C sind verkniipft und es git ANC = B. 

Beweis. Aus A = CT A folgt A = Cc A und ahnlich C = ACC. 
Es geniigt zu zeigen, daB 


(1) AnsG=Crsd=B 


gilt. Denn zu jedem a’ €Ars€@ gibt es ein 4 ¢ A, so daB a’ = aNaC 
= 4M £6, wobei sich Z auf alle in C vorkommenden Elemente @ bezieht. 
Ist (1) erfiillt, so sind nach ‘J die A, C verkniipft, und daher gibt es ein 
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einziges mit @ inzidentes Element ¢ ¢ C. Also ist a’ =aNé € A7C. Daraus 
folgt An sG c ANC und ahnlich > und daher AnsG = ANC. Es 
sei also (£,4)N sC ¢ Ans, wobei 5,4€A. Wir haben (2,4a)N8C 
= 2, (4 #C) ¢ B. Da B zugleich eine Uberdeckung der Zerlegung CsA 
von 8A 1 80 ist, so ist Z,(@M aC) = 5,(¢ 8A), wobei diez in 0 
sind. Daraus folgt £,¢¢€C, also 2,(¢ 8A) = (2,0)N8d4e OneA. 
Also ist (2, a)N sC ECnsA. 

5. Adjungierte Zerlegungen. Wir betrachten Zerlegungen A, C in G 
und setzen voraus, daB B € A, D ¢ C, wobei BN D + 0. Wirsetzen A = # A, 
C=asC. Aus der Voraussetzung By D + 0 folgt BEDC A, DEBCO 
und wegen BCA, DCC ist O+ BONDCBNHC, DOA. Also sind 


(1) Dc And, BCCnA 


Zerlegungen in G. Wenn fiir diese Zerlegungen die folgende Gleichheit 
besteht 


(2) a(DC AnC)= 8(BC Cn A), 


so sagen wir, daB die Zerlegungen A, C in bezug auf B, D adjungiert sind, 
oder, daB die Zerlegung A (C) zur C(A) in bezug auf B, D adjungiert ist. 
Aus 2°] 2° folgt, daB man eine dquivalente Definition erhalt, wenn man 
die Symbole (1) durch 


(1’) (DN A)C (AMC), (BNC)C (En A) 
ersetzt, wenfi also die folgende Gleichheit gilt: 
(2") a((DN A)c (AnC)) = 8((BNC)c (Cc A)). 


Die Gleichheit (2) besteht z. B. dann, wenn A die gréBte oder die kleinste 
Zerlegung von A ist. 


Wir setzen nun voraus, daB A,O in bezug auf B, D adjungiert sind. 
Dann sind 
A, =CcA, C,=Acé, 
A, = DC A, C.=Bce 
Zerlegungen in G. Wir setzen A; = 8 Aj, usw., und erhalten die folgenden 
Beziehungen: 
A > A, > A, > {By, C > C, > OC, > {D}, 
A»4,>A4,> B, C2C,2C,2> D. 
1. Es gibt verkniipfte Uberdeckungen A, C von A,, O;, wobei A, € A, 


C, €C gilt. Dieselben sind durch die im Teile a) des folgenden Beweises 
gegebene Konstruktion bestimmt. Die Mengen Az, C, sind inzident. 
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Beweis. a) Jedes Element in A, (C;) ist in A (C) enthalten und ist 
mit C (A), also auch mit einem mit A (C) inzidenten Elemente in ( (A) 
inzident;. dieses Element in C€ (A) ist also in C, (A;). Es ist also 


A, = C,C A, C, = 4, CC. 
Weiter ist nach 2.5 2 
A,o€, = 4,7C = AnC, 
C,74,=C,7A=COA, 
so daB 4,70,, C,n A, Zerlegungen auf ANC sind. Wir bezeichnen 
mit U ihre kleinste gemeinsame Uberdeckung. Nach 4°2 gibt es verkniipfte 
Uberdeckungen A, C von A,, C;, fir die An C = O gilt. Jedes Element 


in A (C) ist die Summe aller mit demselben Elemente in U inzidenten 
Elemente in A, (C,). A, C sind die erwahnten Uberdeckungen. 


b) Es ist A,¢ A, C,¢C. In der Tat, aus den Beziehungen B¢ A, 

De€C folgt 
CN BECHA, AND¢eAnC 
und da die A, C in bezug auf B, D adjungiert sind, so gilt (2’). Es gilt 
also nach 3 4 
ac U, 

wobei u die beiderseits in (2°) stehende Mehge bedeutet. Die einzelnen 
Elemente in A (C) sind die Summen aller je mit einem Elemente in U in- 
zidenten Elemente in A, (C,). Zur Feststellung der Beziehung A, ¢€ 4 


(C, €C) geniigt es also zu beweisen, daB A,(C,) die Summie aller mit u 
inzidenten Elemente in A, (C,) ist. Nun ist aber 


ua@=a(DC AC) = #(4,0C) = ANC. 


Ein Element in A, ist zugleich in A enthalten und ist inzident mit C; es 
ist in gleicher Zeit in A,, wenn und nur wenn es sogar mit D, also auch 
mit 4, C = wu inzident ist. Es sind also mit u genau diejenigen Elemente 


in A, inzident, die in A, enthalten sind; ihre Summe ist also As. Ahnlich 
folgt aus den Gleichungen 


ua = s(BC Cr A) = 8(C,7 A) = C2NA, 


daB die Summe der mit @ inzidenten Elemente in C, die Menge Cy ist. 


c) Aus 0+ BON Dc Az Cz folgt Ag nC, + 0. 
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II. Grandbegriffe der Gruppoidentheorie. 


6. Gruppoide. Wir bezeichnen nach wie vor mit @ eine nicht leere 
Menge. Den Inbegriff von G und einer Multiplikation Pf in G nennen wir 
Gruppoid'). G (M) ist das Feld (die Multiplikation) des Gruppoides. 
Gruppoide bezeichnen wir in der Regel mit denselben jedoch deutschen 
Buchstaben wie ihre Felder, z. B. G, und iibertragen auf dieselben die fiir 
ihre Felder definierten mengentheoretischen Begriffe und Symbole. Wir 
sprechen also z. B. von Elementen, Untermengen, Zerlegungen in bzw. auf 
Gruppoiden und schreiben a ¢ G, A c G, usw. Das Produkt von a und 8, 
wobei a,6€G, bezeichnen wir mit a.b oder kiirzer mit abd. Es ist zu 
beachten, da8 im allgemeinen iiber die Multiplikation keine zusitzlichen 
Voraussetzungen (wie etwa die Giiltigkeit des Assoziativgesetzes usw.) ge- 
macht werden. 


Die folgenden Grundbegriffe der Gruppoidentheorie diirfen wir wohl 
als bekannt voraussetzen: 


1) Den Begriff des Produktes AB einer Untermenge A c & und einer 
weiteren Untermenge Bc G. Ist einer der beiden Faktoren A, B leer, so 
wollen wir unter dem Symbole AB die leere Menge verstehen. 


2) Den Begriff eines Untergruppoides U% in 6 und eines Obergruppoides 
© iiber MU. Bezeichnung: Ac G6, G>U. Wenn Ac G, A+ G, so nennen 
wir YU echtes Untergruppoid in G, und dhnlich definieren wir ein echtes 
Obergruppoid. Fiir jedes Uc G besteht die Beziehung AA c 4A; gilt um- 
gekehrt diese Beziehung fiir eine nicht leere Untermenge A c 6, s0 bildet 
dieselbe samt der durch @M bestimmten Multiplikation in A ein Unter- 
gruppoid in 6. 

3) Der Begriff des Durchschnittes und der Vereinigung von zwei Unter- 
gruppoiden U,B. Bezeichnungen: A108, AUB. 


Im folgenden bedeutet © = (G, M) ein Gruppoid. 


7. Erzeugende Zerlegungen in Gruppoiden. Eine Zerlegung A in © 
nennen wir erzeugende Zerlegung in G, wenn es zu jedem geordneten Paare 
a,b von Elementen in A ein Element ¢ ¢ 4 gibt, so daB die folgende Be- 
ziehung besteht: abc ¢. Als Beispiel von erzeugenden Zerlegungen in © 
fiihren wir die beiden extremen Zerlegungen Gar, Gmin YOu & an. 


1) Der Name ,,Gruppoid“ fiir diesen Begriff findet sich in der Arbeit B. A. Haus- 
mann and Oystein Ore: Theory of quasigroups (Amer. J. Math., Vol. LIX, 1937). 
Im engeren Sinne kommt er vor bei Garrett Birkhoff: Rings of sets (Duke Math. J., 
Vol. 3, 1937, p. 444). Siehe auch H. Brandt: Uber eine Verallgemeinerung des 
Gruppenbegriffes (Math. Annalen, Bd. 96, 1927). 


Mathematische Annalen. 118. 4 
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Es seien A,C erzeugende Zerlegungen in 6. 
1. Es ists A.8 Ac8A. 


Denn fiir a;b€sA gibt es Elemente 4,b,¢¢A, so daB die Be- 
ziehungen a €a, 6 €b, @2bcé bestehen. Also ist abcabcéceA. 

Nach diesem Satze ist der Inbegriff der Untermenge sA und der 
durch $M bestimmten Multiplikation in s A ein Untergruppoid in 6. 


2. Wenn sAN aC +0 ist, so sind ANC und ACC erzeugende Zer- 
legungen in ©. 

Beweis. Unter der obigen Voraussetzung sind AmC.und ACC 
Zerlegungen in G. a) Wir betrachten zwei Elemente =, ycA mC. Nach 
der Definition von-4 nC gibt es Elemente 4), a, € A; t1,0€C, so daB 
Z=4N%, y= aN. Da A(C) eine erzeugende Zerlegung ist, so 
gibt es ein a¢A(éceC), so daB a,a,ca(é,&cze). Nun ist aber 
BY CHENG &CaNtECANC. b) Wegen ACC =8AC CO geniigt es 
zu beweisen, dab s AC C erzeugend ist. Es seien G,¢,€8AC C. Dal 
erzeugend ist, so gibt es ein @€C, so daB G%cé Wir wahlen ein 
zésANe und ein yesANG. Es ist zycsdA.#ANt,ecsAne, 
woraus s 4 @ + O folgt. Also ist ¢csAc C. 

Wir setzen nun A = CC. A,C = ACC voraus und betrachten eine gemein- 
same Uberdeckung B der beiden auf der Menge s AM 8C liegenden Zer- 
legungen 47 8C, C-sA und definieren die Uherdeckungen A, C von A,C 
in derselben Weise wie in 4 ‘2. 


3. Wenn B erzeugend ist, so sind es auch A,C. 

Beweis. Es sei £,4,, 2,a,¢A; also sind die @,,a, Elemente in A 
und 5, (4,9 8C), Z:(@MsC) sind Elemente in B. Da A erzeugend ist, 
so gibt es zu jedem Produkte a, 4a, ein @,,¢€ A, so daB a, a, C G2, woraus 
(4, 8C) (a, 8C)ca.NsC folgt. Da B erzeugend ist, so gibt es ein 
23 (a, Ne C) € B, 80 daB £5, (@, 9 8C) 5, (a@,8C) = 5,2, (4,N8C) (@,08C) 
c Z3(@ 8) ist. Dabei sind die @, Elemente in A und 3,4,¢A. Fir 
jedes a, (@,), auf das sich 2, (22) bezieht, haben wir also die Beziehung 
(a, 8) (aN eC) c(&,~NsC)NZ,(@,NsC). Die 4.80, as sind 
aber Elemente in der Zerlegung Ar sC von sAfsC. Also gilt fir ein 
geeignetes hinter dem Zeichen £; stehendes a, die Beziehung 4,2! sC. 
= a, 8C, woraus G,,. = @, folgt. Wir haben also schlieBlich 2, a, 2, a: 
c 2,224. c £34,€A, womit der Satz bewiesen ist. 


Es sei nun (X) ein nicht leeres System von erzeugenden Zerlegungen 
von ©. 
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4. Die kleinste Uberdeckung U von (X) ist erzeugend. 

Beweis. Es sei u,o¢U. Wir haben zu zeigen. daB es ein weU 
gibt, so daB wv cw. Wir betrachten eine Zerlegung G)€(X) von G und 
beliebige Elemente dp, bo € Go; a Cu, bbc Da Go erzeugend ist, so gibt 
es ein &€Go, 80 daB dob) C %. Wir bezeichnen mit w dasjenige Element 
in U, fiir welches ¢ cw gilt. 

Es sei a,, bg € Go. a, Cc %, bs cv. Es gibt ein t, € Go, fiir welches die 
Beziehung 4,6; ¢, besteht, und wir haben zu zeigen, dab ¢,c w gilt. 
Nach der Konstruktion von U gibt es eine Kette in (X) von a nach a! 
{ao,...,4@,} und eine Kette in (X) von bo nach b;: {bo, . . .y dg}. Wir kénnen 
8 =a voraussetzen, denn z. B. im Falle 6 < « geniigt es, zu der zweiten 
Kette « — gleiche Elemente 6, zuzufiigen, um diese Voraussetzung zu 
erfiillen. Nun gibt es Elemente Cp... ., Cz. €Go, so daB fiir 1=0,...,4 
die Beziehungen @2,, > @, by. G2u +12 Gu+ 1 Oy (Cra+1 = Gar = 0, Cog = c,) 
bestehen, und es geniigt offenbar zu beweisen, da {¢,..., ¢2«} eine Kette 
in (X) von @ nach @, ist. Zu diesem Zwecke werden wir zeigen, daB zu 
je zwei einander folgenden Elementen ¢,, ¢,,1 (v = 0,...,2a«— 1) ein mit 
beiden inzidentes Element in einer geeigneten Zerlegung G €(X) von G 
existiert. Es sei z.B. »v = 2 eine gerade Zahl. Nach der Voraussetzung 
gibt es in einer geeigneten Zerlegung G <(X) ein mit @,,@.,.1 inzidentes 
Element z; es existieren also a’, b' €G, so daB a’ €a, Nx, b' €4a,.,N7Z. 
Wir wihlen ein a” €b,. Dann gibt es ein yé G. so daB a” € 5, N y. Da 
G@ erzeugend ist, so gibt es ein 2€G, fiir welches 7 C2 gilt. Nun haben 
wir a’ a’ CxyNa, b, c ZN, und desgleichen b’ a” € 7 YN Gu + 15, C2NGa1, 
woraus folgt. daB a’ a’’ (b’a’’) sowohl in z als auch in ¢, (¢, 4 1) enthalten ist. 

‘5. Die gropte Verfeinerung V von (X) ist ebenfalls eine erzeugende. 

Beweis. Es sei u,o€V. Wir haben zu zeigen, daB es ein w € V gibt, 
so daB uvcw. Wir betrachten beliebige Elemente a€u, 6 €v von G@ und 
bezeichnen mit w dasjenige Element in V, welches ab enthilt. Weiter be- 
trachten wir beliebige Elemente c¢u, y€v in G; a (b) laBt sich also mit 
a (y) verbinden. Offenbar geniigt es zu zeigen, daB ab sich mit zy ver- 
binden laBt. Es sei also Ge(X), ¢¢G, abee. Wir haben zu zeigen, dab 
zy € &. “Wir bezeichnen mit a (b) dasjenige Element in G, welches a (6) 
enthalt. Nach der Voraussetzung haben wir z€a, yc, also zy € ab. Da 
G erzeugend ist, so gibt es ein c’ ¢ G, fiir welches abc gilt. Nun ist 
aber ab €¢NabCceEN~, woraus c = @ folgt. Also ist zy Ee. 

Nach den beiden letzten Siatzen ist die durch die Beziehung = teil- 
weise geordnete Menge aller erzeugenden Zerlegungen von © ein voll- 

4* 
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stiindiger Verband. Da die G,,., und G,,,, erzeugende Zerlegungen von © 
sind, so ‘hat dieser vollstaindige Verband das gréBte Element G,,,, und das 
kleinste G min. 


8. Faktoroide. Es sei A eine erzeugende Zerlegung in ©. Wir defi- 
nieren eine Multiplikation PV in A in folgender Weise: Fiir a,b¢ A ist das 
Produkt von a.und 6 dasjenige Element c ¢ A, fiir welches abce gilt. Das 
Gruppoid Y= (A, N) nennen wir Faktoroid in © und im Falle, daB A 
auf @ liegt, Faktoroid von G oder auf G. Wir schreiben @-6 = @ und 
haben daher @6c a-b€4%. Durch A ist also das entsprechende Faktoroid U 
eindeutig bestimmt. Das Untergruppoid in ©, dessen Feld $A ist, be- 
zeichnen wir mit s%. Enthalt % das Feld B eines Untergruppoides 8 c © 
als Element, so sagen wir, & enthalte das Untergruppoid 8 als Elenient 
und schreiben BEY oder A3B. Als Beispiele von Faktoroiden in G 
fihren wir an das gréBte Faktoroid G,, und das kleinste Faktoroid 
Gis, von 6. 

Es seien &,€ Faktoroide in 6. Entsprechend dem Satze 7 2 kénnen 
wir im Falle sAN#C +0 die Begriffe der Durchdringung von Y% und € 
und der Hiille von U in € definieren; Bezeichnungen: Am C oder CHF 
und MC € oder € 1 HW. Ebenso offenbar sind die Begriffe der Durch- 
dringung BOU oder ANB von A mit einem Untergruppoid Bc G und 
der Hiille 8 C Y oder A 3B von B in A und die Begriffe von verkniipften 
und adjungierten Faktoroiden. 

Es seien &3%, € 3D adjungierte Faktoroide in bezug auf B,D. Wir 
setzen % = #%, usw. Dann sind nach 7 2 


Y= €c 4H, €,= Ac, 
%=DcU% €=Bc€ 
Faktoroide in ©. 

Aus 6 J (mit Beniitzung von 7 2 °4°3) folgt der folgende Satz: 

‘1. Es gibt verkniipjte Uberdeckungen UC von U,,€,, so dap UA, €A, 
€. €€; dieselben sind durch die in 5 ‘i a) gegebene Konstruktion bestimmt. 
Die Untergruppoide U2, C2 sind inzident. 

Wir betrachten nun Faktoroide auf G: 

Es seien ©,, 6. Faktoroide auf ©. Wir schreiben 6, > 6, oder 
6. < G,, wenn fiir die Felder G,,@. von ©, G, die Beziehung G, = G, 


IV 


besteht; in diesem Falle nennen wir 6, (G_) Uberdeckung (Verfeinerung) 
von ©_(G,) und sagen, das Faktoroid G, (Gs) sei oder liege auf 6, (G,). 
Gnar (Ge) ist die gréBte (kleinste) Uberdeckung von G; 6, (Gi) ist die 
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groBte (kleinste) Verfeinerung von 6. Durch jede Uberdeckung G, von 
, ist eine (und zwar die Uberdeckung ©, erzwingende) Zerlegung G. von 
G, eindeutig bestimmt. Umgekehrt erzwingt jede Zerlegung 6, von 6, 
eine bestimmte Uberdeckung G, der erzeugenden Zerlegung G. von 6. 
Wenn G, erzeugend ist, so ist das Faktoroid G,, dessen Feld G, ist, die 
durch G, erzwungene Uberdeckung von 6». Wann dieser Fall eintritt, 
dariiber belehrt der folgende Satz. 


2. Es sei G_ ein Faktoroid auf © wnd G, die durch eine Zerlegung G, 
von G2 erzwungene Uberdeckung der erzeugenden Zerlegung G,. Die Zer- 
legung G, ist dann und nur dann erzeugend, wenn dieses fiir die Zerlegung 
G. der Fall isi. 

Beweis. a) Wir setzen voraus, daB 6G, erzeugend ist. Es sei 
a, 6,€G,. Wir haben zu zeigen, daB es ein ¢ €G@1i gibt, so daB 
@, b,c @&. Nun ist aber a, = LG, b; = Lbs, wobei sich die erste (zweite) 
Summe auf alle in demselben Elemente @ (b,) von Go liegenden Elemente 
von G, bezieht. Da 6, erzeugend ist, so gibt es ein cp €G@, so dad 
Ge - be C Fe gilt. Wir bezeichnen mit ¢, die Summe der in % liegenden 
Elemente von G, und haben @,€G,- Offenbar gilt fiir jedes Gs (be), auf 
welches sich die erste (zweite) Summe bezieht: @:-b: € G-b, Ct. Also 
ist 4,6, = 5 Sab, co LLA-bh G. 

b) Wir setzen nun voraus, da8 G, erzeugend ist, und behalten die Be- 
deutung fiir a, b,; G, be; Gz; by. Da Gi erzeugend ist, so gibt es ein 2, € Gy, 
fiir welches a,b, c @, gilt. Nach der Definition von G: gibt es Elemente 
@ €G, so daB t = Ze ¢,, und die Menge dieser Elemente ist ein Element 
& €G,. Fir G¢ &, b, € b, haben wir a,b, und daher gibt es ein 
: €&, so daB a,b, ct. Daraus. folgt a-b, = @€G und schlieBlich 
dy - by C ep. 

Es sei © ein Faktoroid auf ©. Nach dem Satze 2 ist jede Uber- 
deckung von © durch eine erzeugende Zerlegung G von & erzwungen. 
Wir sagen auch, daB die Uberdeckung durch das entsprechende Faktoroid 6 
von © erzwungen ist. Offenbar ist die gréBte (kleinste) Uberdeckung 
von & durch das gréBte (kleinste) Faktoroid von © erzwungen. 

Wir setzen nun voraus, da8 6 ein Untergruppoid 6, c G als Element 
enthalt und bezeichnen mit 6 eine Uberdeckung von 6. 

‘3. Es gibt gen-u ein durch die Beziehungen ©3 G2 > G, bestimmtes 
Untergruppoid G: in G. Das Faktoroid G27 & ist ein Untergruppoid in G: 

Beweis. Offenbar gibt es héchstens ein solches Untergruppoid G,. Wir 
betrachten das die Uberdeckung 6 erzwingende Faktoroid 6 von G. Das 
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Feld G, von ©, ist in einem Elemente @ von 6 als Element enthalten 
und aus G,G, CG, folgt @-@ ca. Wir bezeichnen mit 6, das Unter- 
gruppoid in G, dessen Feld @ ist, und setzen _ == s Ge. Offenbar hat 
das Untergruppoid ©, die obigen Eigenschaften. 


9. Relativ einfache und einfache Gruppoide. Es sei a¢ G. Wenn 
jedes Faktoroid von 6 entweder G,,,, ist oder die aus dem einzigen Ele- 
mente a bestehende Menge {a} als Element enthilt, so nennen wir © ein- 
fac’. in bezug auf a. Wenn © in bezug auf eines seiner Elemente einfach 
ist, so sagen wir, & sei relativ einfach. Wenn & in bezug auf jedes seiner 
E‘emente einfach ist, so nennen wir es einfach. 

Wenn © einfach ist. so sind 6 
von © und umgekehrt. 

Beweis. Aus der Definition folgt, da8 G einfach ist, wenn G,,,, und 
G,,n die einzigen Faktoroide von © sind. Wir setzen also voraus, daB 
© einfach ist, und betrachten ein Faktoroid 6 von G. Wenn G + 6,,,, 
ist, so enthilt © fiir jedes a€G die aus dem einzigen Elemente a be- 
rtehende Menge {a} als Element, -woraus © = 6,,,, folgt. 

Wir betrachten nun relativ einfache und einfache Faktoroide. 

Es sei 6 ein Faktoroid von © und es sei 6, € 6. Wenn & in bezug 
auf das Element G,. das Feld von 6,. einfach ist, so sagen wir auch, 6 sei 
einfach in bezug auf Gy. 


naz Und G,,,, die einzigen Vaktoroide 


2. Dann und nur dann, wenn © in bezug auf G, einfach ist, ist jede 
Uberdeckung von © eniweder G,,,, oder sie enthdlt G, als Element. 

Beweis. a) © sei einfach in bezug auf ,. Wir betrachten eine 
Uberdeckung 6 von G und das diese Uberdeckung erzwingende Faktoroid 
G von G. Da 6G in bezug auf 6, einfach ist, so ist G entweder das 
groBte Faktoroid von © oder es enthilt die aus dem Felde G, von 6, 
bestehende Menge als Element. Im ersten Falle ist © das gréBte Faktoroid 
von ©, im zweiten ist 6 3 G,. 

b) G sei nicht einfach in bezug auf G,. Dann gibt es ein Faktoroid 
G von G,. das weder das groBte Faktoroid von 6 ist, noch die Menge G, 
uls Element enthilt. Es sei @¢6, G,¢@. Dann ist G, echt in s@ und 
xa ist echt inG. Die durch 6 erzwungene Uberdeckung 6 von © enthilt 
x@ als Element.. Also ist © weder das gréBte Faktoroid von 6, noch 
enthalt es 6, als Element. 

Ahnlich beweist man den folgenden Satz: 

3. Dann und nur dann, wenn © einfach ist, ist jede Uberdeckung von 
© entweder G,,,, oder das Faktoroid © selbst. 

10. Die Isomorphiesitze. Den Begriff der. homomorphen Abbildung 
eines Gruppoides 6 in und auf ein Gruppoid 6* diirfen wir wohl als be- 
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kannt voraussetzen. Kine homomorphe Abbildung von © auf 6* heiBt 
auch Homomorphismus. Insbesondere setzen wir auch den Begriff einer 
isomorphen Abbildung (Isomorphismus) als bekannt voraus. Ein wichtiges 
Beispiel eines Homomorphismus ist folgendes: Die Abbildung von © auf 
ein Faktoroid 6 von G, in der jedes Element a€G auf das dieses Ele- 
ment a enthaltende Element a ¢ @ abgebildet wird. Ein wichtiges Beispiel 
eines Isomorphismus ist folgendes: Ist © ein Faktoroid von G und 6 die 
durch ein Faktoroid 6 von G erzwungene Uberdeckung von 6, so ist die 
Abbildung von © auf G, in der jedes Element @€ © auf die Summe 
a <@ der in@ liegenden Elemente a € G abgebildet wird, ein Isomorphismus. 

Es sei d eine homomorphe Abbildung von 6 in G*. Fir a¢G 
(0 + Ac G) bezeichnen wir mit da (dA) das Bild von a (die Menge der 
Bilder der Elemente in A) in d. Ist A = {a,b,...} eine Zerlegung in 6, 
so bedeutet dA die Zerlegung {da, db, ...| in G*. Ist also d ein Homo- 
morphismus und A eine Zerlegung auf G, so ist dA eine Zerlegung auf 6*. 

Ist A eine erzeugende Zerlegung, so ist auch dA eine erzeugende 
Zerlegung. Denn fir da,db¢dA gibt es Elemente a,6,¢¢A, fiir die 
abcé gilt, und es ist da.db = dabcdcedA. 

Ist & ein Faktoroid in 6, so wird mit dW das Faktoroid in 6* be- 
zeichnet, dessen Feld dA ist, wobei A das Feld von & bedeutet. 

Wir werden nun insbesondere isomorphe Abbildungen von Faktoroiden 
be: rachten. 

Es seien &, € Faktoroide in G und i ein Isomorphismus von & auf €. 
Wir betrachten die durch ein auf & liegendes Faktoroid & erzwungene 
Uberdeckung % von W. Das auf € liegende Faktoroid € = iU von € er- 
zwingt eine Uberdeckung € von €. Fiir jedes Element ac W (2 €€) gibt 
es also ein Element @ € U, so daB a = 8a (¢ = 8(i@)) ist. 


1. Die Abbildung von w auf €, in der jedes Element a = sae auf 
das Element ¢ = 8(ia)€€ abgebildet wird, ist ein Isomorphismus. 

Beweis. Die beschriebene Abbildung von & auf € bezeichnen wir 
mit i. Die Abbildung i,(i,) von WM auf H (von € auf €), in der jedes 
Element @ € & (¢ €€) auf das Element a = saeE% (¢ = #& CC) abgebildet 
wird, ist ein Isomorphismus von & auf # (von € auf €). Desgleichen ist 
die Abbildung i; von € auf j-1€ = Y, in der jedem Eiemente ee das 
Element i-1 € = a€% entspricht, ein Isomorphismus. Die Behauptung 
folgt nun aus der Gleichheit i = i, is ‘i; *. 

2. Es sei U ein Untergruppoid in © und G ein auf G liegendes Fak- 
toroid. Die Abbildung von UA G auf AC G, in der jedes Element in UA G 
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auf das mit thm inzidente Element in UC © abgebildet wird, ist ein Isomor- 
phismus. 

Beweis. Zu jedem Elemente a’ € UnG (a” € Uc G)gibtesgenau ein 
mit ihm inzidentes Element a” € MC G (a’ € AG) und es ist a’ = ANa”. 
Die Abbildung a’ >a” von 4nG auf UC G ist also umkehrbar eindeutig. 
Aus a’ >a’, b' +b” folgt a’ b' ca’ -b’ und a’ b' ca" b"’ ca” -b”. Also ist. 
a’ -b’ = Afia” -b” und daher a’ -b’ +a" -b”. 

' Aus dem Satze ‘2 folgt leicht der Isomorphiesatz fiir verkniipfte 
Faktoroide: 

3. Es seien UE verkniipfte Faktoroide in ©. Die Abbildung von & 
auf ©, in der jedes Element in W auf das mit ihm inzidente Element in € 
abgebildet wird, ist ein Isomorphismus. 


Ill. Ketten von Faktoroiden. 


il. Grundbegriffe. Es seien U.€ Faktoroide in G. Wir nennen das 
Faktoroid € eingegliedert in U, wenn & das Untergruppoid s€ als Element 
enthalt, also H5 eC; wir schreiben dann & -. €. 

Es seien U, 8 Untergruppoide in G. Unter einer Kette von Faktoroiden 
von U nach B, kiirzer: Kette von U nach B, verstehen wir eine geordnete 
endliche Menge von «(= 1) Faktoroiden Wo, ...,M.—, mit den folgenden 
Eigenschaften: 1. YW, liegt auf WM; 2. Es gilt M1 >, fir 1 <fsa-1; 
3. UM, ,3%. Eine solche Kette wird mit 

S.---.8 
oder kiirzer mit [W] bezeichnet. Fir 0 <$ <a --1 bezeichnen wir 84%, 
mit Y%,; es ist also insbesondere U = Y. AuBerdem setzen wir A, = B. 
Die a B sind die Enden der Kette [M]. Wir sagen, die Kette [%] liege in 
G und im Falle A = G auf G. Unter der Lénge der Kette [WM] verstehen 
wir die Anzahl « der Faktoroide in [M]. Aus der Definition der Kette [(%] 
folgt A= WIA, >--- TDA, = B. 

Es sei ({M)=) H > --- > U,_, eine Kette von M nach 8 von der Lange 
«21. Wenn ein Faktoroid U,(0 =f Sa —1) das gréBte Faktoroid 
auf W, ist, wenn also das Feld 4; von %, aus dem einzigen Elemente 
A, = A,,, besteht, so wird &, unwesentlich genannt. Andernfalls ist ¥, 
wesentlich. % ist also wessudiigh dann und nur dann, wenn U,,, in A, 
echt ist. Existiert in [M] wenigstens ein unwesentliches Faktoroid %,, so 
heiBt [M1] (wegen U, = Us, 1) mit Wiederholungen. In diesem Falle, wenn 
« > 1, kann die Kette [M] durch Streichen von U, verkiiret werden. Sind 
alle Faktoroide in der Kette [M%] wesentlich, so heiGt [HM] ohne Wieder- 
holungen. Die Anzah)] «’ wesentlicher Faktoroide in der Kette [H) ist die 
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reduzierte Linge der Kette [M). Es ist 0 <a’ <a, wobei die Gleichheit 
«’ =a Ketten ohne Wiederholungen charakterisiert. Im Falle 8 = & sind 
alle Faktoroide in [&%{] unwesentlich, so daB «’ = 0 und umgekehrt. Wenn 
® in & echt ist, so kann die Kette [M] durch Streichen aller unwesentlichen 
Faktoroide reduziert, d.h. auf eine Kette [%’] ohne Wiederholungen von 
4 nach B verkiirzt werden. Die Linge der reduzierten Kette [M’] ist gleich 
der reduzierten Linge «’ der Kette [%]. 

Umgekehrt kann die Kette [9%] verldngert werden, und zwar durch 
Eingliederung eines unwesentlichen Faktoroides zwischen zwei beliebige 
Faktoroide a,, Ws 41 bzw. vor (hinter) das Faktoroid Y, (A,._1) der Kette, 
und zwar durch Kingliederung des gréBten Faktoroides auf WU, ,, bzw. auf 
W, (A,) oder einer beliebigen endlichen Anzahl gleicher solcher Faktoroide. 
Jede Verlangerung (Verkiirzung) von [%] entsteht ersichtlich durch sukzessive 
Eingliederung (Streichen) je eines gréBten Faktoroides auf einem der Unter- 
gruppoide M,,...%,. Es ist auch klar, daB jede verlingerte oder verkiirzte 
Kette von [%] dieselbe reduzierte Linge wie die Kette [&] besitzt. 


12. Elementare Ketten. Es sei 458 ein Faktoroid in G. Unter 
einer elementaren Kette von % nach B iiber GY, kiirzer: elementaren Kette 
tiber YU, verstehen wir eine Kette von Faktoroiden von % nach 8 


({81] =) Wy > --- > Wa 


von der Beschaffenheit, daB fiir 0 < 6 < «—1 jedes Faktoroid Us das. 
Faktoroid Us — W iiberdeckt. 

In einer solchen Kette ist also zuerst das Faktoroid & eine Uber- 
deckung von & und es ist W, > 8%, 28. Nach dem Satze 8 °3 ist durch 
diese Beziehungen das Untergruppoid s W, (=%,) in M eindeutig bestimmt. 
und das Faktoroid (% =)%7US8 ist ein Untergruppoid in Y. Weiter 
ist im Falle « >1 das Faktoroid %, eine Uberdeckung von %, und es ist 
%,3 #%,>%. Nach demselben Satze 8 °3 ist durch diese Beziehungen 
das Untergruppoid s %, (=W,) in Y, eindeutig bestimmt und das Faktoroid 
(4, =) A, 3B ist ein Untergruppoid in W,. Weiter ist im Falle « >2 
das Faktoroid W, eine Uberdeckung von W, usw. Fiir « > ist das Fak- 
toroid %,_, eine Uberdeckung von %,_, und es enthalt 8 als Element. 

Zu jeder natiirlichen Zahl « kann man eine elementare Kette von % 
nach $ iiber % von der Lange « konstruieren in folgender Weise: Man 
wahlt fiir ,..., W.—2 beliebige Ubherdeckungen von W,..., W—2 und 
fiir %, _, die kleinste Uberdeckung von %,_;, d. h. also das Faktoroid %,_, 
selbst. Diese letzte Wahl bringt die Beziehung %,_,3% mit sich. 
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Es sei O<[ B<a—1. Eine elementare Kette (a1) von WY nach ® iiber 
W von der Linge « heiBt elementare Kette (8) von U nach B iiber YU, kiirzer: 
elementare Kette (B) tiber U, wenn sie vom folgenden Typus ist: 


w= = U,_, ist das gréBte Faktoroid Y,,,. von M, 
U, ist eine ) Pecans von & und enthilt B als Element, 
Wyre = = Y, _, ist das gréBte Faktoroid %,,,, von B. 


In dieser Definition liest man im Falle 6 = 0 (8 = « —1) nur die letzten 
(ersten) zwei Zeilen. 

Wenn insbesondere %, = U, so nennen wir [WU] ausgezeichnete elementare 
Ketie (8) von UX nach ® iiber U, kiirzer: ausgezeichnete elementare Kette (f) 
tiber U. Insbesondere ist {U} die ausgezeichnete elementare Kette (0) von % 
nach $ iiber Y% von der Linge 1. 

Ersetzt man einerseits das Yaktoroid & durch eine ausgezeichnete 
Kette (f) iiber & von der Lange « und setzt man andererseits vor & 
B gleiche Faktoroide , und hinter % « —f — 1 gleiche Faktoroide 8,, ,.. 
so erhalt man dasselbe Resultat. 

Es sei 

({%1] =) Wy +--+ Wes 
eine elementare Kette von & nach % iiber &. 

Im Falle & = G,,.. gelten die Gleichheiten H = UW =--- = A,_, 
und unigekehrt. Ist nimlich & das gréBte Faktoroid von U, so ist es auch 
jede seiner Uberdeckungen, so da8 im besonderen %, = U. Daraus folgt 
%, = 4, U, = A und 4, = W usw. und daraus die obigen Gleichheiten. 
Umgekehrt folgt aus diesen letzteren & = Wp = = UY, =8 und daraus 
Y= G,,.. — Ist also M = U,,,., 80 ist [%] eine elementare Kette (f) iiber 
@ und sogar eine ausgezeichnete elementare Kette (f) iiber W, fiir jedes 
(0 S)B(Sa—}). 

Die reduzierte Lange der elementaren Kette [at] ist O oder groBer als 0, 
je nachdem & das gréBte Faktoroid von & ist oder nicht. 

1. Die Ketten (M}, [W) haben. dann und nur dann dieselbe reduzierte. 
Linge, wenn [i] eine elementare Kette (8) siber U ist, wobei 0< B Sa —1. 

Beweis. a) Haben die Ketten (M}, (M] dieselbe reduzierte Lange a’, 
so ist a’ <1. Im Falle a’ = O ist A = U,,,,; daraus folgt, daB [%] eine 
(sogar ausgezeichnete) elementare Kette (8) iiber & ist, wobei 0 < 8 Sa — 1. 
Es sei also «’ = 1. Dann ist genau ein Faktoroid U, in der elementaren 
Kette [&] wesentlich, wobei 0 <P Sa—1. Ist B> 0 (8 <a —1), so sind 
die Faktoroide Wp, - - -, Ws—1 (Wp +1, ++, We—1) unwesentlich, woraus 
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A= A, = --- = Ay (Uy. = --- = A, =B) folgt. Also ist Ay = --- = Wy_, 
(Hs. 1 =-++ = M1) das groBte Faktoroid von U (8) und U, ist eine Uber- 
deckung von & und enthailt 8 als Element. 

b) Ist [9] eine elementare Kette (f) tiber MU, wobei 0 <6 <a—1, so 
ist die reduzierte Linge von [aj gleich 0 oder 1, je nachdem 8 = & oder 
% in & echt ist. Im ersten (zweiten) Falle ist aber die reduzierte Lange 
von {%} gleich 0 (1). 

13. Elementare Ketten iiber relativ einfachen und einfachen Fak- 
toroiden. 

Es sei U4 3% ein Faktoroid in 6. 

1. Wenn U in bezug auf B einfach ist, so ist jede elementare Kette von 
U nach B iiber U eine elementare Kette (f) tiber U und umgekehrt. 

Beweis. a) Das Faktoroid &% sei in bezug auf 8 einfach. Es sei 

((U] =) Hy > --- > Hy 

eine elementare Kette von M nach 8 isber YJ. Ist U = Y,,,., so ist (1) eine 
(sogar ausgezeichnete) elementare Kette (f) iiber U fiir jedes (0 <) 8 (< « — 1). 
Es sei also 8 in UM echt. Fiir ein bestimmtes (0 <) 8 (Sa — 1) gelten dann 
die — A=A=-::-= =U, wahrend YU, +1 in A; echt ist. Daraus 
folgt % = --- = W;—1 = Gace, Us (= Ur W) =. Also ist das Faktoroid 
U, eine Uberdeckung von YM, und nach 9 2 enthilt es 8 als Element. Ist 
B<a—l1, so ist B= %,,,5°°-5H,_, 38, und daraus folgt Y,.1 
=. +» = We_1 = Bree: 

b) Ist das Faktoroid & in bezug auf B nicht einfach, so gibt es nach 
9 2 eine Uberdeckung WM, von M von der Beschaffenheit, daB U5 A, > B, 
wobei %,(®) in W(A,) echt ist. Wir setzen U, = A, (=A, 7A); es ist 
also U,3 B. Die Kette H,—> i, von % nach % iiber Y ist elementar, aber 
fiir kein f ist sie elementar (f). 

Ahbnlich beweist man den folgenden Satz: 

2. Ist U einfach, so ist jede elementare Kette von U nach B tiber U eine 
ausgezeichnete elementare Kette (B) tiber U und umgekehrt. 

14. Verfeinerungen von Ketten. Es sei 6 >U D8 und sei 


({21] =) Wo >: > Hy 
eine Kette von & nach $ von der Lange « = 1. 


Unter einer Verjeinerung der Kette [U] verstehen wir eine Kette von 
UW nach B 


((%] =) M4 es ae > o>'°° >G, fea 
> F 


«—1,0 a 92.0 > Ona mt 
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von der Beschaffenheit, daB fiir y = 0, ..., a —1 die Teilkette 
Sa qm => bm 


% By 2 
eine elementare Kette von M, nach U,, iiber W, ist. 

Man erhilt also eine jede Verfeinerung der Kette [M1], indem man jedes 
Faktoroid Y, in der Kette durch eine elementare Kette von &, nach YM, , , 
iiber U, ersetzt. Wenn man insbesondere jedes Faktoroid WU, in der Kette 
durch die ausgezeichnete elementare Kette (0) von M, nach U,, iiber U, 
von der Lange 1 ersetzt, so erhalt man wieder [HM]. Die Kette [WM] ist 
also zugleich ihre eigene Verfeinerung. 

Die reduzierte Lange jeder Verfeinerung von [%] ist gleich der Summe 
reduzierter Langen der einzelnen elementaren Ketten. Dieselbe ist also 
gleich oder gréBer als die reduzierte Linge von [M]. Jede Verlangerung 
von [%] ist eine Verfeinerung. 

15. Isomorphe Ketten. Zwei Ketten in © 


((M) =) Wy «+» + Wea, 

([{€} =) ©, > --- > €3_; 
heiBen isomorph, wenn es eine umkehrbar eindeutige Zuordnung — die soge- 
nannte erste Abbildung — der Faktoroide in der einen Kette zu den Fakto- 
roiden in der anderen gibt von der folgenden Beschaffenheit: Je zwei einander 
zugeordnete Faktoroide M,, €; sind isomorph, wobei sich in dem Iso- 
morphismus A, , und C;,, entsprechen. Sind [%], [€] isomorph, so sagen 
wir auch [W) ({€]) sei isemorph mit [€) ({M)). 

Ersichtlich haben zwei isomorphe Ketten in © dieselbe Linge. 

Es seien [%], [€] isomorphe Ketten in 6 von der Lange « => 1. Jedem 
unwesentlichen Faktoroide in [&] entspricht in der ersten Abbildung wieder 
ein unwesentliches Faktoroid in [€]. Ist « > 1, so sind beide durch das 
Streichen solcher zugeordneten unwesentlichen Faktoroide verkiirzte Ketten 
wieder isomorph. Daraus folgt, daB [W], [€] dieselbe reduzierte Lange 
besitzen und die beiden reduzierten Ketten wieder isomorph sind. 

Es seien &3 8B, € 53 D Faktoroide in G. Wir setzen voraus, da ein. 
Isomorphismus i von & auf € existiert, wobei iB = D. Die beiden Ketten 
{%}, {€} sind also isomorph. Wir betrachten weiter eine elementare Kette 
von & nach $ iiber H: 

(2) =) Hy > => > Me. 

‘1. Es gibt eine ekementare Kette [€] von € nach D tiber €, die mit [%) 
isomorph ist. Dieselbe ist durch die im Teile a) des folgenden Beweises 
beschriebene Konstruktion bestimmt. 
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Beweis. a) Nach der Definition der elementaren Kette ist das Fak- 
toroid W,, fiir y = 0, ---, a —1, eine Uberdeckung von Mm W (= u,). Es 
sel Y, das die Obendeckeng Y, von Y, erzwingende Faktoroid von u,. Es 
ist abe insbesondere U, , 1€%, wobel YU, = {B} gesetzt wird. Wir defi- 
nieren nun €,, C,, C,, fir y= 0,---,a—1 in folgender Weise: €, = iU,; 
setzen wir €, = sC,, so ist €, = ¢, n&, €, = €. C, = = if; es ist also 
insbesondere €,,, (= iU,,1) € E, wobei €, = {D} gesetzt wird. €, ist 
die durch €, erzwungene Uberdeckung von €,; da €,,,¢€, ist, so ist 
€, +1 €€,, wobei €, = D gesetzt wird. — Es ist also 


(@) =) © + --- + C1 


eine Kette von € nach D, und zwar eine elementare Kette iiber €. 

b) Wir definieren nun die erste, Abbildung der Kette [%) auf [C], 
indem wir fiir y = 0,---,« —1 dem Faktoroide W, das Faktoroid ¢, zu- 
ordnen. Nach dem Satze 10°J gibt es eine isomorphe Abbildung i, von 
, auf €,, in der jedes Element sa, fiir 7€U, auf das Element s (ia) 
abgebildet wird, fiir die also »(ia@) = i,s@ und im besonderen C,,, 
= i, A,,1 ist. Also sind die Ketten wy, (C) isomorph. 

Ist [W] eine elementare Kette (f) (eine ausgezeichnete elementare Kette 
(8)) von & nach B iiber Y, so ist auch [€} eine elementare Kette (f) (eine 
ausgezeichnete elementare Kette (f)) von € nach D iiber €. Denn ist (2%) 
eine elementare Kette (8) von % nach % iiber M und ist 6 > 0(8 <a — 1), 


so ist W, ae * He -1 Maes an --- as @_;) das groBte Faktoroid von 
U (B) und infolgedessen € = --- = C,— 1 es 1 =-+: = €,_,) das groBte 
Fektoroid von €(D). Weiter ist %, = W, {B} Ey, woraus €, = iM, 


= it = €, {dD} = {iB} €i%, = “€, folgt. G ist also eine Uberdeckung 
von € und enthilt D als Element. Ist sogar Y%, = U, so ist Uy das kleinste 
Faktoroid von %, also €, das kleinste Faktoroid von €, woraus C,; = = € folgt. 

Es seien [%], [€] isomorphe Ketten in © von der Lange x 2 1. 

‘2. Zu jeder Verfeinerung von (U] gibt es eine isomorphe Verfeinerung 
von [C}. 

Beweis. Es sei [M] eine Verfeinerung von [U] und fir y = 0, ---, 
a —1 sei [W,] die elementare Kette von UY, nach A, ,, iiber (U,], die sich 
in der Kette [%] befindet. Da nach der Voraussetzung die Kette [&] mit 
[€] isomorph ist, so entspricht in der ersten Abbildung jedem Faktoroide 
U, € [YU]. umkehrbar eindeutig ein Faktoroid €, €(€] und es gibt einen Iso- 
morphismus i, von a, auf €,, fiir den i, A, ,, = C,,, ist. Es gibt also 
nach dem Satze ‘J eine mit [%,] isomorphe elementare Kette [€s] von C, 
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nach €,,, iiber €;. Ersetzt man in der Kette (C) fiir y= 0-....a—1. 
das Faktoroid €; durch die elementare Kette [Cy], so erhalt man eine mit 
[&] isomorphe Verfeinerung von [€]. 

16. Relativ einfache und einfache Ketten. Es sei M458 und 

((M] =) My > --- > Wer 
eine Kette von % nach 8. Wir nennen die Kette [YW] relativ einfach, wenn 
jedes Faktoroid W, € [M), y = 0,...,a—1, im bezug auf MW, ,, (4, = B) 
einfach ist. Wenn jedes Faktoroid &,€{W| sogar einfach ist, so wird die 
Kette [&) einfach genannt. 

‘1. Dann und nur dann, wenn die Kelte {U) relativ einfach ist. haben alle 
thre Verfeinerungen dieselbe reduzierte Linge. 

Beweis. a) Die Kette [W] sei relativ einfach, Wir haben zu zeigen, 
daB jede Verfeinerung [M] von [WM] dieselbe reduzierte Lange wie [M1] besitzt. Nun 
erhalt man aber jede Verfeinerung [%] von[{%], indem man jedes Faktorbid 4, 
in der Kette [%] durch eine geeignete elementare Kette [&,] von UY, nach 
U, ,, tiber Y, ersetzt. Nach dem Satze 13 ‘J ist jede elementare Kette [u,] 
eine elementare Kette (8) iiber M, und nach 12 ‘J ist ihre reduzierte Lange 
gleich der reduzierten Lange von |M}. AuBerdem ist die reduzierte Linge 
von [%] gleich der Summe der reduzierten Langen der einzelnen Ketten (a,}, 
und desgleichen ist die reduzierte Linge von [W] gleich der Summe der 
einzelnen Ketten {%,!. 

b) Wir setzen voraus, da8 jede Verfeinerung [YM] von [&] dieselbe redu- 
zierte Lange wie die Kette [&] besitzt. Dann ist die reduzierte Linge der 
elementaren Teilkette |%,] ¢[%] iiber jedem Faktoroide %, € [U] gleich der 
reduzierten Lange von {U,}, y = 0,..., «--1. Also ist nach dem Satze 
121 [W,] eine elementare Kette (8) iiber M,, und nach 13 ‘J ist das 
Faktoroid Y, einfach in bezug auf Y, , ,. 

Ahnlich ist der Beweis des folgenden Satzes: 

‘2. Dann und nur dann, wenn die Kette [U) einfach ist, ist jede Ver- 
feinerung von [W] eine Veridngerung. 

Es seien [%], [C] isomorphe Ketten in 6. 

‘3. Wenn [U] relativ einfach ist, so ist es auch [C). 

Beweis. Wegen des Isomorphismus haben die Ketten [H}, [C} dieselbe 
reduzierte Linge a’. Ist die Kette [€] nicht relativ einfach, so gibt es 
nach / eine Verfeinerung [€] von [(€], deren reduzierte Lange f’ groBer 
als «’ ist. Nach 15 2 gibt es eine mit [€] isomorphe Verfeinerung [%] von 
[M). Die reduzierte Linge von [%] ist nach 16 ‘J gleich a’, und wegen 
des Isomorphismus der Ketten [%], [€] ist sie gleich p’. 





ovo 
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17. Adjungierte Ketten. Es seien 

(MH) =) Wy — «++ > Wer, 

(C) =) © + --- + G_,, 
Ketten in ©. Wir sagen, da [W], [C] adjungierte Ketten sind oder dab die 
Kette [2] ({€}) zu [€C} ({M)) adjungiert ist, wenn 1. die Enden von [%] und [€} 
dieselben sind; 2. jedes Faktoroid U,< [M] zu jedem Faktoroide €, € [C} 
in bezug auf U, , ,,C€,, , adjungiert ist (y = 0, ..., « —1,;6=0,...,B—1). 
Die Bedingung 1. driickt die folgenden Gleichheiten aus: UM, = Co (= Y), 
WU, = Cz (=%). Nach 2. sind die Ketten [9%], [€] nur dann adjungiert, 
wenn der Durchschnitt UC, fiir « = 0,...,a%; vy = 0,..., 8 existiert. 


Wenn man von zwei adjungierten Ketten eine der beiden Ketten oder 
beide verkiirzt oder verlingert, so bekommt man wicder zwei adjungierte 
Ketten. 


Es seien [%], [(€] adjungierte Ketten in 6. 

1. (Verallgemeinerung des Satzes von Jordan-Hélder-Schreier.) Die 
Ketten [U}, [€] besitzen isomorphe Verfeinerungen. Dieselben sind durch 
die im Teile a) des folgenden Beweises gegebene Konstruktion bestimmt. 

Beweis. a) Da nach der Voraussetzung die Faktoroide Y,, C,, fiir 
y = 0,...,.a—1;6=0,..., B —1 adjungiert sind, so sind 

Y,, ,=C,C Y,, Cy, =%C €,, 


fiir» =0,..., a; »=0,..., B, Faktoroide in G. Wir setzenU,, = #%, ,, 
€,", = 8€),,. Da die Ketten [%], [€] dieselben Enden haben, so ist 
Y,,0 = u,, We = Wy +. 
Cy,0 = €;, C4 = Cy, 1- 

Nach 8 ‘J gibt es verkniipfte Uberdeckungen W, a, €s,, von U, 4, Cy, ,. 
so daB W,.9,1€U,,s, Cy, +1€Cs,,. Die Untergruppoide U, 5, ,,€),,,, sind 
inzident. Da fiir0< 6 <= -- 1 das Faktoroid W, » eine Uberdeckung von 
Ys (= U,,,74)), ist, so ist 

Wo Se GW, p-1 
eine elementare Kette von %, nach W,,, iiber W, und desgleichen ist 
Cro > ++ + Gs a-1 
eine elementare Kette von €, nach €,, , iiber Cj. Die Ketten von & nach B 
(() =) Uy 6 lela Wo gr = Y, “> 559 ome G1, 9-1) 
({€] =) ©o,0 -> +++ + © o-1 + G10 > ++ > Op-1, a1 
sind die erwahnten Verfeinerungen. 
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b) Um zu beweisen, daB die Ketten [M], (€] isomorph sind, definieren 
wir zuerst die erste Abbildung von [WH] auf [€] in der Weise, da8 wir jedem 
Faktoroide &,,; das Faktoroid €),, zuordnen (y = 0,...,2—1; 6=0,..., 
B—1). Da die Faktoroide i, ds €;, verkniipft sind, so ist nach 
103 die Abbildung i,,) von W,, auf ©, ,, in der jedes Element in U,, 
auf das mit ihm inzidente Element in €;, abgebildet wird, ein Isomor- 
phismus. Weil insbesondere die 4M ,,,, €;,,, imzident sind, so ist 
i,,a Gy, a+1 = ©y, »+1- ae 

‘2. Wenn eine der Ketten [WM], [€] relativ einfach ist, so ist ihre redu- 
zierte Liinge nicht kleiner als die reduzierte Linge der andere: 

Beweis. Wir setzen voraus, da8 die Kette [%] relativ einfach ist. 
Es sei «’ (f’) die reduzierte Lange von [M1] (({C}). Nach J gibt es isomorphe 
Verfeinerungen der Ketten (%],[€]. Dieselben haben die gleiche reduzierte 
Lange y’. Nun ist aber nach 16°] «’ =¥y' und auBerdem ist pf’ sy’. 
Also ist «’ = p’. 

Aus diesem Satze folgt der folgende Satz: 

3. Wenn die Ketten [W},(C] relativ einfach sind, so sind ihre reduzierten 
Léingen einander gleich. 


(Eingegangen am 6. 9. 1940.) 


Modulformen und quadratische Formen_ 
iiber dem quadratischen Zahlkérper R (/5). 


Von 


Hans MaaB in Heidelberg. 


Es hat sich gezeigt!), daB die Peterssonsche Methode zur Konstruktion 
automorpher Formen®), welche nur die Kenntnis von Multiplikatorsystemen 
voraussetzt, auch auf Gruppen simultaner linear gebrochener Substitutionen 
vom Typus der Hilbertschen Modulgruppe mit Erfolg angewendet werden 
kann. Der erste Schritt zur expliziten Aufstellung automorpher Formen der 
Dimension — r zu einer vorgelegten Gruppe G wird demnach darin bestehen, 
da8 man sich eine Ubersicht iiber alle Multiplikatorsysteme zur Gruppe G 
und zur Dimension — r verschafft. Bei einem derartigen Versuch sté8t man 
aber im allgemeinen, wenn es sich um Gruppen zu mehreren Verinderlichen 
handelt, auf erhebliche Schwierigkeiten; denn in den seltensten Fallen sind 
Erzeugende geschweige denn definierende Relationen cer vorgelegten Gruppe 
bekannt. Es erscheint fiirs erste geboten, an speziellen einfachen Gruppen 
als Beispielen die Verhaltnisse zu studieren. Ich habe zu diesem Zweck die 


Hilbertsche Modulgruppe M zum quadratischen Zahlkérper R (V5) aus- 
gewahlt. Als Definitionsbereich fiir Modulformen zu M oder zu Untergruppen U 
von M legen wir den Bereich 


(1) Jmzt>0, Jmz7 <0 


zugrunde. Ein Zahlsystem v (S) (S c U) hei&t ein Multiplikatorsystem zu U 
und zur Dimension — r, wenn 


(2) 0 (S,S¢) = o” (S,, Ss) v (S;) v (S2) fiir 8, ’ Ss» Cc U, v (— E) = 1, 
falls —-ECU. 

Dabei ist) 
(3) a” (Sy, So) = e274? S(w(Ss, 2) sen V5) 

1) H. MaaB, Zur Theorie der automorphen Funktionen von n Veranderlichen. 
Math. Annalen 117 (1940), S. 5838—578. 

2) H. Petersson, Theorie der automorphen Formen beliebiger reeller Dimension 
und ihre Darste!!ng durch eine. neue Art Poincaréscher Reihen. Math. Annalen 103 
(1930), S. 369—436. 

8) H. MaaB, Konstruktion ganzer Modulformen halbzahliger Dimension mit 
#-Multiplikatoren in zwei Variablen. Math. Zeitschr. 43 (1938), S. 709—738. 

Mathematische Annalen. 118. 5 
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das Faktorsystem zur Dimension —r und £ die Einheitstransformation. 
AuBer M wird noch die Thetagruppe T aus M betrachtet, welche aus allen 
Substitutionen 


a £p 
G 5) cM 
besteht, fiir welche entweder 
(4) B=y=0(2) oder «=6=0(2). 


Im ersten Teil dieser Arbeit wird nun folgendes bewiesen. Fiir M gibt es nur 
zu ganzzahligen Dimensionen ein Multiplikatorsystem, und zwar genau eins, 
naimlich das triviale System v (S) = 1 fiir SCM. Es liegen hier also ganz 
andere Verhiltnisse vor als bei der rationalen Modulgruppe Mo, bei welcher 
jede reelle Zahl als Dimension vorkommt?). Allgemein kann leicht bewiesen 
werden, da8 es zu jeder Hilbertschen Modulgruppe (+ Mo) nur Multiplikator- 
systeme zu rationalzahligen Dimensionen gibt. Es kommt hierbei die Tatsache 
zum Ausdruck, daB es auch hyperbolische Substitutionen mit vorgegebener 
parabolischer Spitze als Fixpunkt in den betrachteten Gruppen gibt‘). Bei 
der Thetagruppe T treten nur ganz- und halbzahlige Werte von — r als 
Dimensionen auf. Zu jeder solchen Dimension gibt es genau vier Multiplikator- 
systeme; diese kénnen explizit angegeben werden. 

An diese Betrachtung schlieBt sich die Berechnung von Identitaten 
zwischen Eisensteinreihen und Thetareihen zur Gruppe M. Fiir die Maximal- 
zahl a (r) linear unabhangiger Modulformen zu M von der Dimension — r < 0 
ist die Abschitzung 


(5) a(r) < er 


mit konstantem c bewiesen worden!). Der Beweis dieses Satzes soll hier in 
seinen wesentlichen Teilen reproduziert werden und liefert mit einer von 
Herrn Witt5) bemerkten Vereinfachung des urspriinglichen Siegelschen 
Beweisganges fiir die niederen Dimensionen die Abschatzungen 


(6) a(l)=0, a(2)=1, a(3)<2, a(4) S3. 


AuBerdem ist dann die Méglichkeit gegeben, numerisch zu entscheiden, wann 
zwei Modulformen der Dimension — r (r S 4) identisch sind. Auf diesem 


*) H. MaaB, Uber Gruppen von hyperabelschen Transformationen. Sitzungsber. 
der Heidelberger Akademie der Wissenschaften, math.-naturwiss. Klasse (1940), 
2. Abhandlung. 

5) E. Witt, Eine Identitat zwischen Modulformen zweiten Grades. Abhandl. aus 
d. Math. Seminar d. Hansischen Universitat (im Druck). 
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Wege ergeben sich die nachfolgenden Identitaten. Die Eisensteinreihe G, (rt) 
von M zur Dimension — r®) (r = 0 (2), r > 0) sei so normiert, da8 in ihrer 
Fourierentwicklung zur parabolischen Spitze oo das konstante Glied | lautet. 
Dann ist 


(7) (Gz (t))? = G (z). 


Durch die Thetareihen wird zwischen der Theorie der Modulformen zu M 
und den positiv definiten ganzzahligen geraden quadratischen Formen 
Q (x1, ..., Zm) mit Determinante «*” der folgende Zusammenhang gestiftet. 
Wir bezeichnen mit Q,, die Klasse der mit Q(z, ..., 2) ganzzahlig aqui- 
valenten quadratischen Formen mit der Determinante <*'; dann erweist sich 


ie Q(z, - - +» Bm) TF 
(8) <K2)J=- Fe rn, 


Zin++ + 2m 


wobei iiber alle ganzen Zahlsysteme z,,..., 2, aus R (V5) summiert wird, 
als eine Modulform zu M von der Dimension — > Die Zahl m der Verander- 
lichen mu8 notwendig durch 4 teilbar sein. Diese Bedingung ist auch hin- 


reichend fiir die Existenz von quadratischen Formen der genannten Art; 
denn es wird eine nicht leere Klasse Q, nachgewiesen. Fiir diese mu8 dann 


(9) 8 (t, Qg) = Ge (t) 


gelten. OQ, sei die Klasse, in welcher die bekannte quadratische Form von 
8 Verinderlichen mit ganz rationalen Koeffizienten liegt; dann wird 


(10)  (t, Qs) = G(T) 


bewiesen, womit sich nach (7) und (9) ergibt, daB jede ganze gerade Zahl 
aus R(V5) durch Qg und Q, + OQ, (direkte Summe) gleich oft dargestellt 
wird, obgleich die beiden Klassen voneinander verschieden sind. In einer 
abschlieBenden Betrachtung wird gezeigt, daB andere Klassen als Q,,Q, + Q,, 
OQ, zur Verinderlichenzahl 4 und 8 nicht vorkommen. Der Beweis erfolgt 
durch Diskussion der den Klassen quadratischer Formen zugeordneten 
Gitter5). 


*) E. Hecke, Analytische Funktionen und algebraische Zahlen, II. Teil. Abhandl. 
aus d. Math. Seminar d. Hansischen Universitat 3 (1924), S. 213—236. 


5? 
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§ 1. 
Multiplikatorsysteme zu M und T. 


Wir setzen in fester Bezeichnung 


4 


\5 


e=> 


| 


Die Zahlen 1, ¢ bilden eine Basis fiir den Bereich o aller ganzen Zahlen aus 
R (V5). Bekanntlich’) wird M von den Substitutionen 


(11) 


= (9 3) &= (2, o) = (6 -) 


erzeugt. Ein Erzeugendensystem fiir T kann dann in folgender Weise berechnet 
werden. Da T in M den Index 10 hat, gibt es eine Zerlegung 


10 
M=27G, G, = 2). 


Liegt eine Substitution G C M in der Restklasse TG,;, so sei G = G,. Die 
30 Substitutionen 


Ui, = 6,8,6,8>' (§ = 1, ..., 10; k = 1, 2, 3) 


erzeugen dann die Thetagruppe T. Wahlen wir fiir G; (¢ = 1, ..., 10) der 
Reihe nach 


1) 1) OT )G Ce DGse) 


(aw, soaklen Ol. .aads 


so bestatigt man leicht, daB zwischen den U;, die nachfolgenden 27 Relationen 
erfiillt sind: 





U,, ‘= Us, = B, 

U4, a Ue, 

Use _ Us, - Uie U3; . 

Ue: = Uy2 U5) UZ! Us; UE Us, 

U7 = Us . 

Us, = Uz! U2 U1, US Diz, 

Ue. — Ue, Vie, 

Us. = Ui; Un. 

U2 = Uys = Ui2 UZ Ul, U7, UG, UZ UF} Voi U 12, 


7) F. Gétzky, Uber eine zahlentheoretische Anwendung von Modulfunktionen 
zweier Veranderlicher. Math. Annalen 100 (1928), S. 411—437. 
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Us Vins Vis UGi', 
Use = Us, UZ, Us, 

Vez Ue: Vis, 

Uz, = Ui, Ue, 

Use U3) Uz, Ut, Ua, 
Voe = Vie U1 Ui, 


I 


Uss = U3 U5" Ver, 
Us3 = U,; 0; , 
U4s -— Us3 = U3, 


Ves aa Ui3U61, 
Urs _ U7; U3, 


Uss = Uj, Ui, Uz? Ug? Uy U5? Ves Ui2 UG, 
Uss = Ones 
Us = U;;' 072. 
Demnach wird T von den drei Substitutionen U,,, U2, U;3 erzeugt. In 
gleicher Reihenfolge sind das die Substitutionen 
, >. 3 ee ke eo ek 
(12) Ui=(5 3)» Ue=(Ly gr =(o g-) 


Wir beginnen mit der Untersuchung von M und denken uns ein beliebiges 
Multiplikatorsystem v von M zur Dimension — r gegeben. Es soll zunichst 


(13) »((5 s))=2 fir «co 


gezeigt werden. Dazu bestimme man (vgl.!)) den Modul t der Translationen 
in der affinen Gruppe von M, ferner den Modul m als Gesamtheit der 
Lésungen s« von 
pt 
Ss Vs 0[1) 
und schlieBlich, wenn 


(jj) = ere fe act 


x aus 
5 =o(«)[1] fir alle «ct. 
Da ¢? unter den Multiplikatoren der affinen Substitutionen aus M vorkomnit, 
so gilt 
x (1 — e2) = —exCcm. 
Offenbar ist nun ¢ =[I, e], m = [l, ¢], woraus folgt, daB «cm und 
o (x) = O[1], womit (13) bewiesen ist. Aus den Relationen , 


fe. y-¢.. i) =-2 (5 el Ce 0») (6 1) 
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wird auf Grund von (2) und (3) 
(0, QatED, 0,2, adnGra) 
(ie. Mare. dee 4‘) 


erschlossen, wobei a = 0 oder 1 und 6 aus der Reihe 0, 1, 2. Zusammen 
mit (13) folgt nun 

r=3a+2b(6), 
d h. r ist ganzzahlig. 

Die analoge Betrachtung ist fiir T anzustellen. Die Maximalzahl inaqui- 
valenter parabolischer Spitzen von T betragt 2; wir wahlen als Reprisen- 
tanten o, —e. Durch 

- 
4 ( :) 


wird die zweite Spitze nach oo transformiert. Mit t bzw. t, bezeichnen wir 
die Moduln der Translationen in den affinen Gruppen von T bzw. AT A-! 
und bestimmen m bzw. my, als Gesamtheit der Lésungen « von 


H t ie t, 
= =0 1 b . —= = 0 1}. 
S 2V5 1} bw. S> 1s (1) 
Setzt man noch fiir ein vorgegebenes Multiplikatorsystem v von T zur Dimen- 


sion — Tr 


o(() “))=este@ fir act 


und fiir das mit A~! transformierte Multiplikatorsystem v4~' analog 
—1f/j1 @)\ _ _2nie,t@) . 
v4 (5 )) =e fir ac t,, 


so sind x bzw. x, wieder durch 
na ati ss 
S 26> o(a){1] fir alle act 
bzw. 


sS— 4 =o,(a)[(1) fiir alle act, 


216 
zu bestimmen. «* kommt unter den Multiplikatoren der affinen Substi- 
tutionen von T vor, dagegen erst «* unter den Multiplikatoren der affinen 
Substitutionen von 4.T A-!. Folglich gilt 

«(1 — e) = — excm, 

*4 (1 — )= = 4 8x, Cc my. 
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Man findet nun leicht: 


t = (2, 2e], m=([l, e], tg =[2,e—1], my = [2, €] 
und damit 


xCm, 4x,C my, 
insbesondere also 


(14) ¢ («) =0[1] firact, 40, («) =0[]] fir act,. 
Aus (2), angewendet auf 


xe )=( Py io, 0) 
G=. d= 420 “7 )4 


o((,°, o)=((o “a. ot )): 


Wie eine kleine Rechnung zeigt, ist 


(-, =* "(0 “7’) 


v(( . 4) Cee (a = 0 oder 1). 


l—és 


folgt 


und wie oben 


Damit ergibt sich 
ea(e—l=>+5+o(—2)[I), 
wegen (14) also 
2r=0[]I), 

d.h. r ist entweder ganz- oder halbzahlig. 

Wir kommen nun zur Aufstellung der Multiplikatorsysteme und betrachten 
zunachst wieder M. Jedes Multiplikatorsystem zu M und zu ganzzahliger 
Dimension liefert offenbar eine Darstellung der Faktorgruppe von M nach der 


Kommutatorgruppe K. Es kommt also darauf an, diese zu bestimmen, 
Aus den Relationen 


8,87 *S, (8,8 *S, 8,8; *)? a 8,8,S7'S,, 
S} = (S,S71)? = — EB, (S,S,S>*)’ = BE, 835283 = Se, 
die man leicht vevifiziert, ergibt sich, wenn man mit den Erzeugenden S, 
abelsch rechnet, daB alle drei Erzeugende in K enthalten sind. Damit ist 
(16) . M= K 


gezeigt und bewiesen, daB es nur das eine Multiplikatorsystem v (S) = 1 
fiir Sc M gibt. 


(15) 
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Ahnliche Uberlegungen sind fiir T anzustellen. v sei ein Multiplikator- 
system zu T und zu ganzzahliger Dimension. Da notwendig v (— EZ) = 1, 
so reicht es, in T die Gruppe Ky zu bestimmen, die aus den Kommutatoren 
von T und — £ erzeugt wird. Offenbar liegen die Substitutionen 


—~E= U3, U,U;'U;'U, = U3, 
U,0,0;'0;s* =V, VU,V~'U;' = U, 
in Ko. Unter den Substitutionen 
E, Us, Us, U2U; 


gibt es also ein vollstindiges Restsystem mod Ky. Bezeichnen wir mit M (2) 
die Hauptkongruenzuntergruppe von M zur Stufe 2, so hat man in 


2 
N= 2 M(2) 0; 

einen Normalteiler von T vom Index 2, und es gilt die Zerlegung 
T=N+N0,Q. 


Durch 
(17) Vv) (S) == ]. Vv; (SU 4) =-—] fiir S & N 


ist dann ein Multiplikatorsystem zu ganzzahliger Dimension definiert. Ein 
zweites davon unabhingiges hat man in v3 _; dabei bedeutet v, . das #-Multi- 
plikatorsystem zu T*). Fiir dieses ist 


(18) Mo (Ui) = % (U2) = 1, % (U3) = +. 
Damit hat man die vier Multiplikatorsysteme 
(19) vee + vf (a= 0, 1; b= 0, 1) 


zu ganzzahliger Dimension gewonnen. Andere kann es nicht geben, da ja Ky 
in T den Index 4 hat. Sei v ein Multiplikatorsystem zu T und zu halbzahliger 
Dimension, dann ist v7 ,,' ein solches zu ganzzahliger Dimension. Es gibt 
also auch genau vier Multiplikatorsysteme zu T und zu halbzahliger Dimension, 
namlich 

(20) watt. yp? (a = 0, 1; b= 0, 1). 


Die Werte von »,.. sind in %) explizit berechnet. Wir fassen das Ergebnis 


zusammen in 


Satz 1. 1. Fiir M gibt es nur 2u ganzzahligen Dimensionen ein Multiplikator- 
system, und zwar genau eins, némlich das triviale. 

2. Fiir T gibt es nur zu ganz- und halbzahligen Dimensionen ein Multi- 
plikatorsystem, und zwar in jedem Fall genau vier. Sie sind durch (19) und (20) 
gegeben. 
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§ 2. 
Modulformen zu M. 
Eine im Bereich (1) regulire Funktion y,(t) = 9,(t, t’) mit der Trans- 
formationseigenschaft 
(21) g-(St) = N (yt + 4)’ 9,(t) fir SCM, 


wobei S = (y, 5) die zweite Zeile von S, heiBt eine Modulform zu M und zur 
(ganzzahligen) Dimension — r, wenn g(t) auch im Unendlichen regular ist, 
d.h. wenn eine Entwicklung der Art 


22iS— 

(22) e(t)= ZF b,(r)e V5 
r¥Cco 
’ 2 0 
gilt. Werden die unabhiangigen Veranderlichen t und t’ durch die Gleichung 
j= et=ev 
gekoppelt, so geht g,(t) in eine Modulform 
(23) fer (ts) = x er (m) e? *#*1™ 
zur rationalen Modulgruppe Mp und zur Dimension — 2r mit den Koeffi- 
zienten 
(24) az,(m)= 5 by) 
rDdo 
iiber. Die ersten Koeffizienten lauten demnach 
Ger (0) a b, (0), 
(25) ae, (1) = b, (1) + b, (1 + €), 
ay, (2) = b, (2 — e) + b, (2) + 6, (2 + e) +b, (2 + 2e) +, (2+ Be). 

Wendet man (21) fiir S = Sz an, so erhalt man 

Pr (e?T) = (— 1)’ Pr (t), 
und nach (22) 
(26) b, (ev) = (~ 1b, (v). 
Je nachdem r gerade oder ungerade, so gilt also 

a2, (0) = b, (0), 

(27) dy, (1) = 26, (1), (r = 0 (2)) 


2, (2) = 2 (b, (1) + 6, (2)) + 5, (2 + e) 
oder 


az, (0) = b, (0) = 0, 
(28) as, (1) = 0, (r = 1 (2)) 
2, (2) = b, (2 + e). 
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Durch Quadrieren von g,(t) gelangen wir schlieBlich zu eincr Form 


2xi == 
(29) Por(t)=  ba(v)e V5 
rcs 
r>0 
von der Dimension — 2r mit den Koeffizienten 
(30) ber (¥) = : i br (v1) by (2). 
‘4>o 


Speziell von 

be, (0) = (6, (0), 
(31) bz, (2) = (6, (1))? + 2 6, (0) b, (2), 

be, (3) = 2 (5, (0) 6, (3) + 5, (1) b, (2) + (6, (1))?) 
soll spiter Gebrauch gemacht werden. 

Wir wollen jetzt voraussetzen, daB in der Entwicklung (22) alle Koeffi- 
zienten zu Exponenten mit einer Norm unterhalb einer positiven Schranke 7 
verschwinden: 

(32) b, (vy) = 0 sobald Ny =< T (T > 0). 
Die Schranke 7 soll méglichst klein so bestimmt werden, daB aus (32) das 
identische Verschwinden von g,(t) erschlossen werden kann. Fiir die Durch- 
fiihrung dieses Schlusses ist es entscheidend, daB es fiir M einen Fundamental- 
bereich § im Bereich (1) mit folgenden Eigenschaften gibt’). Wir setzen 
(33) t=s-+t, t’=s' —%t’. 
Der Bereich (1) wird dann beschrieben durch die Ungleichungen 
(34) t>0, ’>0. 
Fiir jeden Punkt des Fundamentalbereiches § gilt 
(35) t >0,45, t’ = 0,45, 
und nahert man sich im Fundamentalbereich § an den Rand des Bereiches (34), 
so gehen ¢ und ¢’ gleichzeitig gegen o. Auf Grund der Voraussetzung (32) 
liegt das Maximum M von (¢t’)? | p,(t)| fiir {t, t'} C § in einem endlichen 
Punkt 

T = 8 + ily T% = 8 — ilo 


von ¥. Da nun (tt’)? | y-(t)| gegeniiber den Substitutionen aus M invariant 
ist, so gilt itiberhaupt 


(36) (et’)® | p,(t)| <M. 





Modulformen und quadratische Formen. 75 


In der Integraldarstellung 


1 —2iS = 

(37) b(y)= 5 {| Pr (Tt) e Vdsds', A = [| asae 
$ B 

(% = Grundmasche des Gitters der Translationen aus M) setze man 


t=(1—8@)H, (=(1-—#)h, O0<80<1 
und erhalt damit unter Beriicksichtigung von (36) aus (37) die Abschatzung 


= 220-9) 


|b, ()| <M(L— 9) “(t) *e 


vlo +¥'t 
6 


@ (to) wird jetzt erneut nach (22) und (32) abgeschitzt mit dem Resultat 


. £ eng tntr to 
M = (tot)? |, (t%)| S M(L—#-" ZS e Vs 
ee 


Um daraus zu schlieSen, daB M verschwindet, geniigt es wegen to, t, > 0,45, 
die Bedingung 








923 
ved —=S¥ 
(38)> F(T)= Je V5 < (1 —#y 
Ne>T 
r>0 
durch geeignete Wahl von T zu erreichen. Setzen wir 
923 
(39) h=e Vs 


und bezeichnen wir mit By (k) die Anzahl der Zahlen »v c 0, fiir welche 


v>0, Nr>T, Sr=k, 
so ist 


oo 


(40) F(T) = E Br(k) ht. 
1 


t= 
Macht man einen Ansatz »=m+mne, dann ist k= Sv =2m+4, 
4Nv =  —5n® und daher B,(k) gleich der Anzahl der ganz rationalen 
Zahlen n, welche den Bedingungen 
B—4T>5n%, k=n(2) 
geniigen, woraus insbesondere 


k 
(41) Br (k) < ye? 1 
folgt. Benutzt man diese Abschatzung fiir alle k > 12, so erhalten wir nach (40) 


% 1 ,;13A'5 hie As 
' j ’ 
F(T) < 2 Breit + ia + Gal + 0 











76 H. MaaB. 


Wir wahlen jetzt A = }, bestimmen durch direkte Abzahlung die folgenden 
Werte: 
k | ® 3, 8 6.8 § 7) £2 ae 





| 
B,(e)| © © 0 0 0 12 8 4 8 4 6 
Ramil 0 0 S28 O-#.-s OBvies 


und stellen alsdann fest, daB 
F (5) < 0,06, F (9) < 0,040. 
# ist nach Wahl von A durch (39) bestimmt: 
o = 10:18-ton2 
9-% 

Fiir diesen Wert ist 

0,09 < (1 — 8)5, 0,041 < (1 — 0), 
so daB also 

F (5) < (1 — 0), F(9) <(1— 0. 


Fiir die Dimension — 4 besagt diese Rechnung, daB g,(t) identisch ver- 
schwindet, sobald b,(v) = 0 fiir y > 0, Nv» <9. Nach (26) geniigt es, wenn » 
die Werte 0, 1, 2,2 + e, 3 durchlauft. Wenn b,(0) = 0 so ist in (27) a,(n) = 0 
fiir alle n, da es keine Spitzenform zur rationalen Modulgruppe My von der 
Dimension — 8 gibt, also ist auch 6,(1) = 0. Aus 6,(2) = 0 folgt dann 
nach (27) auch 6,(2 + e«) = 0. Man braucht also nur das Verschwinden von 
drei Koeffizienten zu fordern. 

Im Falle der Dimension — 3 mu8 63(v) = 0 fiir y = 0, 1, 2, 2+ ge- 
fordert werden. Analog wie oben schlieBt man, da8 in (28) ag(n) = 0 fiir alle » 
gilt. b,(0) = b, (2 + e) = 0 ist also automatisch erfiillt, und es bleibt nur 
noch, b3(1) = 63 (2) = 0 zu fordern. g(t) verschwindet bereits dann, wenn 
b,(0) = 0. Nach (27) ist naimlich wie oben zu schlieBen, daB 5,(1) = 0. 
Dann verschwinden nach (31) auch die Koeffizienten 5,(v) fiir » = 0, 2, 3, 
und das reicht ja aus, um (@2(t))* = 0 zu beweisen. Eine Form (rt) gibt 
es nicht; denn nach (28) ist 6,(0) = 0, nach (31) somit b.(0) = 0 und daher, 
wie soeben bewiesen wurde, (@,(t))* = 0. Wir formulieren dieses Ergebnis in 

Satz 2. Eine Moduljform 

o(t)= 2 bwe 
rce 
r20 
zu M und zur Dimension — r verschwindet identisch, wenn 


1. bg (0) = b, (2) = 6, (3) = O fiir r = 4, 
2. bs (1) = bs (2) = 0 fiir r = 3, 
3. be (0) = 0 fir r = 2, 
4. stets fir r= 1 





COS 
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Beispiele von Modulformen zu M sind gegeben in den Eisensteinreihen 


221s 
(42) G, (t) =1+ = C, (v)e ‘ 
rco 
r>0 
zu gerader Dimension — r®) mit den Koeffizienten 
2r 
(43) C,(») = —O2) IB. Sin ul, 


(rm)? - 6". Cy (r) wr 


wobei Cz die Zetafunktion zum Zahlkérper Z = R (V5). Der Zahlfaktor 
vor dem Summenzeichen auf der rechten Seite der Gleichung (43) hat fiir 
r = 2 bzw. 4 die Werte 120 bzw. 240. Speziell findet man 


C.(1) = 120, Cy. (2) = 600, Cz (3) = 1200, 


44 
(44) C, (2) = 15600, C, (3) = 175200. 


Berechnet man nach (31) die Koeffizienten von (@, (t))? zu den Exponenten 2 
und 3, so ergibt sich auf Grund von Satz 2 die Identitiat (@,.(r))? = @,(r). 

Wir betrachten jetzt die eingangs genannten Thetareihen # (1, Q,,) zu 
Klassen Q,, positiv definiter ganzzahliger gerader quadratischer Formen 
Q (x,, ..., Z_n) von m Verinderlichen und mit Determinante «*’. Fiir diese 
Reihen gelten die drei Transformationsgleichungen 


) (S,7, Q,.) = 8 (S37, Q,) = 9 (7, Q,,), 


0 (S2t, Qn) = N (— 1)? 8 (t, Qn). 8) 


8 (t, Q,,) ist also eine Modulform zu M von der Dimension — > Da es zuM 
nur das triviale Multiplikatorsystem gibt, so ist notwend' z 


m 


0 (Sgt, Q,) = Ne 2 &(r,Q,) = P(r, Q,), 


also m= 0(4). Zu m = 4 gibt es die Form 


eS —] 0 l—e 
7 —1 2 —] se—] 
(45) 0 eye | ey 
l1—e e—l —e 2 


Q, sei die Klasse, welche diese Form enthalt. Durch Bildung direkter Summen 
erhalt man dann quadratische Formen der genannten Art zu jeder durch 
4 teilbaren Verinderlichenzahl. Nach Satz 2 ist # (rt, Q,) = G,(r). Unter 
Q, soll die Formenklasse verstanden werden, welche die rationale Klasse QF 


8) H. D. Kloosterman, Thetareihen in total-reellen algebraischen Zahlkérpern. 
Math. Annalen 103 (1930), S. 279—299. 
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der geraden Formen mit ganz rationalen Koeffizienten enthalt. Eine Form der 
rationalen Klasse QF gestattet folgende Darstellung’): Man betrachte das 
Gitter 5, aller Vektoren x = (&,, ..., &) mit rationalzahligen Komponenten, 
fiir welche 


5 
&,=0(8), & = & (1), , &, = 0 (2), 
und bezeichne mit u,, ..., ug eine Gitterbasis. Dann ist 
8 ~ 
(2 z,u,) = 2 (uyu,) 2,2, 
i=l i,t=1 


eine ganzzahlige gerade Form mit Determinante 1. Sie ist daher in OF ent- 
halten. Mite,,.. ., ¢, bezeichnen wir die Einheitsvektoren deg 8-dimensionalen 
euklidischen Raumes. Wie man sich leicht iiberlegt, sind dann die Vektoren 
ac 5, mit a® = 2 bzw. 4 von der Gestalt 


8 3 
(46) teeter (6 + &), 2 ees (= + 1, e, = 1), 
bzw. 
+2e,, te teeteitenm & <kE<l<m) 
(47) : “ 
4 ( 2 ee) + ee, (€; = + 1, &, = — 1). 


Es soll jetzt #(t, Qs) = @,(t) bewiesen werden. Bedeutet allgemein 
a (2, Q,,) die Anzahl der ganzzahligen Darstellungen der geraden Zahl 2 v 
durch eine Form der Klasse Q,,, so daB also 


22iS— 
(48) O(r,Q,)=1+ ZF a(2r,Q,)e V8, 
50 
so brauchen wir nach (44) und Satz 2 nur 
(49) a (4, Qs) = 15600, a (6, OQ.) = 175200 


zu bestatigen. Diese beiden Darstellungsanzahlen werden jetzt durch direkte 
Abz&hlung in folgender Weise bestimmt. a (2 , Q¥) sei die Anzahl der ganz- 


rationalzahligen Darstellungen der geraden Zahl 2m durch eine Form der 


Klasse QF. Die Thetareihe 


Oo (11, OF) = 1+ E ay (2m, 25) eine 


ist dann bekanntlich mit der normierten Eisensteinreihe zur rationalen Modul- 
gruppe My und zur Dimension — 4 identisch. Aus dieser Identitaét werden die 
Anzahlen 


(50) Gp (4, OF) = 2160, ay (6, OF) = 6720 


erro 
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abgeleitet®). Wir betrachten nun die Vektoren x = z mats mit 2, C o. 


Da 1, ¢ eine Basis von 0, so erhalt man offenbar jeden me al Vektor, wenn 
in x= a+be die Vektoren a, b unabhingig alle Gittervektoren aus =, 
durchlaufen. Es ist dann 


x2 = a? + b? + (2 ab + Bb?) «. 
Fiir x2 = 4 bzw. 6 muB daher 


a®+b?= 4, ab= — }b? 
bzw. 
a? +b? = 6, ab = — 3b? 


zutreffen. Die Abzihlung der Lésungspaare a, b wird so vorgenommen, daB 
man alle Paare a, b mit gleichem Wert a? zu einem Komplex zusammenfaBt. 
Diesem ProzeB entspricht die Zerlegung 


(1) a (4, Qs) = a (4, QF) + a*, 
a (6, Qs) = ao (6, QF) + af + af, 
wobei a* gleich der Anzahl der Paare a, b c =, mit 
=b?=2, ab= —1, 
af gleich der Anzahl der Paare a, b c =, mit 
a=4, b= 2, ab= —1 
und af gleich der Anzahl der Paare a, b c =, mit 


a= 4, btF=2, ab= —2. 


Beachtet man, daB die vorkommenden Vektoren a, b samtlich durch (46) 
und (47) gegeben sind, und diskutiert alle méglichen Kombinationen, so erhilt 
man 

a* = 13440, af = 138240, af = 30240, 


woraus sich mit (51) und (50) wirklich (49) ergibt. Wir erhalten folgendes 
Resultat: 
Satz 3. Es bestehen die Identitdten 


# (rt, Qs) = G(r), @ (t, Qs) = G, (7), (G. (r))? = G,(t), 
d.h. es ist ; 
a (2 v, Q4) = 120 < IN «|, 
uj) 


a(2¥, QO, + Q4) = a (2, Qe) = 240 - x IN ye |8. 
(uyiy 
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§ 3. 
Bestimmung von Klassen quadratischer Formen. 


Das Ziel der folgenden Betrachtungen ist der Nachweis, daB es auBer 
den Klassen Q,, Q, + Q,4, Qs keine anderen Klassen gerader Formen mit 
Determinante «*" in 4 oder 8 Veranderlichen mehr gibt. Zu diesem Zweck 
sollen die Gitter, welche den Klassen solcher Formen zugeordnet werden, 
einer naheren Betrachtung unterzogen werden. Wir betrachten eine beliebige 


ganzzahlige gerade Form Q(z, ... 2,,) iiber R (V5) mit Determinante e*' 
und denken uns Vektoren u,, .:., u,, derart’ bestimmt, daB 
(52) = @Q(z,,..., Z,) mitz= JZ 2,u, 
‘ i=1 
™m™ 


gilt. In dem Gitter U,, aller Vektoren x = XY z,u,; mit Koeffizienten z; c 0 


ist die Teilmenge V,, der Vektoren x mit x2 = 2 von besonderem Interesse. 
Fiir zwei beliebige Vektoren z,, t2 Cc U,, ist stets 4; %. C0; denn es ist 


(x; + 2)? — x2 — x3 = 24,22 Cc 20. 


Fiir Zahlen « aus R (V5) sei durch « — a’ der Automorphismus des Kérpers 


bezeichnet. Man bestimme nun Vektoren uj, ..., ui, derart, daB 
™m 
(2 xu)? =O (a, «+5 tm) 
mit der zu Q (x,, ..., Z»,) konjugierten Form iibereinstimmt; setzt man noch 


m 
x = J zu; fir: c U,, so ist xx, fiir x, x2 c U,, in gewohnlichem Sinne 
i=1 
zu x, X_ konjugiert, d.h. es ist 
(x) Xo)’ = x X). 
Angewendet auf Vektoren a,, ag C V,, folgt daraus, weil 
2 , 


a? = aj? = 2 (¢§ = 1, 2) und |a;a¢| < 2, |a,a5| < 2, 


daB die ganze Zahl a; a, sowie ihre Konjugierte dem Betrage nach héchstens 
gleich 2 sind. Daher kommen nur folgende Skalarprodukte in Betracht: 


QQ, = 2, e, 1, e=1, 0, — e-1, — 1, —2e, — 2. 
Diese entsprechen den Winkeln 


(53) XX (a;, ao) = 0°, 36°, 60°, 729, 90°, 108°, 120°, 144°, 180°. 


Es kommen also nur Vielfache von 36°, 60° und 90° in Frage. Eine beliebige 
Vektormenge heiBt reduzibel, wenn sie in zwei nicht leere orthogonale Teil- 
mengen zerlegt werden kann, -ist das nicht der Fall, dann irreduzibel. Um 
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eine Einsicht in die Struktur von V,, zu gewinnen, geniigt es offenbar, die 
irreduziblen Bestandteile von V,, zu bestimmen. Wir wollen zunichst fest- 
stellen, welche ebenen Vektorkonfigurationen in V,, mégiich sind. Die 
Vektoren a,, a2 C V,, seien linear unabhingig; sie erzeugen eine gewisse 
Ebene €. Welche Vektoren von V,,, auBer a;, az liegen noch in €? Ich be- 
trachte alle diese Vektoren und die Winkel zwischen je zwei benachbarten. 
Da mit a auch — a in V,, liegt, so treten die Winkel paarweise auf und der 
Vollwinkel 360° zerfallt nach (53) in gerade Vielfache von 36°, 60° und 90°: 
2 i - 36° + 27-600 + 2k- 900 = 360°, 
Aus dieser Gleichung folgt 
+= 54,,j= 31; k= 2k, 
und damit 
44 > ji + ky => i, 
Es kann also immer sur eine Sorte von Winkeln vorkommen. Indem wir 
nétigenfalls az durch — ag ersetzen, kann bereits a,a, > 0 vorausgesetzt 
werden. Der Fall a,;a, = e~! kann durch Ersetzen von ay durch 
e-1(a; + a2) Cc V,, auf den Fall a,;a, = e zuriickgefiihrt werden. Ent- 
sprechend den Werten 
a,Q, = 0, l, &€ 
sind nun genau die drei folgenden Konfigurationen méglich: 
1. Ein Viereck fiir aja, = 0: 


(54) +a,, + a (reduzibel). 
2. Ein Sechseck fiir aja, = 1: 
(55) +, +42, + (a; — ag). 
3. Ein Zehneck fiir a;a_ = «: 
(56) +4:, +Q2, + (€a; — Ge), + (@,; — € a2), + € (a) — ag). 


Diese Uberlegungen veranlassen uns, allgemein Vektordiagramme W, zu 
betrachten, fiir welche wir fordern: 

1. W,, ist irreduzibel und enthalt & linear unabhangige Vektoren. 

2. Fiir zwei Vektoren aus W, kommen andere Werte des Skalarproduktes 
als 0, +e" (vy = — 1, 0,1), +2 nicht in Betracht. Insbesondere ist 
a? = 2 fiir alle ac W,. 

3. Sind a,, ay linear unabhingige Vektoren aus W,, so erzeugen sie 
in W,, entsprechend ihrem Skalarprodukt, eine Vier-, Sechs- oder Zehneck- 
konfiguration. 

Diejenigen Diagramme, in welchen nur die Skalarprodukte 0, +- 1, +. 2 
vorkommen, sind aus der Theorie der Lieschen Ringe bekannt und sollen 
hier nicht mehr betrachtet werden. Wir wollen daher noch verlangen: 
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4. W, enthalt eine Zehneckkonfiguration. 

Es wird sich herausstellen, daB es nur zu den Dimensionen k = 2, 3, 4 ein 
Diagramm W, gibt, und zwar jeweils genau eins. Fiir & = 2 ist diese Be- 
hauptung bewiesen. Wir diskutieren den Fall k = 3. 

Nach 4. liegt in Ws ein Diagramm W, = [a;, ag] mit ajas = e. Wir 
bestimmen, was nach 1. méglich ist, einen von a;, a2 unabhingigen Vektor b. 
der auf W, nicht senkrecht steht. Sei dann etwa ba, + 0. Wir kénnen 
dann b durch einen Vektor b, in der Ebene von a, und b ersetzen, so daB 
b, a; = e” mit y = 0 oder | gilt. Dabei hat man noch die Freiheit, b, durch 
ea, — b, zu ersetzen. Wir benutzen sie, um auf alle Fille b,a, + 0 zu 


erreichen; das soll vorausgesetzt werden; es ist dann b;a, = + ¢ . Da nun 
aA (a;, Qs) => 36°, A (b;, a;) — 60°, so ist A (DB, Qs) Ss 96°. Es gilt daher 
b, a, = e“. Fiir vy = | scheidet uw = — 1 aus, da b, nicht in der Ebene von 


@,, a» liegt. In den fiinf iibrigen Fallen kann eine Linearkombination a, derart 
bestimmt werden, daB a,a3 = aga3 = « gilt. Entsprechend den Exponenten- 
paaren (v, s:) = (1, 1), (1, 0), (, 1), (0, 0), (0, — 1) wahle man as = by. 
—b,; +ea,;, —by + eae, €~! (a; + ag — b,), e~1 (by + ag). Wir erhalten 
damit in W; Vektoren a;,a2,a3 mit a; a, = ¢ fiiri + k. Jedes Diagramm Ws. 
welches diese drei Vektoren enthalt, mu8 nach 3. das System [a,, ae, a3] der 
Vektoren 

(57) +a,, +(@,;—ea2), +e(a;— a2), + (a; + a2 — € Qs) 

und aller derjenigen enthalten, die aus (57) durch beliebige Permutation der 
Ziffern 1, 2, 3 hervorgehen (Gesamtzahl: 30 Vektoren). Die Art und Weise. 
wie as bestimmt ist, la8t erkennen, daB auch der urspriinglich ausgewihlte 
Vektor b vom Typus eines der Vektoren von (57) ist, also in [a;, a2, a3] ent- 
halten ist. Wir beweisen nun 


(58) , Ws _ [a,, ae, Qs], 


d. h. jeder Vektor aus W,; kommt unter den Typen (57) vor. Sei b* ein be- 
liebiger Vektor aus W,. b* steht nicht auf allen a, senkrecht; sei also etwa 
b*a, + 0. Liegt b* in der Ebene von aj, ag, dann ist b* c Wy = [a, ag] 
C [a), ag, as]. Ist b* dagegen von a;, ae linear unabhingig, dann bestimmt 
man wie oben af in W; derart, daB a,a¥ = aga¥ = e und b* c [aj, ae, a§]. 
Lést man mit dem Ansatz af = a,a; + @ga_ + aga3 die Gleichungen 


a, ay _ a2 ay = 6, ay* _ 2, 
so erhilt man die Vektoren a¥ = a; und oo (a; + a2) — ag. Der zweite 


Vektor hat mit a3 ein unzulissiges Skalarprodukt, so daB also a¥ = az, 
womit (58) bewiesen ist. Wir kommen jetzt zur Dimension k = 4. Auf Grund 
von |. und 4. muB in W, ein Diagramm Ws, = [a;, ae, ag] mit a,a, = e fiir 
i + k enthalten sein. Wir bestimmen einen Vektor b in W,, der nicht in W; 
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liegt und auf W; nicht senkrecht steht. Wir nehmen wieder an, da ba, + 0. 
Wie wir gesehen haben, kann dann ein Vektor b,; mit a,b, = a,b, = e auf- 
gefunden werden, so daB b c [a;, ag, b,}. Es ist daher auch b, nicht in W, 
enthalten, da sonst auch 6b in Ws liegen wiirde. Geometrisch ist nun sofort 
zu sehen, daB nur noch agb; = e oder 1 méglich ist. Im zweiten Fall setze 
man af = — b, + €a;, af = b, — eay + easy und findet fiir diese Vektoren 
aus W,; die Skalarprodukte a,a¥ = a,af = asa¥ = asa¥ = a¥a¥ = «. In 
allen Fallen ist damit in W, ein System von vier Vektoren zu ermitteln, in 
welchem das Skalarprodukt von je zweien gleich e ist. Fiir die Vektoren 
dieses Systems wiahlen wir nunmehr die Bezeichnung a;, dz, a3, ay. Es gilt 
somit a,a, = ¢ fiir’ + k. W, muB nach 3. notwendig das System [a,, ag, 
G3, a4] der Vektoren 

+ a,, + (a, — € a2), + € (@) — Gg), + (a; + ae — € Qs), 
(59) + (e-1 (a; + ag + a3) — ag), + (e~! (ay + ag + ag) — 2 a4), 

+ (a; + a2 — e~? (a3 + a4)), + (0) + G2 — € as — €-} 04) 
und aller derjenigen enthalten, die aus den Vektoren (59) durch beliebige 
Permutation der Ziffern 1, 2, 3, 4 entstehen (Gesamtzahl: 120 Vektoren). 
Auch jetzt gilt wieder 
(60) W, = [a;, Gg, ag, a4). 
Hingt ein beliebiger Vektor b c W, linear von aj, de, ag ab, so liegt wegen 
der Eindeutigkeit von W; der Vektor b in [a;, ag, as]. Wenn dagegen b von 
den Vektoren a,, Ge, ag linear unabhingig und etwa b a, + 0 ist, dann be- 
stimme man einen Vektor 6b, c W, derart, daB a,b; = agb; = « und 
b c [a;, ae, b,]. Es ist dann notwendig agb, = ¢ oder 1. Mit dem Ansatz 
by = 010; + dee + Aga3 + 4404, b? = 2 erhilt man im ersten Fall als Lésungen 
von a,b; = agb; = agb; = e die Vektoren b, = a, und e~!(a; + ag + ag) — ay, 
im zweiten Fall als Lésungen von a,b; = agb; = ¢, a3b,; = | die Vektoren 
b, = e~! (a; + Ge + a4) — ag und a; + ag — e~! (a3 + a4). Damit ist er- 
kannt, da8 b, und folglich auch b in [a;, ag, a3, a4] liegen, womit (60) bewiesen 
ist. Die Einsicht, daB das System (60) auch wirklich die Forderungen 1. bis 4. 
erfiillt, gewinnen wir am einfachsten, wenn wir beachten, daB das Diagramm V4 
zu Q, die Forderungen |. bis 4. erfiillt und 120 Vektoren besitzt. wie sich 
spiter herausstellt. Damit haben wir alle W, bestimmt; denn W, existiert 
nicht mehr, wie sich aus der folgenden Uberlegung ergibt. In jedem (hypo- 
thetischen) Diagramm W, finden wir zunachst ein Diagramm W4, = [a), ao, 
G3, a4] mit a,a, = e fiir’ + k. Sei b ein Vektor aus W,, der nicht in W, liegt 
und auf W, nicht senkrecht steht. Nehmen wir etwa wieder ba, + 0 an, so 
kann wie oben ein Vektor b, in.W, gefunden werden, so daB a,b; = agb; = e€ 
und b c [a;, ag, b;] gilt. Es bestehen dann nur die Méglichkeiten 


a3b, = ¢ oder 1, agb,; = ¢ oder 1. 
6* 
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Der Fall asb; = a,b, = e€ scheidet aus, weil sonst die Vektoren a, + a, + 
— e~! (a3 + ag) und a, + ag — e~! (ag + b,) mit einem unzulassigen Skalar- 
produkt in W, enthalten waren. Wenn aber a3b, = a,b, = 1, dann ist 
(a; + a2 — e~! (a3 + ag))b; = 2, also b, = a, + ag — e-! (a3 + a4) und 
daher b c W,, was nicht se‘n sollte. Aus Griinden der Symmetrie brauchen 
wir nur noch den Fall asb; = e, agb; = 1 zu betrachten. Hierfiir ist 
(e~* (a; + ag + a3) — a4) b, = 2, also b; = e~! (a; + ag + ag) — ay, woraus 
wieder der Widerspruch b c W, folgt. 

Wir diskutieren jetzt die Vektordiagramme V,, zu den quadratischen 
Formen Q (z,, ..., Z,,) fiir die Veranderlichenzahlen m = 4 und'8. In den 
Fourierreihen zur Thetareihe von Q(z,. ..., z,,) und zur Eisensteinreihe 
G,, (t) stimmen die Konstanten Koeffizienten iiberein, daher folgt aus (27) 


2 

nach einem wiederholt angewendeten SchluB, daB auch die Koeffizienten 
zum Exponenten | iibereinstimmen. Daher ist die Anzahl der Vektoren in V,,, 
gleich 120 bzw. 240. Das einzige Vektordiagramm mit der Vektorenanzahl 120 
bzw. 240, in welchem keine Zehneckkonfiguration liegt, ist das in der Theorie 


der Lieschen Ringe mit A, bezeichnete Diagramm®). Kommt dagegen eine 
Zehneckkonfiguration vor, so sind V, = W, und V, = W, + W, die einzig 
méglichen Diagramme. Wenn U,,, m = 4 bzw. 8, das Diagramm W, bzw. 


W,+ W, oder A, enthilt, dann bilden bereits m Vektoren aus W, bzw. 
W, + W, oder A, eine Fundamentalmasche von U,, vom Volumen 1. Daher 
ist jede gerade Form Q (z;, . . ., Z,) mit Determinante ¢*’ fiir m = 4 und 8 in 
einer der Formenklassen Q,, Q, + Q,, O, enthalten. Die Klassen Q, + OQ, 
und ©, sind verschieden, weil W, + W, reduzibel und A, irreduzibel ist. 
Wir fassen die Resultate dieses Paragraphen susammen in 


Satz 4. Eine beliebige positiv definite ganzzahlige gerade quadratische 
Form Q (x,, ..., Lm) tiber R (V5) mit Determinante 2*' von m = 4 bzw. 8 
Verdnderlichen ist in der Formenklasse Q, bzw. einer der Klassen Q, + Dy, Ds 
enthalten. Die Klassen Q, + Q, und Q, sind voneinander verschieden; Q, ent- 
halt Formen mit ganzrationalen Koeffizienten. 


(Eingegangen am 2. 10. 1940.) 











Uber die Existenz von Algebren beliebigen Ranges 
mit quadratischer Normenform. 


Von 


Ernst-August Behrens in Hamburg. 


Die mit positiv definiten quadratischen Formen in n = 2k Variabeln 
gebildeten Thetareihen sind Modulfunktionen der Dimension — k und einer 
Stufe, die mit dem héchsten Elementarteiler der Koeffizientenmatrix der qua- 
dratischen Form zusammenhingt. Wie Herr Hecke?) gezeigt hat, haben diese 
Thetareihen eine algebraische EKigenschaft, die sich am bequemsten fiir die 
den Thetareihen entsprechenden Dirichletreihen formulieren laBt. Nach 
Adjunktion gewisser kommutativer Matrizen besitzt nimlich das System der 
Dirichletreihen, deren Thetareihen zu fester Dimension und Stufe gehéren, 
ein Eulerprodukt. 


Dies legt die Vermutung nahe, da8 diese positiven quadratischen Formen 
die Normenformen zu gewissen hyperkomplexen Systemen sind (oder mit 
solchen zusammenhangen), wie das bekanntlich bei 2 und 4 Variabeln tat- 
sichlich der Fall ist. In der vorliegenden Arbeit soll untersucht werden, 
ob Systeme mit derartigen Normenformen existieren. 

Bei den quadratischen Zahlkérpern und den Quaternionen sind die 
Normen selbst binire bzw. quaternire quadratische Formen. Sie sind fol- 
gendermafen gebildet: Diese Algebren besitzen einen Antiautomorphismus 
derart, daB das Produkt des allgemeinen Elements mit seinem Bilde eine 
quadratische Form, multipliziert mit dem Einselement der Algebra, ist. Die 
Koeffizienten der Form liegen im Grundkérper P der Algebra. Diese Normen- 
form ist multiplikativ, d.h. das Produkt der Normen zweier Elemente ist 
gleich der Norm ihres Produktes. 


Auch fiir Algebren beliebigen Ranges » hat man eine Norm definiert. 


&, &2, -.-, &, seien die Basiselemente der Algebra mit den Strukturkon- 
stanten c!,, 

n l 
(1) && = L Cie &. 


ce}, € P, P Crundkérper der Oharakteristik 0 der Algebra. 


1) E. Hecke, Uber Modulfunktionen und die Dirichletreihen mit Eulerscher 
Produktentwicklung I und II. Math. Annalen 114 (1937). 
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Als Norm des allgemeinen Elementes a = =z Zé definiert man die 


Determinante derjenigen Matrix, die bei der ‘oan Darstellung D der 
Algebra dem Element a zugeordnet ist: 


N, (a) = | Dein ee |: 


Fiirn = 4 ist diese ,,Darstellungsnorm“ Np (a) das Quadrat der gewohnlichen 
Quaternionennorm N (a). Im allgemeinen ist aber Np(a) weder eine qua- 
dratische Form, wie bei » = 2, noch Potenz irgendeiner quadratischen Form, 
wie es bein = 4 der Fall ist. Das ist der Inhalt von Satz 3. 

Will man also fiir Algebren beliebigen Ranges n als Norm eine quadratische 
Form / (z;, ..., 2) definieren, mu8 man offenbar diese Eigenschaft 


Np (a) = (f (21, -- » %)) 
fallen lassen. : 

Aber auch auf die beiden anderen obengenannten Eigenschaften der 
Norm, die sie im binaren und quaternaren Fall besitzt, mu8 man dann ver- 
zichten. Satz 1 zeigt namlich, daB es fiir beliebigen Rang » + 2 oder 4 nicht 
nur keinen Antiautomorphismus, sondern nicht einmal eine lineare Abbildung 
der Algebra in sich gibt mit der Eigenschaft, da8 das Produkt des allgemeinen 
Elementes mit seinem Bilde eine, quadratische Form, multipliziert mit dem 
Einselement der Algebra, ist. Und Satz 2 besagt, daB eine Norm, die durch 
eine quadratische Form definiert ist, nicht multiplikativ sem kann, wenn 
n + 2 oder 4. 

Satz 2 folgt fiir » > 8 bereits aus einem Satz von A. Hurwitz?). 
nimlich die Koeffizienten des Produktes zweier Elemente bilinear in Pe 
Koeffizienten der beiden Faktoren sind, wiirde die Multiplikativitat der 
quadratischen Form f(z,,...,2Z,) nach sich ziehen das Bestehen einer 
bilinearen Substitution 


n 
%= 2 OBYr 
i,.k=1 
mit der Eigenschaft 


I (aa, -- +> Se) °F (Pa, ---s Yn) as f (2), ..., %&)- 


Hurwitz zeigt, daB dies auBer in den Fallen n = 2, 4 oder 8 unméglich ist. 
Zum Beweis des Satzes 2 brauchen wir dann nur noch den Fall n = 8 zu 
beriicksichtigen. 

Das Prinzip ist bei den Beweisen aller unserer Siatze das gleiche. Da wir 
aus arithmetischen Griinden fordern miissen, daB die ,,Norm“ der Eins nicht 


2) A. Hurwitz, Uber die Composition der quadratischen Formen von beliebig 
vielen Variablen. Gétt. Nachr. 1898, 8. 309. 
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verschwinden soll, kénnen wir nach der Transformationstheorie quadratischer 
Formen annehmen, da8 / Diagonalgestalt hat, 


f (a1, eoey Zp) = 2 aa, 
und da8 das erste Basiselement ¢, gleich Eins ist, 
(2) €,&, €,€y = Ey. 


In jedem der Satze fiihrt dann die fiir / (z,,..., 2,) geforderte Eigen- 
schaft auf eine Algebra mit den Multiplikationsregeln 


(2) €, Ey = Eps = Ex, 
(8) &€, = — & €,, wenn t + k und beide ungleich 1, 
(9) e? = — 9,€;, 0, €P, wenn i + 1. 


Mit Hilfe der Darstellungstheorie zeigen wir dann, daf diese Algebra nicht 
assoziativ wire auBer fiir » = 2 oder 4. 

Der Darstellungstheorie bedienen sich auch P. Jordan, J. v. Neumann 
und: E. Wigner®) bei ihrem Beweis des Satzes von Hurwitz. Sie kommen auf 
dlas gleiche System der ¢, wie wir und fragen nach gewissen reellen Darstellungen. 
Ihre Uberlegungen sind aber nicht ganz einwandfrei, weil ihnen die Annahme 
zugrunde liegt, daB die e, mit diesen Multiplikationsregeln eine Gruppe er- 
zeugen. Die Verfasser iibersehen dabei, daB die Gruppe nicht assoziativ wire. 
Dies Versehen hat aber auf die Ergebnisse ihrer Arbeit keinen EinfluB. 


Satz 1. Aufer fiirn = 1, 2 und 4 gibt es keine Algebra mit einer linearen 
Abbildung in sich derart, daB das Produkt des allgemeinen Elements mit seinem 
Bilde eine quadratische Form multipliziert mit dem Einselement e, der Al- 
gebra ist. 

Beweis. Bei der linearen Abbildung werde das Element a = * L,€; 
abgebildet auf 
(3) a =2 My Ty Ex, M ker € P. 


Angenommen, es wire 


r! l 
a= ZL my, Ble &e = L Cee Mee Le Te & 
i,k,r i,k, r,t 


= 8,-f (z;,...,%) = 2 dy xi ey. 


3) On an algebraic generalisation of the quantum mechanical formalism. Annals 
of Mathematics 35 (1934), S. 51. 
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Aus dem Vergleich der Koeffizienten der Basiselemente folgt 


Z che my, 2 ej = b,54,%4 

i,kr i 

l, wenn ti =k 
0, wenn i +k, 


und hieraus wieder durch Koeffizientenvergleich der Unbestimmten 2; 


mit Ox os 


(4) Z (Cin mer + Cre Mes) = 26,,5,,d;. 


Da ¢, 2, = €,€, = &, ist, kénnen wir einige Strukturkonstanten ohne weiteres 
angeben: 

’ I 
(5) A, = 6, = d,;. 


Diese kénnen wir dann zur Berechnung der Koeffizienten m,, der linearen 
Abbildung (3) benutzen. Wir setzen zunichst in (4) i = r = 1: 


2h, Mey = m1 = 63,4), 
und dann 7 beliebig und r = 1: 
2 (Cin Mei) + Z chymes = 26,,6,:4, 


mM = 2 6,,6,,4; — 6,44). 
Also zusammengefaBt: 


m, = d,, 
(6) m,, = —d,, wenn i + l, 
m,;, = 0, wenn 7 + l, 
oder 
@ = d, (x, €; — Lea — -** — Inq). 


Es sei noch bemerkt, daB fiir N (e,;) = 1 nach der Transformationstheorie 
d, = 1 wird. 

Weil alle m,, bekannt sind, kénnen wir die Beziehung (4) zwischen den 
Strukturkonstanten vereinfachen zu: 


(7) Ch .Mry ma A me =2 6, 15;74;. 
Sind nun r und ¢ voneinander verschieden und beide ungleich 1, so erhalten 


wir wegen ™,, = m;, 
Cy = — Oy 
und daraus nach (1) fiir die Basiselemente 
(8) 6,8, = — & &;, wenn i + r und i, r + 1. 


Ist aber i = r + 1, dann ergibt sich aus (7) 


d 
Ci = — on ZF 
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und damit eine Aussage iiber die Quadrate der von ¢, verschiedenen Basis- 
elemente 


(9) a= —Ha, wenn i + 1. 
1 


Satz 1 folgt dann sofort aus dem 
Hilfssatz: Nur fiir n = 2 und 4 gibt es Algebren mit den Eigenschaften 


(2) 618, = E81 = Ex, 
(8) &,& = — &&, wenn i + 7 und 4, r + 1, 
(9) g= — &, wenn «+1. 


1 


Beweis. Fiir einen anderen Rang » wire die Algebra nicht assoziativ. 
Namlich ausgedriickt in den Strukturkonstanten der Algebra lautet das 
Assoziativgesetz 
(10) Zein Cr = SNe 

m 


ui~mk* 


Eine bequeme Ubersicht iiber die Strukturkonstanten kénnen wir uns 
durch die regulire Darstellung der Algebra 


(ey €\ 
[!)-«= teu (2) 
En/ En. 


verschaffen. Die den Basiselementen « = e, zugeordneten Matrizen (a; ,) sind 
gerade die zu Matrizen M, vereinigten Strukturkonstanten c', 


é) & €1 
(=o (2) =a (") 
En En En 


Gem&B den Darstellungseigenschaften gehen die Gleichungen (8) und (9) 
iiber in 
(11) M,M, = — M,M,, wenn i + r und i,r + 1, 


(12) M = — M E, wenni +1. 
1 
Aus (12) folgt fiir die Determinante 
und aus (11): |M,||M,| = (— 1)"|M,||M,|. Also mu8 der Rang» der Algebra 


gerade sein. DaB er auch nicht von 2 und 4 verschieden sein kann, beweisen 
wir mit Hilfe des Assoziativgesetzes (10). Aus ihm folgt namlich, da8 in allen 
anderen Fallen die Determinante |M,M,| = 0 ist, was (13) widerspricht. 
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Um hierzu (10) in Matrizen schreiben zu kénnen, miissen wir c’, durch 
c;, und c™, durch c®™, ausdriicken. Es sei u + 1, ebenso i und v. Dann be- 
kommen wir fiir die linke Seite von (10) unter Benutzung der sich aus (2), (8) 
und (9) fiir die Strukturkonstanten ergebenden Relationen 


a¢d.c,=— J d,e+e.ce 
l ik™Mul t+1 ik™lu ik™al 


priciest 2 Cie te + 2 bio Cie; 
t=1 
und ebenso folgt fiir die rechte Seite: 
Soro = — Lore, +26,, 4,6; 


ju “mk ke “it 
also zusammen: 


ra 2 Cin Ci a 2b. 0 Cte oo 2 Oh On, + 2855 95 Che 
m 


y U ‘ 1 1. " 
(14) 2 Ci Cnt ~ 2 cin iy = 26,,6,,¢,—26,,.¢eh¢, wenni,v,u + 1. 


Auf der linken Seite von (14) steht dasjenige Element a,;,, das in der 
i-ten Zeile und v-ten Spalte der Matrix 


(15) M,M, — M,M, = (4;-) 


steht. Abgesehen von der ersten Zeile und der ersten Spalte sind also die 
Matrizenelemente 


(16) G,, =-26,, 9;, ce}, —2d,.c!,. 


Auch fiir i oder v = 1 laBt sich ein ahnlicher Ausdruck angeben; wir 
miissen dann mehrere Fille unterscheiden. Da die Kenntnis der Elemente 
der ersten Zeile und ersten Spalte fiir das Folgende nicht nétig ist, kann die 
Berechnung hier iibergangen werden. 

Wir nehmen u,k + 1 und u + k. Wegen (11) ist dann die linke Seite 
von (15) 

M,M,—M,M, =2M.M, 
und somit 
= a w 
(17) M,M, =(“). 

Fiir » > 4 gibt es nun in dieser Matrix zwei linear abhingige Spalten.. 
Es ist dann nimlich méglich, fiir v zwei Zahlen v, und v2 zu wahlen, die von 
1, k und « verschieden sind. Nach {16) stehen in den Spalten v, und v2 héch- 
stens in der ersten Zeile von Null verschiedene Elemente. Diese Spalten sind 
also linear abhiingig und damit die Determinante |M,M,| = 0, was (13) 
widerspricht. Der Hilfssatz und damit Satz 1 sind also bewiesen. 


Satz 2. Aufer fiirn = 1, 2 und 4 gibt es keine Algebra mit multiplikativer 
quadratischer Normenform. 
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Beweis. Wieder seien a = L2,e, und b= Ly,e, Elemente der 
‘ r 
Algebra, ¢; = 1 und N (a) = 2 d,2?; 


(18) N (ab) = N (a) N (0). 
Die Norm des Produktes der Elemente 
ab = ~ LeYrliee = X et Yees 
ist: 
N(ab) = 2d, (Zeina ya)? 
= LaF cine ys) (Zhu 25 Ye) 
= 224, (utayet LF LF dieiecin tj yn Yu 


95 -eyu=O0 1 


und das Produkt der Normen ist: 
N (a) N (6) = x d,d, x? y?. 


Aus (18) folgt dann durch Vergleich der Koeffizienten linear unabhangiger 
L,LjYuYu 
(19) 2 dy (Cin cju + Cin eis) = 254; Pen dide. 

t 


Aus dieser letzten Gleichung folgen nun die Relationen (8) und (9) 
zwischen den Basiselementen der Algebra und so nach dem Hilfssatz die Be- 
hauptung von Satz 2. 

Wir erweitern dazu den Grundkérper P der Algebra durch Adjunktion 
der Quadratwurzeln aus allen d,. Als Basiselemente dieser neuen Algebra 
wiahlen wir 


&j 


Ct. a 
Die neuen Multiplikationskonstanten ergeben sich dann aus den alten durch 
ra, 


I t 
Vik = Cik d,d, ’ 
und Gleichung (19) wird aquivalent mit 
Z (vie yn + Vin Vir) = 26;; = 


Wieder vereinigen wir die Multiplikationskonstanten y', zu den Bildern M, 
der Basiselemente 7, bei der reguliren Darstellung. Fiir (19) kénnen wir dann 
in diesen Matrizen schreiben | 


(20) M, M', = — M,,M;,, wenn k + u, 
(21) M, M, = E. 








we 
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Wegen 7, = 7 ist M, = ia E; dies zieht, wenn wir in (20) k = 1 setzen, 
1 
die Schiefsymmetrie der Matrizen M', = — M, fir u + 1 nach sich. Also 


M,M, = — M,M,, wenn k + u und k, u + 1, 
M? = E. 


Da die M, die Bilder der Basiselemente 7, bei einer isomorphen Dar- 
stellung sind, ist 


BS 
1 = kn = Va, ’ 


Nuke = — MeNy, Wenn k + wu und k,u + 1, 
= Vay. 
SchiteBlich fiihren wir die neuen Babtis.’-mente €; = 7; Vd, = 8, 
fo = No, ---, Cy = & ein und erhalten ein System mit 
(2) Oil = Cnbi = Ce, 
(8) Cute = — Only, wenn k + wu und k,u + 1, 
(9) CS = 03. 


Die Nichtassoziativitat dieses Systems folgt dann sofort aus dem Hilfssatz. 


Unter der Darstellungsnorm Np(a) verstehen wir die Determinante der- 

n n 
jenigen Matrix ( Z c!,2z,), die das Bild des Elementes a = XY 2, ¢, bei der 
&t=1 k= 1 


reguliren Darstellung der Algebra ist. 


Satz 3. Aufer fiir n = 1, 2 und 4 gibt es keine Algebra vom Range n, 
deren Darstellungsnorm N,,(a) Potenz einer irgendwie als Normenform N (a) 
defimerten quadratischen Form f{ (21, ..., Zq) ist. 


Beweis. Es sei Np(a) = N™(a) = (f(z,,..., 2))". Da Np(a) eine 
homogene Form in z,, ..., Z, vom Grade n ist, muB m- gerade und n = 2m 
sein. Aus der Multiplikativitat der Darstellungsnorm, 


N, (a - 6) = Np(a) Np (6), 
folgt 

N™ (a -b) = N™(a)N™(b), 
also 


N (a+b) = N(a)N (6) - Cn, 


wobei ¢,, eine m-te Einheitswurzel ist. Nétigenfalls erweitern wir dazu den 
Grundkérper P der Algebra zum Kérper der m-ten Einheitswurzeln iiber P. 
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Zu jeder Kombination a, } gibt es also eine m-te Einheitswurzel 





bm = mad) = 
Die rechte Seite dieser Gleichung kénnen wir als rationale Funktion in den 
4m Variabeln 2, ..., Zam, Yi, ---» Yom auffassen: 
Mee, Zi Yur 0 2Ge X;y Yu) 
Sm (a, 6) = f (2, +++ Zam) Fyn Yam)’ 


f (Zp. * °9 22m) = 2d 2. 


Wenn wir fiir die Variabeln Elemente aus P einsetzen, nimmt diese rationale 
Funktion héchstens m verschiedene Werte an, namlich die m-ten Einheits- 
wurzeln. Setzen wir voraus, daB die Charakteristik von P ungleich 0 ist, 
mu8 diese Funktion eine Konstante, also ¢,,(a,b) unabhangig von a und b 
sein. Wir berechnen diese Konstante, wenn wieder die Algebra auf die Gestalt 
é; = 1 und die Form N auf Diagonalgestalt Y d,2? gebracht ist, sehr einfach: 


en (@, b) —_ Cm(e1, &;) _ N-1(e) ari dy’. 
N (ab) = d-1N (a)N (0). 


Wie beim Beweis von Satz 2 werden wir dann durch Koeffizientenvergleich 
auf das nichtassoziative System (2), (8), (9) gefiihrt. 


(Eingegangen am 23. 9. 1940.) 











Die 28 Doppeltangenten einer Kurve vierter Ordnung”*). 
Von 
Li En-Po in Ho-Pei (China). 


Einleitung. 


Steiner!) hat eine Reihe von Sitzen iiber die Doppeltangenten der 
ebenen Kurven vierter Ordnung ohne Beweise ausgesprochen. Einen Teil 
dieser Sitze haben Hesse, Salmon und Noether bewiesen. Diese Arbeit stellt 
sich das Ziel, alle von Steiner ausgesprochenen Sitze zu beweisen und noch 
einige weitergehende Ergebnisse herzuleiten. Die betrachtete Kurve vierter 
Ordnung wird dabei als doppelpunktfrei und irreduzibel vorausgesetzt. 

Wie dies zuerst Hesse®) getan hat, betrachten wir die Koordinaten eines 
Punktes in der Ebene als die Parameter eines Netzes von quadratischen 
Flaichen im Raum und das Verschwinden der Diskriminante als die Gleichung 
der Kurve vierter Ordnung. Dieses Verschwinden ist die Bedingung dafiir. 
daB die Fliche des Netzes ein Kegel ist; es entspricht also jedem Punkt der 
Kurve vierter Ordnung in der Ebene ein Kegel des Netzes im Raum. Hieraus 
hat Hesse viele Ergebnisse erhalten und fiir die Untersuchung der Doppel- 
tangenten verwertet. Wir kénnen aber auch ohne Betrachtung der Kegel, 
nur mit Hilfe der acht Schnittpunkte der drei Basisflachen und der invarianten 
Eigenschaften der Polaren, alle 28 Doppeltangenten darstellen und ihre 
Eigenschaften diskutieren. 


Bekannt ist*), daB die 56 Beriithrungspunkte der 28 Doppeltangenten auf 
einer Kurve 14. Ordnung liegen. Wenn man also die Schnittpunkte dieser 
Kurve mit der Kurve vierter Ordnung bestimmt, kann man alle Doppel- 
tangenten erhalten. Diese Methode ist zwar nicht geeignet zur Erforschung 
der Eigenschaften der Doppeltangenten, aber ihre Existenz kann man so 


*) Diese Arbeit wurde von der philosophischen Fakultat der Universitat Leipzig 
als Dissertation angenommen (D 15). 

) Steiner, Eigenschaften der Kurven vierten Grades riicksichtlich ihrer Doppel- 
tangenten. Crelles Journal, Bd. 49. 

*) Hesse, Uber die Doppeltangenten der Kurven vierter Ordnung. Crelles Journal, 
Bd. 49. — Zu den Doppeltangenten der Kurven vierter Ordnung. Crelles Journal, 
Bd. 55. 

%) Hesse, Transformation der Gleichung der Kurven vierzehnten Grades, welche 
eine gegebene Kurve vierten Grades in den Beriihrungspunkten ihrer Doppeltangenten 
schneiden. Crelles Journal, Bd. 52; vgl. auch Weber, Algebra II, Abschn. 13. 
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beweisen. (Die Existenz und Anzahl der Doppeltangenten folgen iibrigens 
auch aus den Pliickerschen Formeln.) 

Salmon‘) faBte die Kurve vierter Ordnung als die Einhiillende eines 
Systems 22R + 22Q 4+- S = 0 auf, wobei R, Q und S drei Kegelschnitte 
sind. Dabei zeigte er, da% jedes Doppeltangentenpaar fiinf andere Paare be- 
stimmt; die sechs Paare zusammen nennt man eine Steinersche Gruppe. Er 
zeigt noch, wie man aus den Gleichungen von je drei Paaren aus einer Steiner- 
schen Gruppe die Gleichung der Kurve gewinnen kann. Auf Grund dieser 
Bemerkung kann man aber weiter zeigen, daB irgendeine Kurve vierter 
Ordnung als die Diskriminante eines quadratischen Flachennetzes dargestellt 
werden kann. So kann man von der Salmonschen Erzeugung zur Hesseschen 
iibergehen und umgekehrt. Wir werden das nachher unter 1.2 niher aus- 
fiihren. 


Steiner hat die Behauptung aufgestellt, da8 die 63 Steinerschen Gruppen 
sich fiir 2 << » < 8 nach einem Gesetz zu » und » zu Systemen S [n] ordnen, 
so daB zu je (n — 1) Gruppen allemal eine und nur eine bestimmte -te Gruppe 
gehért; wahlt man aus jeder der » Gruppen eines Systems ein beliebiges Paar, 
so liegen die 4” Beriihrungspunkte auf einer Kurve n-ter Ordnung. Zum 
Beweise dieser Behauptung kann man ein Kriterium von M. Noether 5) heran- 
ziehen, wodurch man entscheiden kann, ob die 4 » Beriihrungspunkte von 2 
Doppeltangenten von einer Kurve n-ter Ordnung ausgeschnitten werden. 
Dariiber hinaus kann man nachweisen, daB auf dieser Kurve noch » (n — 2) 
Beriihrungspunkte einer Kurve (2 — 4)-ter Ordnung mit denselben 2” 
Doppeltangenten liegen. 

Um die Steinerschen System: von je » Steinerschen Gruppen zu unter- 
suchen, fiihren wir den Begriff der Punktgruppe auf einer Kurve ein und 
erkliren die Multiplikation von zwei Gruppen. Aus dieser Betrachtung finden 
wir sehr leicht die Beziehungen zwischen den Steinerschen Gruppen, sowie 
den Hauptsatz hinsichtlich der Eigenschaften der Systeme S [n]. Demnach 
kénnen wir alle Systeme Sn] ermitteln und die Anzahl der Systeme 
berechnen. Als Beispiel schreiben wir uns die Systeme fiir » = 3undn = 4 
vollstindig hin und untersuchen auch die Kurve dritter Ordnung, 
welche durch die 12 Beriihrungspunkte der sechs Doppeltangenten eines 
Systems S [3] geht. 

Im Kapitel I werden wir die Ergebnisse von Salmon und Hesse wieder- 
geben, soweit sie zu unserem Problem Beziehung haben. Kapitel II bringt 
die Theorie der Punktgruppen und die Beweise der Steinerschen Satze. 





*) Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie der héheren ebenen Kurven. 
5) M. Noether, Uber die Gleichungen achten Grades und ihr Auftreten in der 
Theorie der Kurven vierter Ordnung. Math. Annalen, Bd. 15. 
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I. Hessesehe Erzeugung und Steinersche Gruppen. 


1.1. Es sei py 44 +4,B+1,C =0 ein Netz von quadratischen 
Flachen im Raum S;; die Koeffizienten dieser Flache sind Linearformen in /: 


(1) fer = AoGer + Arbg1 + Aotgr. 


FaBt man nun die A, 2,, 42 als Koordinaten in einer Ebene auf, der 
Bildebene des Netzes, so definiert die Gleichung /,, = 0 in der Bildebene eine 
Gerade und die Diskriminante 


thi he hs he) 
(2) F = (\!2! feo fes fos = @ 
fsa Ise fss fsa 


fa ie fas has! 


eine Kurve 4. Ordnung. Jedem Punkt dieser Kurve entspricht ein Kegel 
des Netzes. 

Es ist bekannt, daB drei Quadriken A, B, C im allgemeinen acht ver- 
schiedene Schnittpunkte haben, das Netz y also acht Basispunkte hat. 
Eine Ausnahme kann nur dann auftreten, wenn die Quadriken A, B, C eine 
Kurve (Gerade, Kegelschnitt oder kubische Raumkurve) oder eine Ebene 
gemeinsam haben oder wenn mehrfache Schnittpunkte vorkommen. In allen 
diesen Fallen hatten die drei Quadriken in einem ihrer gemeinsamen Punkte 
eine gemeinsame Tangente. Es giibe dann eine Linearkombination D = 4,4 + 
+ 2,B + 2.C, die in diesem Punkte einen Doppelpunkt hat, also einen Kegel. 
Wir werden sehen, daB dieser Fall nicht vorkommen kann, wenn die Bild- 
kurve (2) doppelpunktfrei ausfallen soll. 

Lemma. Ein Biischel von Quadriken in S; enthalt im allgemeinen 
4 Kegel. Hat einer der Kegel seinen Doppelpunkt in einem Basispunkt des 
Biischels, so fallen zwei der vier Kegel in ihm zusammen. 

Beweis. Das Biischel sei durch 


4,B “tT A.C — 0 


gegeben. Die Kegel im Biischel entsprechen dann den Wurzeln der biquadrati- 
schen Gleichung 


Aybiy + ety, Apdbye + Ageye .-. Arbdig Hdotrs 
(3) Jnbes + Aeon Azbee + Agtse ... Aydeg + Actes ay 
Ay bg, + Agty, Abas tAgtgn «-. Ardug t Actas 


Ist der Punkt (1,0, 0,0) die Spitze des Kegels B, so ist b,;,; = bi, = di3 
= 6,, = 0. Geht nun auBerdem die Flache C durch denselben Punkt, so 
wird ¢,, = 0, und die linke Seite von (3) wird durch 4} teilbar. 
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Einem Biischel des Netzes py entspricht eine Gerade in der Bildebene des 
Netzes. Den vier Kegeln des Biischels entsprechen die vier Schnittpunkte der 
Geraden mit der Kurve (2). Wiirde das Netz einen Kegel D enthalten, dessen 
Spitze ein Basispunkt des Netzes wire, so wiirde jedes D enthaltende Biischel 
in D zwei zusammenfallende Kegel haben, also wire der D entsprechende 
Punkt in der Bildebene ein Doppelpunkt der Kurve (2). Das ist unméglich, 
da die Kurve als doppelpunktfrei vorausgesetzt wurde. Auf Grund der oben 
genannten Bemerkung folgt nun: 

Das Netz py hat 8 verschiedene Basispunkte®). 

Wahlt man irgend vier Basispunkte Z,, E,, E;, E, des Netzes als Ecken 
des Koordinatentetraeders, so nimmt die Gleichung (2) die Gestalt 


| 0 hie his hie 


(3) F= fer 0 fes fos = (fiafes — hefss — hishes)® — thiefsahisfes = 0 
31 feo O fas 


fer faz fas 9 
an. 
Aus (3) sieht man, da jede der vier Geraden /,. = 0, fs, = 0, fig = 90, 
f24 = 0 die Kurve F zweimal in zwei zusammenfallenden Punkten schneidet 
und deshalb eine Doppeltangente ist. 


Mit (Z: wy) bezeichnet man die erste Polarform irgendeines Punktes FE 
in bezug auf y. Dann gilt: 


(Ey: yp) = tefio + Ishig + Lahie 
und 


By: (By: y) = fie, 
wobei EZ, = (1,0,0,0) und EF, = (0, 1, 0, 0). 


Jede Polarform der Form yw in bezug auf je zwe) Basispunkte EF, und F, 
bestimmt also eine Doppeltangente; die zwei Basispunkte werden die Pole 
der Doppeltangente genannt. Im ganzen gibt es 28 Doppeltangenten; jede 
von ihnen bezeichnet man mit jh, und zwar ist jk = kj. 


1.2. Aus dem Obigen folgt, daB die Diskriminante eines Netzes von 
quadratischen Flichen im Raum S, eine Kurve vierter Ordnung darstellt. 
Nun ergibt sich die Frage: Wie stellt man eine gegebene Kurve vierter Ord- 
nung F == 0 als die Diskriminante eines solchen Netzes dar? 

Seien ¢,, ¢, irgend zwei verschiedene Doppeltangenten der Kurve F 
und Q ein beliebiger durch ihre vier Beriihrungspunkte gehender Kegelschnitt. 
Dann definiert AF + Q? = 0 ein Biischel von Kurven vierter Ordnung. Jede 
Kurve im Biischel beriihrt die Geraden t, und ¢, in denselben vier Punkten. 


6) Dieser Beweis wurde einem unpublizierten Manuskript von Prof. van der 
Waerden entnommen. 
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Wahlt man also / so, daB die Kurve AF + Q? = 0 durch den Schnittpunkt der 
beiden Geraden geht, so hat sie mit jeder der beiden Geraden 5 Punkte ge- 
meinsam, also sind die beiden Geraden als Bestandteile in ihr enthalten. 
Man hat daher die Identitat 


AF + @ =1,08 
oder, wenn man AF wieder F nennt und (,t, = & setzt, 
(4) F = RS—@, 


wo R, S und Q quadratische Formen sind und R in t, und ¢, zerfallt. Aus (4) 
folgt fiir beliebige 2 


(4a) F = R(#R+21904+8)—(AR+Q»). 
Die Gleichung (4a) bedeutet, daB die Kurve F die Eighiillende des Systems 
(5) #R+2190+S8=0 


ist. Jeder Kegelschnitt des Systems beriihrt die Kurve F in vier Punkten, 
die mit den vier Beriihrungspunkten der zwei Doppeltangenten ¢, und ¢, auf 
einem Kegelschnitt 2R + Q = 0 liegen. 

Aus (4) folgt: 
(2; — Ag)? F = (ARR + 22,0 + 8) (AZ R+24.Q + 8) — 

— [A Ag R + (A, + 42)Q + SP; 
daraus ergibt sich, daB je zwei Kegelschnitte des Systems die Kurve F in 
acht Punkten beriihren, die auf einem Kegelschnitt liegen; insbesondere 
liegen die acht Beriihrungspunkte von je zwei zerfallenden Kegelschnitten des 
Systems (5) auf einem Kegelschnitt. 

Will man R und S symmetrisch behandeln, so mu8 man die Formel (5) 
homogen machen, also‘sie durch 


(6) APR + 22,402 + ABS = 0 
ersetzen. 


Wir fragen nun, ob unter den Kegelschnitten des Systems (6) auBer R 
noch weitere zerfallende Kegelschnitte vorkommen. Ein Kegelschnitt (6) 
zerfallt, wenn seine Diskriminante 


A tag t+ 2A Ag Goo + AZ %00 "+++ AT Tog + 2A, Ag doe + Az Spe 
(7) Hi 
A te +2 Ay Aedes + Az S29 
den Wert Null annimmt. Das ergibt eine Gleichung 6. Grades zur Bestimmung 


des Verhiltnisses 7, : A, von der wir zeigen wollen, daB sie keine mehrfachen 
Wurzeln haben kann. 
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Gesetzt etwa, A, = 0 wiire eine mehrfache Wurzel. die Diskriminante (7) 
wire also durch A}? teilbar. (Durch eine lineare Parametertransformation 


kann man jede andere Wurzel auf 2, = 0 zuriickfiihren.) Wir wihlen die 
Koordinaten so, daB der zur Wurzel 2, = 0 gehGrige zerfallende Kegelschnitt 
die Gleichung y; yz = 0 hat [der Kegelschnitt © kann nicht in zwei zusammen- 


fallende Geraden zerfallen, denn dann wiire wegen (4) jeder Schnittpunkt 
dieser Geraden mit dem Kegelschnitt Q ein Doppelpunkt der Kurve F. die 
doch doppelpunktfrei sein sollte]; dann sind alle s,,, mit Ausnahme von 
$2 = 82;, gleich Null. In der Determinante (7) sind jetzt die erste Zeile und 
die erste Spalte durch 4, teilbar; also alle Determinantenglieder durch 2? 
teilbar, auBer dem einen 


+ 4 “ 4° -9 
— 2dr hoqon * Az 842° Az 82 


1° 


Dieses ist nur dann durch /? teilbar, wenn goo = 0 ist, das heiBt, wenn der 
Kegelschnitt @ durch den Punkt (1, 0,0), den Doppelpunkt des Kegel- 
schnittes S, geht. Nach (4) wire dann dieser Punkt auch Doppelpunkt 
von F, was unméglich ist. 


Also hat die obige Gleichung 6. Grades sechs. verschiedene Wurzeln’). 
Es folgt: 

Das quadratische Kegelschnittsystem (5) enthalt sechs zerfallende Kegel- 
schnitte; jeder von ihnen zerfiallt in zwei Doppeltangenten der Kurve F. Man 
nennt ein solches System von je sechs Doppeltangentenpaaren eine Steinersche 
Gruppe. 

Ist t,t, ein zweites Paar der durch t,t, bestimmten Steinerschen Gruppe, 
so ist t,t, im System #2R + 22Q + S = Oenthalten, also gibt es ein solches A, 
daB i,t, = 2R+21Q+S wird. Man erhalt dann, wenn statt 4R + Q 
wieder Q geschrieben wird, nach (4a) 


(8) F=t,6t,4 —-@. 


Die obige Identitat zeigt, daB das Doppeltangentenpaar (,t, dieselbe 
Steinersche Gruppe bestimmt wie das Paar t,t,; also wird eine Steinersche 


Gruppe durch ein beliebiges der sechs Doppeltangentenpaare bestimmt. Da 
eg 7 Paare von Doppeltangenten gibt, von denen je sechs eine Steinersche 


Gruppe bilden, so gibt es genau 63 Steimersche Gruppen. 
Ist t,t, ein drittes Paar derjenigen Steinerschen Gruppe, der auch t,t) 
und t,t, angehdren, so ist t,t, im System (5) enthalten, also t,t, = #R + 


”) Dieser Beweis wurde cinem unpublizierten Meanuskript von Prof. van der 
Waerden entnommen. 


7* 
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+ 24Q + 8. Daraus folgt: Q = " (t,t, — 7#t,4, — ¢,t,). Nun kann man 
statt (8) auch schreiben: 
F = t,t, (t,t, + 24Q-+ tt) — (Ae, + QP 
, U 1 U U 
= ft &t, — [2t¢, T 55 (es — t,t, — tt). 


Schreibt man nun fiir 4, At, 4 wieder t,, t;, te, ‘so erhalt man 
04h bk & 
' , , a th 0 & & 

—4F = (4 —t6—t4)—4t4444h=|7 > *° . 
34,—b 14) if; tote hh 0 & 
is t2 & O 


Es folgt, dafS jedes geordnete System von sechs Doppeltangenten 
t,t, tot, t,t, die drei Paare einer Steinerschen Gruppe bilden, in eindeutiger 
Weise zu einer Hesseschen Erzeugung der Kurve vierter Ordnung fiihrt, mit 
bestimmter Numerierung der vier ersten Basispunkte 1, 2, 3, 4, und zwar so, 
daB t,, t, ty, t. ty, & die Nummern 12, 34, 13, 24, 14,23 erhalten; umgekehrt 
fiihrt jede Hessesche Erzeugung mit vier numerierten Basispunkten 1, 2, 3, 4 
zu einem solchen System t,f, t,t, t,t3. Da je drei Paare 3! - 28 = 48 solcher 
geordneten Systeme ergeben, so gibt es zu jeder Steinerschen Gruppe 
48 - 20 = 960 Hessesche Erzeugungen. Die Anzahl der Steinerschen Gruppen 
ist 63, die Anzahl der geordneten Systeme t,t), t,t} t,t also 63 - 960, die Anzahl 
der Hesseschen Erzeugungen mit vier numerierten Basispunkten somit 
auch 63 - 960. Beachtet man die Willkiir in der Bezeichnung der Basispunkte 


1, 2, 3. 4 eines Quadrikennetzes, so folgt, daB es aoe. = 36 Hessesche 


Erzeugungen einer vorgegebenen biquadratischen Kurve gibt. 

1.3. Sind ¢,t; und t,t, irgend zwei Doppeltangentenpaare einer Steiner- 
schen Gruppe, so erhalt man F = t,t, t,t; — Q*, wobei Q der durch die acht 
Beriihrungspunkte gehende Kegelschnitt ist. In dieser Gleichung kénnen 
die Rollen von 1,t, tt. beliebig vertauscht werden. Wenn also die Paare 


oe Be 


t,t, t,t; einer Steinerschen Gruppe angehéren; so gehéren auch t,t, und t/t; 
sowie t,t; und ¢,t; je einer Steinerschen Gruppe an. Man nennt ein solches 
Quadrupel. dessen acht Beriihrungspunkte auf einem Kegelschnitt liegen, 
ein syzygetisches Quadrupel. Weiter: je drei Doppeltangenten ¢,t,t;, deren 
sechs Beriihrungspunkte auf einem Kegelschnitt liegen, lassen sich immer zu 
einem syzygetischen Quadrupel erginzen. Denn setzt man wieder R = t,t; 
und nimmt fiir Q den Kegelschnitt durch die sechs Beriihrungspunkte, so gilt 
wie oben die Gleichung F = RS — Q2, aus der folgt, daB der Kegelschnitt S 
die Kurve F in vier Punkten beriihrt. zu denen die zwei Beriihrungspunkte 


der Doppeltangente t; gehoren. Also enthalt der Kegelschnitt die Gerade ¢; als 
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Bestandteil. Setzt man nun S = t,t;. so geht diese Gleichung in F = t,t; t;t; —Q? 
iiber; es bilden also t,t; t;t; ein syzygetisches Quadrupel. Ein solches Tripel 
von Doppeltangenten, deren Beriihrungspunkte auf einem Kegelschnitt liegen. 
nennt man ein syzygetisches Tripel; jedes andere Tripel hei®t asyzygetisch. 


1.4. Nach 1.1. hat jede Doppeltangente jk zwei ..Pole“ E; und E,. 
Wir haben gesehen, daB jedes Doppeltangentenpaar eine Steinersche Gruppe 
bestimmt. Zwei Doppeltangenten haben aber entweder einen gemeinsamen 
Pol, wie jl und #1, oder keinen, wie j/ und Im. Wir fragen nun: Welche 
Bezeichnung tragen die anderen fiinf Doppeltangentenpaare, die mit 71 kl 
oder jk im eine Steinersche Gruppe bilden ? 


Wahlt man irgend vier Basispunkte 7, 4, 1, m des quadratischen Flachen- 
netzes als Ecken des Koordinatentetraeders. so sieht man nach (3), daB die 
Doppeltangenten jkimjlmk stets ein syzygetisches Quadrupel bilden. 
Somit gehéren die Paare jk mk und jl ml oder die Paare jk lm und jl mk der- 
selben’ Steinerschen Gruppe an. Daraus folgt. daB 1k 2k (k = 3, 4. 5, 6, 7, 8) 
eine Steinersche Gruppe bilden. Es folgt weiter, da8 die Tripel 13 23 12, 
12 23 45 und 13 23 34 asyzygetisch sind, denn in der durch 13 23 bestimmten 
Steinerschen Gfuppe kommen die Doppeltangenten 12. 34 und 45 nicht vor. 
Allgemein ist das Tripel 1k 2k 12, 1121 kl oder 11 21 jk (j,k. 1 = 3. 4.5, 6,7, 8 
und j + k + l) asyzvgetisch. 

Bezeichnen wir irgendeine Doppeltangente mit einem §Strich: |. zwei 
Doppeltangenten, die einen gemeinschaftlichen Pol haben. mit /. sonst 
mit || und entsprechend fiir Tripel und Quadrupel, so kénnen wir das eben 
Gesagte auch so ausdriicken: Die Quadrupel © und daher die Tripel - sind 
syzygetisch, die Tripel A, Vv und | dagegen asyzygetisch. 

Das Paar 1234 definiert eine Steinersche Gruppe. welche nach dem 
obigen keine Doppeltangenten kl (k = 1, 2, 3, 4; 1 = 5. 6, 7, 8) enthalten 
kann. Also kann die Gruppe nur aus den Paaren 12 34, 1342. 1423. 56 78, 
57 68. 5867 bestehen. Demnach sind dig Quadrupel |||| und die Tripel ||| 
svzygetisch. 

Hieraus erkennt man. daB es zwei Arten von Steinerschen Gruppen gibt: 

Bei der ersten Art haben die Doppeltangenten je eines Paares der 
Gruppe einen Pol gemeinsam und die sechs Doppeltangeutenpaare zwei 
Pole E, und E, gemeinsam; man bezeichnet eine solche Steinersche Gruppe 
mit {jk}. Thre Anzahl betragt 28. Beispiel: 13 23, 14 24, 15 25, 16 26, 
17 27, 18 28. 

Bei der zweiten Art haben je zwei Doppeltangenten eines Paares irgend 
einer Gruppe keinen Pol gemeinsam und je zwei Doppeltangentenpaate 
entweder vier Pole gemeinsam oder gar keinen. Wenn sie vier Pole £,, Ey, 
E,. E,, gemeinsam haben, dann gehért noch das dritte Doppeltangentenpaar 
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dazu, welches auch die vier Pole hat; die drei iibrigen Doppeltangentenpaare 
haben die vier anderen Pole E,, E,, E,, E, gemeinsam. Man bezeichnet eine 
solehe Steinersche Gruppe mit {jklm} oder {pqrs}; ihre Anzahl betragt 35. 
Beispiel: 12 34, 13 24, 14 23, 56 73, 57 68, 58 67. 

Wahlt man aus irgendeiner Steinerschen Gruppe drei beliebige Doppel- 
tangentenpaare, hernach aus jedem Paar eine beliebige Doppeltangente, 
so bilden diese ein asyzygetisches Tripel, da ein solches Tripel nur das Sym- 
-bol A. y oder |V haben kann. 

1.5. Seien ¢; to tgt, und u,ugt3u, irgend zwei syzygetische Quadrupel, 
dann erhalt man 


F = ttytgt, — @ 


= Uy Ugtgt, - Q’2, 
wobei Q und Q’ zwei Kegelschnitte sind. Daraus folgt 
ty tgtgt, — Uj totgu, = (Y + Q’) Q — Q’). 


Die obige Identitat zeigt, daB die 16 Schnittpunkte von ¢ und u auf zwei 
Kegelschnitten Q + Q’ und Q — Q’ liegen. Wenn die zwei Quadrupel eine 
Doppeltangente gemeinsam haben, z. B. tg = u,4, dann ist t, (t,tots — u,Ugts) 
= (0+ 0’) (@ —Q’). So zerfallt entweder Q+Q’ oder Q—Q’ in zwei 
Geraden ¢, und ¢. In jedem der beiden Fille ergibt sich, daB die 9 Schnitt- 
punkte von f,tof,; und u,.u; auf einem Kegelschnitt und einer Geraden (, 
liegen; das heiBt, daB die sechs Doppeltangenten ein Pascalsches Sechseck 
bilden. Es folgt: 


Die 16 Schnittpunkte von je zwei syzygetischen Quadrupeln liegen auf 
zwei Kegelschnitten. Wenn die beiden eine Doppeltangente gemeinsam haben, 
so bilden die iibrigen sechs ein Pascalsches Sechseck. 


1.6. Wir schreiben das Kegelschnittsystem #R +2290+S =0 in 
Linienkoordinaten 5'A;,u,4, = 0, wobei Aj, = a, + Bygh + Yin ?? + 
+ 6,,43 + e;,4* ist. Sei 6,, eine Lésung der fiinf Gleichungen 


22; xd:x = 9, 
LBixdsx = 0, 
Lvirbix = 9, 
5 45,26,, = 0, 
Dex, = 9, 


dann ist 


(9) JA, dix = 0 
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identisch in A. Weiter sei z, der Doppelpunkt eines zerfallenden Kegelschnittes 
des Systems, dann ist 5 A;,u,u, = (2 -2x,u,)*. Daraus folgt: 


(10) jy = % Bp. 
Durch Einsetzen von (10) in (9) erhalten wir 
2 2, 7,6;, = 0, 
das heiBt, der Doppelpunkt z, liegt auf dem Kegelschnitt 


» 5,42; 2, = 0. 
Es folgt: 
Die sechs Schnittpunkte x, der sechs Doppeltangentenpaare einer Steiner- 
schen Gruppe liegen auf einem Kegelschnitt®). 


II. Punktgruppen auf einer Kurve vierter Ordnung. 


2.1. Betrachtet man je endlich viele Punkte P,; P.P;... P, auf einer 
Kurve zusammen als eine Punktgruppe und bezeichnet diese mit D; betrachtet 
man weiter zwei Punktgruppen D’ D” zusammen genommen als ihr Produkt 
und bezeichnet es mit D = D’D”, dann sagt der Restsatz aus: 

Wenn D’ D” von einer Kurve (m + n)-ter Ordnung, D’ von einer Kurve 
m-ter Ordnung ausgeschnitten wird, so wird D’’ von einer Kurve n-ter Ordnung 
ausgeschnitten®). 

Wenn es eine Kurve K von m-ter Ordnung gibt, die die Punktgruppe DC 
ausschneidet, und eine Kurve K’ von m-ter Ordnung, die die Punktgruppe D’C 
ausschneidet, so heiBen D und D’ dquivalent, und man schreibt D ~ D’. 
Dann folgt leicht: 

(a) D~D; 

(b) wenn D~ D’, so D' ~D; 

(c) wenn D~ D’, D' ~D”, 30 D~ D”; 
(d) wenn D~ DD’, E~E’', 30 DE~ DE’. 


So sind alle Punktgruppen, die zu einer festen aiquivalent sind, auch unter- 
einander Aquivalent und bilden eine Klasse von Punktgruppen, die man 
mit Kp bezeichnet. 

Aus zwei Klassen Kp und Kg bildet man alle Punktgruppen D,£,, die 
untereinander wieder A4quivalent sind. Man findet also eine neue Klasse und 
bezeichnet sie mit KpKy = Kpz, wonach D,E; € Kp, ist. 

8) Siehe E. Caporali, Memorie di geometria, Napoli 1888, S. 364. 

*) Vgl. den ,,Satz vom Doppelpunktsdivisor’ bei v.d. Waerden, Einfiihrung 
in die algebraische Geometrie, Berlin 1939, S. 215. In unserem Fall ist der Doppel- 
punktsdivisor D leer, da die Grundkurve keine Doppelpunkte hat. 
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Sind x und 2’ irgend zwei Doppeltangentenpaare einer Steinerschen 
Gruppe, ist weiter « die Gruppe der vier Beriihrungspunkte von 2 und £ 
die Gruppe der vier Beriihrungspunkte von 2’, dann liegen af auf einem 
Kegelschnitt Q und aa auf dem Kegelschnitt 2, also sind « und f aquivalent. 
Umgekehrt sei y ~ 6, wobei y die Beriihrungspunktgruppe des Doppel- 
tangentenpaares 2, und 6 die Beriihrungspunktgruppe des Doppeltangenten- 
paares 7, ist, so ist auch yy ~ 74, und es gibt eine Kurve K m-ter Ord- 
nung, die die Grundkurve in yyR schneidet und eine Kurve K’ m+ter 
Ordnung, die die Grundkurve in ydR schneidet. Da yy auf einem Kegel- 
schnitt liegen, wird nach dem Restsatz R von einer Kurve (m — 2)-ter Ord- 
nung ausgeschnitten. Da weiter» 4R von der Kurve K’ ausgeschnitten wird, so 
wird, wieder nach dem Restsatz, yd von einem Kegelschnitt ausgeschnitten. 
Somit gehéren m, und 2, derselben Steinerschen Gruppe an. Es folgt: 

Je sechs Punktgruppen auf einer Kurve vierter Ordnung, von denen jede 
aus den vier Beriihrungspunkten eines Doppeltangentenpaares einer Steiner- 
schen Gruppe besteht, gehéren einer Klasse an und umgekehrt. 

Man bezeichnet die Klasse mit [jk] oder [jklm], je nachdem das Doppel- 
tangentenpaar, dessen Beriihrungspunkte die Punktgruppe bilden, der 
Steinerschen Gruppe {jk} oder {jklm} angehért. Man bezeichnet die Gruppe 
der Beriihrungspunkte des Doppeltangentenpaares jklm mit (jklm), die 
Gruppe der Beriihrungspunkte der Doppeltangente jk mit (jk). Dann er- 
gibt sich: 


1. (gk) = (9); 

2. (glkl) ~ (gmkm); 

3. (gklm) ~ (glmk) ~ (gmkl) ~ (pqrs) ~ (prsq) ~ (psqr); 
4. [pklm) = [glmk] = [(jmkl) = [pqrs] = [prsq] = [psqr). 


2.2. Lemma. Indem man aus zwei Steinerschen Gruppen je ein Doppel- 
tangentenpaar nimmt, kann man immer zwei solche Doppeltangentenpaare 
erhalten, die eine zweimal vorkommende Doppeltangente enthalten. Und die 
zwei iibrigen Doppeltangenten bilden ein Doppeltangentenpaar, welches zu 
einer dritten Steinerschen Gruppe gehért, und zwar erhalt man das Symbol 
{jk} oder {jklm} dieser dritten Gruppe,.indem man die Symbole der ersten 
beiden Gruppen nebeneinander schreibt und die zweimal vorkommenden 
Ziffern wegliBt, oder auch, indem man die einmal vorkommenden Ziffern 
weglaBt und die nicht oder zweimal vorkommenden aufschreibt. Man nennt 
sie die Produktgruppe der beiden Gruppen. 

Beweis. Wenn die zwei Stemerschen Gruppen beide der ersten Art der 
Steinerschen Gruppen angehéren, so gibt es zwei Fille: {7k}, {lm} und {jk}, 
{jl;. Von {jk), {lm} enthalt {jk} das Paar jl kl und {Im} das Paar 1j mj; also 


enthalten die zwei Paare eine zweimal vorkommende Doppeltangente jl 
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und das der Steinerschen Gruppe {lmjk} angehérende Doppeltangentenpaar 
kimj. Von {jk}, {j]} enthalt {j%} das Paar jl kl und {j1} das Paar jk Ik; also 
enthalten die zwei Paare eine zweimal vorkommende Doppeltangente kl und 
das der Steinerschen Gruppe {kl} angehérende Doppeltangentenpaar kj 1). 
Wenn die zwei Steinerschen Gruppen beide zu der zweiten Art der Steinerschen 
Gruppen gehéren, so gibt es zwei Fille: {jklm}, {jk pq} und {jklm}, {jklp}. 
Von {jklm}, {jkpq} enthalt {jklm} das Paar jklm und {jkpq} das Paar 
jk pq; also enthalten die zwei Paare eine zweimal vorkommende Doppel- 
tangente jk und das der Steinerschen Gruppe {lm pq} angehdrende Doppel- 
tangentenpaar Im pq. Von{jklm}, {jklp} enthalt {jklm} das Paar jk lm und 
{j kl p} das Paarjk Ip; also enthalten die zwei Paare eine zweimal vorkommende 
Doppeltangente 7k und das zu der Steinerschen Gruppe {m p} gehérige Doppel- 
tangentenpaar Im Ip. 

Wenn eine der zwei Steinerschen Gruppen der ersten Art und die andere 
der zweiten Art angehért, dann gibt es zwei Fille: {jk 1m}, {jk} und {jklm}, 
{jp}. Von {jklm}, {jk} enthalt {jklm} das Paar jlkm und {jk} das Paar 
jlkl; also enthalten die zwei Paare eine zweimal vorkommende Doppel- 
tangente 7! und das zu der Steinerschen Gruppe {lm} gehérende Doppel- 
tangentenpaar kl km. Von {jklm}, {jp} enthiilt {jklm} das Paar jkim und 
{j p} das Paar jk pk; also enthalten die zwei Paare eine zweimal vorkommende 
Doppeltangente jk und das der Steinerschen Gruppe {klmp} angehérende 
Doppeltangentenpaar Im pk. 

Die so erklarte Multiplikation ist offenbar kommutativ und assoziativ, 
denn die Produktgruppe von drei oder mehr Gruppen wird immer so erhalten, 
daB die Symbole dieser Gruppen nebeneinander geschrieben werden und dann 
entweder die Ziffern, die eine gerade. Anzahl Male vorkommen, weggelassen 
und die anderen beibehalten werden, oder umgekebrt. 

2.3. Nun untersuchen wir die Punktgruppen auf einer Kurve vierter 
Ordnung. 

Kriterium. Die Punktgruppe P = P,P....P,, wird dann und nur 
dann von einer Kurve n-ter Ordnung ausgeschnitten, wenn P ~ (12)*" ist. 

Das, Kriterium folgt unmittelbar aus dem Restsatz, weil die 4 Punkte 
(12)?" immer von einer Kurve n-ter Ordnung, nimlich der » mal gezihlten 
Geraden 12, ausgeschnitten werden. 

Hauptsatz. (1) Jen— 1 (2 <» < 8) Steinersche Gruppen. von denen 
keine die Produktgruppe von m (in <<» — 1) aus den iibrigen ist, bilden mit 
threr Produktgruppe ein System S {n]. wnd zwar gibl es 


63 (63 — 1) (63 — 2— (5))---(63 — @—2)— ("5 *)—(" ”)---(Ro 3) 


n! 





Systeme S[n]. 
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(2) Wahlt man aus jeder der n Steinerschen Gruppen ein beliebiges Doppel- 
tangentenpaar, so werden die 4n Bertihrungspunkte von einer Kurve n-ter 
Ordnung ausgeschnitten. 

(3) Werden 4 Beriihrungspunkte von n Doppeltangentenpaaren von einer 
Kurve n-ter Ordnung ausgeschnitten, so gehoren die n Doppeltangentenpaare je 
einer Steinerschen Gruppe eines Systems S [n] an. 

Beweis. (1) Fiir die erste Gruppe kann man jede der 63 Steinerschen 
Gruppen, fiir die zweite jede der iibrigen 63 — 1 wiahlen. Fiir die dritte aber 
kann man nur jede von 63 — 2 ( >) Steinerschen Gruppen wihlen; weil 
nimlich je zwei der gewahlten Steinerschen Gruppen eine Produktgruppe 
haben, muB man diese auch abrechnen. Allgemeiner kann man fiir die r-te 
Gruppe nur jede von den iibrigen 63 — (y — 1)—(” > ' )— (” 3 *) oe (7 ) 


y—1 


Steinerschen Gruppen wihlen; deshalb gibt es im Ganzen 


63. (63 — n(s nf (5))---(68 . in—2)—("5*)----(" 75) 


n—2 








n! 
Systeme S [n]. 


(2) Sei 7, ein beliebiges Doppeltangentenpaar der i-ten Gruppe und z,, 
ein beliebiges Doppeltangentenpaar der Produktgruppe {P,,}, dann ist 
(2) (t%2) ~ 9 ky? (%p,). 
weil (12)2 ~ (13)2-- - ~ (18)? ~ (23)2 - -- ~ (28)2 - - - ~ (78)? ist, folgt daraus 
(21;) (42) ~ (12) (%p,), 
(v1) (org) (2r3) ~ (12)? (orp,) (213) ~ (12) (12)? (a7,.,.) ~ (12)8 (tp,): 
und ; 
(ory) (12) +» + (tn—1) ~ (12? *~® (tp, _); 
also 


(711) (12) ** + (%—1) (ap, _,) ~ 12F°* (rp) (ap, _.) ~ 12", 


deshalb werden die 4 Beriihrungspunkte von einer Kurve n-ter Ordnung 
ausgeschnitten. 

(3) Da jedes Doppeltangentenpaar einer Steinerschen Gruppe angehért, 
so gehért jedes Paar 2, der » Doppeltangentenpaare 7,773 ...2», ZU einer 
bestimmten Steinerschen Gruppe g;. Sei g’ = 9:92...» und 2’ irgendein 
Doppeltangentenpaar der Steinerschen Gruppe gq’, so werden (27,1913 . . .%, 17’) 
nach (2) von einer Kurve n-ter Ordnung K ausgeschnitten. Nach der Voraus- 


setzung werden (2, to :73...%»-12%,) von einer Kurve n-ter Ordnung K’ aus- 
geschnitten, also ist (7,) ~ (2) und (x,2’) werden von einem Kegelschnitt 
ausgeschnitten. Mithin gilt g, = g’. somit bilden q,, go, ... g, ein System 


S [n]. 
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Def. Ein 2 »-tupel von Doppeltangenten, welches aus » Doppeltangenten- 
paaren aus den n Steinerschen Gruppen eines Systems S [n] besteht, heibt 
syzygetisch. 

2.4. Wendet man den Hauptsatz auf die Systeme S [3] an, so findet man 
vier Arten: 

1. Irgendein System der ersten Art wird von 3 Basispunkten definiert, 
etwa {jk}, {kl}, {lj}. Die Anzahl der Systeme. von dieser Art ist 56; 

2B. {12}: 1393, 1494, 1525, 16 26, 17 27, is. 
{23}: 21 31, 24 34, 25 35, 26 36, 27 37, 28 38; 
{31}: 32 12, 34 14, 35 15, 36 16, 37 17, 38 18. 

2. Irgendein System der zweiten Art wird von 4 Basispunkten definiert, 

etwa {jklm}, {7k}, {lm}. Die Anzahl der Systeme von dieser Art ist 105; 


z. B. {1234}: 12 34, 13 24, 14 23, 56 78, 57 68, 58 67; 
{12}: 13 23, 14 24, 15 25, 16 26, 17 27, 18 28; 
{34}: 31 41, 32 42, 35 45, 36 46, 37 47, 38 48. 

3. Irgendein System der dritten Art wird von 5 Basispunkten definiert, 
etwa {jk!m}, {jklp}, {mp}. Die Anzahl der Systeme von dieser Art ist 280; 

2B. {1234}: 12 34, 13 24, 14 33, 56 78, 57 OB, HR GT; 

1235}: 12 35, 13-25, 15 33, 4078, 7, GT; 
{45}: 4151, 42 52, 43 53, 46 56, 47 57, 48 58. 

4. Irgendein System der vierten Art wird von 6 Basispunkten definiert, 
etwa {lm pq}, {pqjk}, {jklm}. Die Anzahl der Systeme von dieser Art ist 210; 

z. B. {1234}: 12 34, 13 24, 14 23, 56 78, 57 68, 58 67; 

{3456}: 34 56, 35 46, 36 54, 12 78, 17 28, 18 27; 
{5612}: 56 12, 51 62, 52 61, 34 78, 37 48, 38 47. 

Jedes System der zweiten oder vierten Art umfaBt alle die 28 Doppel- 
tangenten. Man bezeichnet diese Systeme zusammen mit S, [3]. Ein System 
der ersten oder dritten Art aber umfaSt nur 18 verschiedene Doppel- 
tangenten. Man bezeichnet diese Systeme mit S, [3]. Daraus erkennt man, 
da8 die drei Steinerschen Gruppen eines jeden Systems S, [3] vier solche 
Doppeltangenten, die in jeder Steinerschen Gruppe zwei Doppeltangenten- 
paare bilden, gemeinsam haben; die drei Steinerschen Gruppen eines Systems 
S, [3] haben keine gemeinsamen Doppeltangenten. 


~ 
or 
— 
— 
bo 
oO 


Weiter, wenn drei Doppeltangentenpaare, die man aus den drei Gruppen 
des Systems S [3] wahlt, drei zweimal vorkommende Doppeltangenten um- 
fassen, so zerfillt die Kurve Q,. die durch die 12 Beriihrungspunkte geht, in 
drei Geraden; wenn sie eine zweimal vorkommende Doppeltangente und 
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vier andere, die zwei Doppeltangentenpaare einer gewissen Steinerschen 
Gruppe bilden, umfassen, dann zerfallt Q; in eine Gerade und einen Kegel- 
schnitt. Man bezeichnet jede.der vier gemeinsamen Doppeltangenten eines 
Systems S, [3] mit tf) und jeden durch die acht Beriihrungspunkte dieser 
vier Doppeltangenten gehenden Kegelschnitt mit Qo, die 24 iibrigen Dogpel- 
tangenten mit ¢. den durch die 8 Beriihrungspunkte von irgend vier Doppel- 
tangenten ¢ oder ¢ und tf) gehenden Kegelschnitt mit Q. Durch alleinige Kom- 
bination findet man folgendes: 

1. In jedem System S, [3] bestehen von den 216 Kurven Q, 

a) 4 aus je drei der vier fy, 

b) 4 aus Qo + to. 

c) 4 aus UY + by; 

d) die iibrigen 160 sind eigentliche Q3. 

2. In jedem System S, [3] bestehen von den 214 Kurven Q, 

e) 6 aus 3, 

f) 90 aus Q +1: 

g) die iibrigen 120 sind die eigentlichen Kurven Q3. 
An verschiedenen Kurven Q 3 gibt es im ganzen 

3276, die aus je 3 ¢. 

1260, die aus Yo + "op. 

7560, die aus Q + ¢ bestehen. und 

6048 eigentliche Kurven Qs. 

Seien /; fs . . . tg die 6 Doppeltangenten eines syzygetischen 6-tupels und Q 
die durch die 12 Beriihrungspunkte gehende Kurve dritter Ordnung. dann 
definiert AQ? + t,t. ...tg = 0 ein Biischel von Kurven sechster Ordnung. 
Jede Kurve des Biischels beriihrt die Kurve F in denselben 12 Punkten. 
Wahit man also / so, daB die Kurve 2Q? + tts .. . tg = 0 noch durch einen 
weiteren Punkt von F geht. so hat diese Kurve mit F 25 Punkte gemeinsam; 
F ist dann als Bestandteil in ihr enthalten: man hat daher die Identitat 


4.Q3 i tte ese te = FP. 
oder wenn man AQ? als — Q? bezeichnet. 


FP = tly... tg — Qj. 


wobei P = 0 ein Kegelschnitt ist. 

Die obige Identitat bedeutet, daB die zerfallende Kurve sechster Ordnung 
F P = 0 die Einhiillende des Systems 72t,tt3 + 22Q 3 + tgtstg = 0 ist, und 
t,tots sowie f,tsfg sind zwei zerfallende Kurven des Systems. Weiter: Jede 
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Doppeltangente ¢; beriihrt den Kegelschnitt P, und die Kurve Q3 geht noch 
durch die 6 Beriihrungspunkte von P mit ¢;. Nach einem bekannten Satze 
folgt : ; 

Die 6 Ecken zweier Dreiseite t, tots und t4tstg, wobei t,/2 . . . tg die Doppel- 
tangenten eines syzygetischen 6-tupels sind, liegen auf einem Kegelschnitt, 
und zwar definiert ein syzygetisches 6-tupel 10 solche Kegelschnitte. 


2.5. Wendet man den Hauptsatz auf die Systeme S [4] an, so findet 
man 11 Arten: 


Irgendein System der ersten oder zweiten Art wird von 4 Basispunkten 
definiert, und zwar gilt folgendes: 

1. Bei der ersten Art sind die Systeme so beschaffen: {jk}, {kl}, {lm}, 
{mj}. Die Anzahl der Systeme von dieser Art betriigt ( *) -3!- ha = 210. 

2. Bei der zweiten Art ist irgendein System so beschaffen: Gk, {j]. 
{jm}, {jklm}. Die Anzahl der Systeme von dieser Art betrigt (3) -4 = 280. 


Irgendein System der dritten, vierten oder fiinften Art wird von 5 Basis- 
punkten definiert, und zwar: 

3. Bei der dritten Art ist. irgendein System so beschaffen: {jkIm}, {jk}, 
{ip}, {mp}. Die Anzahl der Systeme von dieser Art betrigt (5) (;) ; (5) 
= 1680. 

4. Bei der vierten Art ist irgendein Svstem so beschaffen: {jklm}. 
{klmp}, {71}, {lp}. Die Anzahl der Systeme von dieser Art betrigt (5) -5- (5) 
= 1680. 

5. Bei der fiinften Art ist irgendein System so beschaffen: {jk1m)}. {jk1p}, 
{jkm p}, {jk}. Die Anzahl der Systeme von dieser Art betra zt (5) ‘ (3) = 560. 


Irgendein System der sechsten, siebenten, achten oder neunten Art wird 
von 6 Basispunkten definiert, und zwar: 


6. Bei der sechsten Art ist irgendein System so beschaffen: {jklm}, 
{jkpq}, {lp}, {mq}. Die Anzahl der Systeme von dieser Art betrigt 


8 6, 4, 1 
(s) (4) (3) ‘eum. 

7. Bei der siebenten Art ist irgendein System so beschaffen: {7k}, 
{lm}, {jkpq}, {lmpq}. Die Anzahl der Systeme von dieser ‘Art betragt 


8 6 1 
(6) -(2) 3+ = 690. 

8. Bei der achten Art ist irgendein System so beschaffen: {jk}, {jklm}, 
{jl pq}, {jmpq}. Die Anzahl der Systeme von dieser Art betrigt (5) 6 


5 - ($)- 5 = 2520. 
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9. Bei der neunten Art ist irgendein System so beschaffen: {j7k1m)}, {klm p}. 
{lmpq}, {jlmq}. Die Anzahl der Systeme von dieser Art betrigt (°) . (3) 
-3-. = 630. 

10. Irgendein System der zehnten Art wird von 7 Basispunkten definiert, 
etwa {jklm}, {jkpq}. {jl pq}, {gmqr}. Die Anzahl der Systeme von dieser 

($) 7. (8). 31 
+ (7) (3) P 

11. Irgendein System der elften Art wird von 8 Basispunkten definiert, 

etwa {jk}, {lm}, {pq}, {rs}. Die Anzahl der Systeme von dieser Art betragt 


. a0 
fe . _ 
81-2 - = = 105. 


Im ganzen gibt es 9675 Systeme S [4]. 


Wahlt man wie bei S [3] aus jeder Steinerschen Gruppe eines Systems 
S [4] ein beliebiges Doppeltangentenpaar, so geht durch die 16 Beriihrungs- 
punkte eine Kurve Q,. AuBer dieser gibt es aber noch unendlich viele, denn 
die Q, gehért einer linearen Schar A, F + 2,Q, = 0 an, wobei F die Grundkurve 
ist. Und zwar ist diese Schar irreduzibel. Da nimlich erstens F und Q, keinen 
gemeinsamen Bestandteil haben, zweitens F irreduzibel ist, so ist nach einem 
bekannten Bertinischen Satz!) diese Schar irreduzibel. 

a) Wenn die vier Doppeltangentenpaare vier zweimal vorkommende 
Doppeltangenten “umfassen, dann zerfallt eine Kurve Q, in t)lotst,. 

b).Wenn die vier Doppeltangentenpaare zwei zweimal vorkommende 
Doppeltangenten umfassen, dann zerfallt eine Kurve Q, in t,toQ. 

c) Wenn die vier Doppeltangentenpaare eine zweimal vorkommende 
Doppeltangente und sechs andere syzygetische Doppeltangenten umfassen, 
dann zerfallt eine Kurve Q, in ¢ und Q,. 

d) Wenn die vier Doppeltangentenpaare zwei syzygetische Doppel- 
tangentenquadrupel umfassen, dann zerfallt eine Kurve Q, in Q und Q’. 

Offenbar tritt in jedem Falle nur eine solche zerfallende Kurve auf. So 
gibt es in S [4] nur endlich viele in t, Q, Q; zerfallende Kurven Q,. Dabei sieht 
man auch, daB, wenn eine KurveQ, nach Fall a) zerfiallt, alle Kurven der 
Schar die Grundkurve in denselben acht Punkten beriihren. Wenn eine Kurve 
Q, nach Fall b) zerfallt, so beriihren alle Kurven der Schar die Grundkurve 
in denselben vier Punkten, usw. 


Es seien ¢; ta... t, acht Doppeltangenten eines syzygetischen 8-tupels, 
weiter sei Q, eine durch die 16 Beriihrungspunkte gehende Kurve vierter Ord- 
nung, dann definiert 1Q? + t,t. ...t, = 0 ein Biischel von Kurven 


) Siehe etwa B. L. v.d. Waerden, Einfiihrung in die algebraische Geometrie, 
Berlin 1939, S. 204. ; 
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achter Ordnung. Jede Kurve im Biischel berithrt die Kurve F in denselben 
16 Punkten. Wahlt man also A so, daB die Kurve 4Q? + tt,...t, =0 
noch durch einen Punkt von F geht, so hat diese Kurve mit F 33 Punkte 
gemeinsam; also ist F als Bestandteil in ihr enthalten. Man erhalt somit die 
Identitét AQ? + tit,...t, =F P,, wobei P, eine Kurve vierter Ordnung 
ist. Diese Identitat zeigt, daB jede Doppeltangente t, die Kurve P, auch 
in zwei Punkten beriihrt und da8 die Kurve Q, auch durch die 16 Beriihrungs- 
punkte von P, mit t,; geht. 

2.6. Wahlt man ebenso aus jeder Steinerschen Gruppe eines Systems 
S [n] fiir 4 < » < 8 ein beliebiges Doppeltangentenpaar, so gehen durch die 
4 Beriihrungspunkte unendlich viele Kurven Q,, die eine irreduzibel lineare 
Schar bilden. Jede Kurve Q, definiert namlich eine Linearschar 

4a Qn + (Apap -* + Apap a, +++ +A, 28-4) F = 0. 

Wenn Q,, die Grundkurve nicht als Bestandteil enthalt, so haben Q, und 
z,—* F und z}~* F keinen gemeinsamen Bestandteil. Ware nun die Schar 
reduzibel, so miiBten nach dem Satz von Bertini alle Kurven der Schar, ins- 
besondere also alle Kurven P,_,F = 0 in Bestandteile zerfallen, die einem 
und demselben Biischel angehéren. Wahlt man nun /,A,...4,, so, daB 
P,,_4 irreduzibel ausfallt, so gehéren F und P,,_, nicht demselben Biischel 
an, da ihre Ordnungen verschieden sind. Also ist die Schar irreduzibel. 

Es seien tts ... ten (n = 5, 6, 7) 2m Doppeltangenten eines syzygetischen 
2n-tupels, und Q, sei eine durch die 4 Beriihrungspunkte gehende Kurve 
n-ter Ordnung. Dann definiert 1Q* + t,t: ...te, = 0 ein Biischel von 
Kurven 2n-ter Ordnung. Es sei 1Q? + t) t,...t2, = 0 eine noch durch 
einen Punkt von F gehende Kurve. Dann erhalt man, genau wie in den 
Fallen n = 2, 3, 4, eine Identitat 


AQ? + tile eee ton = F Pen-¢; 


wobei P,,,_ 4 eine Kurve (2 » — 4)-ter Ordnung ist. Jede ¢; beriihrt die Kurve 
P;,,-4inn — 2 Punkten, und die Kurve Q, geht noch durch die n (n — 2) Be- 
rihrungspunkte von P2,_4 mit t,. 


(Eingegangen am 13. 11. 1940.) 








Unitirinvarianten im allgemeinen Euklidischen Raum. 
Von 
Hidegoré Nakano in Tokyo. 


Kiirzlich hat F. Wecken gezeigt, daB die bisherigen Formen von Unitar- 
invarianten selbstadjungierter Operatoren des Hilbertschen Raumes im nicht 
separablen Raum nicht mehr bestehen, und er hat eine neue Form von Unitiar- 
invarianten im allgemeinen Euklidischen Raum durch Einfiihrung von 
, Spektralbereichen: aufgestellt '). 

Ich habe in einer friiheren Abhandlung*) eine neue Form von Unitiar- 
invarianten im Hilbertschen Raum angegeben: Man definiert zuerst die Dimen- 
sion eines Rings von Projektionsoperatoren und die Dimensionalzerlegung 
eines Rings. N sei ein hypermaximaler normaler Operator mit dem Eigen- 
ring R 3), der die Spektralschar von N ist. Entsprechend der Dimensional- 
zerlegung von & erhalt man die Dimensionalzerlegung der komplexen Ebene G. 
Diese Zerlegung der komplexen Ebene ist die Unitiérinvariante von N. 

Diese Methode kann man nicht ohne Anderung im allgemeinen Euklidischen 
Raum anwenden, denn man benutzt fiir Dimensionalzerlegung eines Rings 
die Eigenschaft, daB der Eigenring eines hypermaximalen normalen Operators 
universal *) ist. Daher muS8 man im Falle des allgemeinen Euklidischen 
Raumes diese Methode etwas verindern, was der Zweck dieser Abhandlung ist. 

Im folgenden bezeichnen wir mit € einen allgemeinen Euklidischen 
Raum, d.h. einen linearen Raum, der den Postulaten A, B und E von 
J. von Neumann) geniigt. 


1) F. Wecken, Unitarinvarianten selbstadjungierter Operatoren. Math. Annalen 116 
(1939), S. 422—455. 

2) H. Nakano, Unitarinvarianten hypermaximaler normaler Operatoren im 
Hilbertschen Raum. Diese Abhandlung soll in den Annals of Math. gedruckt werden. 
Im folgenden bezeichnen wir sie mit U.N. H. 

’) H. Nakano, Uber Abelsche Ringe von Projektionsoperatoren. Proc. Phys.- 
Math. Soc. Japan 21 (1939), 8S. 357—375. 

4) Ein Ring von Projektionsoperatoren U heiBt universal, wenn fiir jedes System 
— mit beliebiger Machtigkeit — von Projektionsoperatoren { P;} in U die Summe “ P; 
und das Produkt I P, beide auch zu U gehdren. Siehe H. Nakano, Funktionen mehrerer 


hypermaximaler normaler Operatoren (im folgenden mit F. m. 0. bezeichnet). Proc. 
Phys.-Math. Soc. Japan 21 (1939), S. 713—728. 

5) J. von Neumann, Allgemeine Eigenwerttheorie Hermitescher Funktional- 
operatoren. Math. Annalen 102 (1930), S. 49—131. 
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§ 1. 
Dimensionalzerlegung universaler Ringe. 


Zuerst betrachten wir nur universale Ringe. WU sei ein universaler Ring 
von Projektionsoperatoren mit dem Maximaloperator M, d.h. M = ou P. 


Ein Projektionsoperator L hei®t im folgenden mit U vertauschbar, Prin L 
mit jedem Projektionsoperator in U vertauschbar ist. Wie in der friiheren 
Abhandlung®*) verstehen wir unter dem Nebenring ZU fiir einen mit U ver- 
tauschbaren Projektionsoperator Z den Ring, der aus allen LR fiir beliebiges 
R¢WU besteht. Dann kann man leicht einsehen, daB jeder Nebenring eines 
universalen Rings auch universal ist. 


Definition 1. Zwei Nebenringe L,U und L,U eines universalen Rings U 
hei8en isomorph und wir schreiben 


Lyu we LeU, 


wenn fiir jedes REU L,R = 0 mit L,R = 0 gleichbedeutend ist. 


Definition 2. Eine Kardinalzahl « heiSt die Minimaldimension eines 
universalen Rings U, wenn fiir jede Nichtlimes-Kardinalzahl 6 < « stets 
derartige 8 Nebenringe {L,U} existieren, da8 fiir 1 + j stets L,L, = 0, und fiir 
alle 1 L,U ~ U gilt, und wenn keine y (> «) derartige Nebenringe existieren. 


Definition 3. Ein universaler Ring U heiSt gleichmaBig dimensional mit 
der Dimension «, wenn fiir jedes R ¢ U die Minimaldimension des Nebenrings 
RU stets « ist. Besonders nennen wir im Falle « = | den universalen Ring U 
einfach. 


Aus diesen Definitionen kann man ganz ahnlich wie in der friheren Ab- 
handlung’) die Dimensionalzerlegung jedes universalen Rings gewinnen. 


So ergibt sich 


Satz 1. U sei ein universaler Ring mit dem Maximaloperator M. Man kann 
jeder Kardinalzahl « ein Element R,¢U eindeutig derart zuordnen, daf der 
Nebenring R, U gleichmapig dimensional mit der Dimension o. und fiir « + B 
stets R,R, = 0, und 2R, = M ist. 


Satz 2. Dafiir, daB ein wniversaler Ring U mit dem Maximaloperator M 
einfach tst, ist notwendig und hinreichend, daB fiir jeden mit U vertauschbaren 
Projektionsoperator L der Operator ML zu U gehért. 


6) H. Nakano, U.N. H., Definition 2. 
1) H. Nakano, U.N. H., Satz 5. 
Mathematische Annalen. 118. 8 
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Beweis. Wenn ein universaler Ring U mit dem Maximaloperator M mit 
einem Projektionsoperator LZ vertauschbar ist, so gehren M,= 2 R 


RL=9 
Reu 


und M,= 2 RB beide zu U, und es gilt 
Re wu 


M —M,2]ML2 M;, 
(M — M, — M,)U~L(M — M, — M,)U ~(M — ML)(M — M, — M,)U. 


Daher muB8, wenn U einfach ist, M— M, = My sein, folglich gehért 
ML = M—M,=M, mw WU. 

Wenn U nicht einfach ist, so gibt es ein derartiges R € U, daB die Minimal- 
dimension von RU mindestens 2 ist. Dann gibt es einen derartigen mit U ver- 
tauschbaren Projektionsoperator L, daB 


RU ~ MLRU ~ (M — ML) RU 


ist. Daher gehért MZ offenbar nicht zu U. 


§ 2. 
Separable Ringe. 

Wir haben schon in der friitheren Abhandlung *) die Separabilitat eines 
Rings definiert. Nun ist diese Definition fiir die vorliegende Untersuchung 
nicht bequem. Daher wollen wir eine andere geben, die mehr verlangt. Man 
kann aber die Identitat beider Definitionen leicht beweisen, wenn man die 
Ungleichung 2*° < 2®: annimmt. 


Definition 4. Ein universaler Ring U heiBt separabel, wenn nicht mebr als 
abzaihlbar unendlich viele derartige Elemente {R,} in U existieren, so daB 
fir 1 +7 stets R,R; = 0 ist. 

Nach dieser Definition kann man leicht einsehen, daB jeder universale 
Unterring eines universalen separablen Rings auch separabel ist. 


Satz 3. Dafiir, daB ein universaler Ring U separabel ist, ist notwendig 
und hinreichend, daB ein Element f in € existiert, so daft fiir jedes R (+ 0) €U 
stets Rf + 0 gilt. 

Beweis. Wenn ein universaler Ring U separabel ist, so kann man wie im 


Hilfssatz | in der friiheren Abhandlung®*) ein derartiges Element / in € finden, 
da8 fiir jedes R in U Rf + 0 ist. 


8) H. Nakano, Uber Abelsche Ringe..., Satz 4. 
*) H. Nakano, U.N. H. 
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Umgekehrt, wenn ein solches Element f existiert, so muB U separabel sein, 
denn fiir jedes derartige System von {R,} in U, so daB fir i + j stets R, R; = 0 
ist, gilt || f||? =] || R,f||?. Daher muB R, bis auf héchstens abzihlbar unend- 
lich viele verschwinden. 


~ Satz 4. Fiir jeden universalen Ring U gibt es mindestens ein Element 
Ro(+0)€U, so daB der Nebenring Rot separabel ist. Solches Ro heift ein 
separables Element von U. 


Beweis. M sei der Maximaloperator von U, und fo sei ein derartiges Ele- 
ment in €, daB Mf, + Oist. Alle Elemente R € U, fiir die Rf, = O ist, bilden 
auch einen universalen Ring Up mit dem Maximaloperator M,. Da U universal 
ist, stimmt Up mit dem Nebenring MyU iiberein. Setzt man Rp = M — Mp, 
so ist offenbar U3 Ry + 0, und nach Satz 3 ist der Nebenring Ry U separabel. 

Aus diesem Satz ergibt sich sofort der folgende 


Satz 5. U sei ein universaler Ring mit dem Mazimaloperator VM. Es gibt 
stets em derartiges System von Elementen {R,} in U, daB fiir i + 9 stets R;R; = 0 
gilt, R;U alle separabel sind und YR; = M ist. 


Definition 5. Ein universaler Ring U hei8t fundamental, wenn eine 
derartige Folge von héchstens abzahlbar unendlich vielen Elementen 2, , Re, ... 
in U existiert, so daS U der kleinste, R, , R,,... umfassende, universale Ring ist. 


Satz 6. Wenn ein universaler Ring U fundamental ist, so ist fiir jedes f in E 
die aus allen R} fiir R ¢ U aufgespannte, abgeschlossene lineare Manmigfaltigkeit 
héchstens separabel, d. h. ein Hilbertscher oder endlich dimensionaler Raum. 


Beweis. Da U fundamental ist, gibt es eine Folge von héchstens abzahlbar 
unendlich vielen Elementen R,, R,, . . . in U, so daB U der kleinste, R,. R.,... 
umfassende, universale Ring ist. Bezeichnet man mit L,, Le, ... die Pro- 
jektionsoperatoren, welche aus allen Produkten von endlich vielen unter 
R,, Rz, .. . bestehen, und mit Y den Projektionsoperator der aus L,/f, Lef,.. . 
aufgespannten, abgeschlossenen linearen Mannigfaltigkeit M, so gilt 
QR,L,f = R,QL,f fir alle i, j, und daraus folgt, daB die R, alle mit Q ver- 
tauschbar sind. Nach Satz 3, 6 der friiheren Abhandlung) erhalt man dann, 
da8 Q mit allen Elementen in U vertauschbar ist. Daher gilt fiir R ¢U 


Rj = R(R, + Ro+-- f= RQ(R, + R.+---)f = QR. 


Folglich gehért Rf zu M, wo M offenbar héchstens separabel ist. 


Satz 7. Dafiir, daB ein fundamentaler universaler separabler Ring U ein- 
fach ist, ist notwendig und hinreichend, daB es ein Element f in € gibt, so 


10) H. Nakano, F. m. O. 
8* 
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daB der Mazximaloperator M von U mit dem Projektionsoperator der aus allen 
Rf fiir RE U aufgespannten, abgeschlossenen linearen Mannigfaltigkeit iiber- 


einstummt. 


Beweis. Wenn ein universaler Ring U separabel ist, so gibt es nach 
Satz 3 ein derartiges Element /, dab R/ + 0 ist fiir jedes R (+ 0) in U. Der 
Projektionsoperator My der aus allen R/ fiir Re U aufgespannten, abge- 
schlossenen linearen Mannigfaltigkeit ist dann mit U vertauschbar. Wenn U 
einfach ist, so mu8 My nach Satz 2 zu U gehéren. Folglich ist My = M, da 
fiir alle R(+ 0) €U ja M,R + 0 sein sollte. 

Umgekehrt, wenn M fiir ein / in € der Projektionsoperator der aus allen 
Rf fiir R €U aufgespannten, abgeschlossenen linearen Mannigfaltigkeit ist, 
so ist diese abgeschlossene lineare Mannigfaltigkeit nach Satz 6 héchstens 
separabel, da U fundamental ist. In diesem Falle haben wir schon in der 
friiheren Abhandlung"") bewiesen, daB U einfach ist. 


Satz 8. Wenn ein fundamentaler, universaler, separabler Ring U gleich- 
miifig dimensional mit der Dimension « ist, so gibt es derartige a. Nebenringe 
{MU}, daB M,;M, = 0 fiir i + j, MU ~ U, M,U einfach, und XY M, der 


Mazimaloperator von U ist. Hier ist M, fiir ein passendes |, in € der Projektions- 
operator der aus allen Rf, fiir R €U aufgespannten, héchstens separablen, ab- 
geschlossenen linearen Mannigfaltigkert. 


Beweis. Im Falle « S xo haben wir die Behauptung schon in der friiheren 
Abhandlung") bewiesen. Im allgemeinen Falle wollen wir ahnlich vorgehen. 

Da U separabel ist, gibt es nach Satz 3 ein derartiges /, in €, daB fiir jedes 
R(+ 0)cu Rf, + 0 ist. Bezeichnet man mit M, die aus allen Rf, fiir 
R ¢ U aufgespannte, abgeschlossene lineare Mannigfaltigkeit, und mit M, den 
Projektionsoperator von M, , so ist WM, héchstens separabel, und der Nebenring 
M, U ist isomorph mit U und einfach. Wenn der Nebenring (M — M,)U mit U 
isomorph ist, so ist (M — M,)U auch separabel, und so gibt es ein derartiges 
Element /, in €, daB (M — M,) Rf, + 0 fiir jedes R(+ 0) €U gilt. Setzt 
man f/f, = (M — M,)f,, und bezeichnet man mit M, die aus allen Rf, fiir 
R € U aufgespannte, abgeschlossene lineare Mannigfaltigkeit, und mit M, den 
Projektionsoperator von IM,, so ist M, héchstens separabel. Der Nebenring 
M,U ist isomorph mit U und einfach, und weiter gilt M,;M.— 0. Abhnlich 
erhalt man nach der transfiniten Induktion f, derartige Elemente {/,} und die 
entsprechenden abgeschlossenen linearen Mannigfaltigkeiten {M,} bzw. mit 
den Projektionsoperatoren {M,}, daB IM, die aus allen R/, fiir Re U auf- 
gespannte, abgeschlossene lineare Mannigfaltigkeit, der Nebenring M,U 


11) H. Nakano, U. N. H., Hilfssatz 3. 
12) H. Nakano, U. N. H., Hilfssatz 2, 4. 
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mit U isomorph und M, M; = 0 fiir ¢ + j, und (M — 2M,)U nicht mehr mit U 


isomorph ist. Nach Definition 2, 3 ist die Machtigkeit B, nicht gréBer als «. 
Da U universal ist, bilden alle Elemente R ¢ U, die (M — 2 M,)R = 0 ge- 
t 


niigen, einen universalen Ring mit dem Maximaloperator R,. R, gehért offen- 
bar zu U, folglich ist der Nebenring R,U gleichmaéBig dimensional mit der 
Dimension «. Daher ist die Dimension der dem Projektionsoperator R, ent- 
sprechenden, abgeschlossenen linearen Mannigfaltigkeit nicht kleiner als a. 
Hier verstehen wir unter der Dimension einer abgeschlossenen linearen Mannig- 
faltigkeit die Machtigkeit eines vollstandigen Orthogonalsystems dieser Mannig- 
faltigkeit*). Daher folgt aus R, = 2M,R,, da die Machtigkeit £, nicht 
kleiner als « ist. Folglich stimmt die Machtigkeit 8, mit « iiberein. 

Da der Nebenring (M — R,)U auch sepa-~bel und gleichmaSig dimensional 
mit der Dimension « ist, so gibt es wie oben ein derartiges R, ¢ U, dab R, Rg = 0 
gilt und « Elemente {/‘”} existieren, so da8 fiir den Projektionsoperator M‘) 
der aus allen R/, fiir R ¢ U aufgespannten, abgeschlossenen linearen Mannig- 
faltigkeit DM 

R, = 2MPR,, MPM? =0 (fiir ¢ + 9) 
gilt. 

Indem man dieses Verfahren fortsetzt, erhalt man eine Folge von Ele- 
menten R,, R,,... in, derart daB R,R, = Ofiiri + j und M = R, +R,+-- 
ist. Da U separabel ist, sind die R,, R,, . . . nicht mehr als abzahlbar unendlich 
viele. 

Setzt man 

o Bh | Bef 
< 217, 7 22 | (2) seh 





und bezeichnet man mit M‘) den Projektionsoperator der aus allen R f fiir 
RE€U aufgespannten, abgeschlossenen linearen Mannigfaltigkeit IM, so gilt 


M® = M,R, + MOR, + -->, 


folglich 
M=2M und MYM = 0 fiir i + j. 
Da R/® + 0 fir R(+ 0) cil ist, so gilt M°U~U. Damit haben wir 
den Satz bewiesen. 
Nach obigem erhalt man sofort den 


Satz 9. Fiir jeden fundamentalen wniversalen Ring U gibt es mindestens 
einen Nebenring LU, der mit Ul isomorph und sogar einfach ist. 


18) F. Rellich, Spektraltheorie in nichtseparablen Raumen. Math. Annalen 110 
(1935), 8. 342—356. 
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§ 3. 
Ideale von Borelmengen. 


In dieser Abhandlung betrachten wir nur Borelmengen in der komplexen 
Ebene Gj. Man kann aber alle beschriebenen Tatsachen ohne weiteres nicht 
nur auf Borelmengen in einem abstrakten Raum, sondern auch auf Elemente 
in einem allgemeinen Booleschen Ring erweitern. 

Definition 6. Ein System von Borelmengen p heiSt ein Ideal, wenn p mit 
eincr Borelmenge Z, auch alle Borelmengen Z> Z,, und mit einer Folge 
héchstens abzahibar unendlich vieler Borelmengen Z,, Ze, ... auch das 
Produkt Z,Z. ... enthialt. 

Definition 7. p, und ps seien zwei Ideale. Wenn alle Borelmengen in p, 
auch zu ps gehéren, so sagt man, da8 p, nicht kleiner als pz oder pz nicht 
groBer als p, ist, und bezeichnet dies mit p, ]} pe oder po S py. 

Wenn p,; = pe und sogar p, + Pz ist, so sagt man, daB p, gréBer als p- 
oder p. kleiner als p, ist, und bezeichnet dies mit p, > po oder py < p,. 

Definition 8. Wenn ein Ideal p zwei fremde Borelmengen enthilt, so ent- 
halt p die Nullmenge, und somit alle Borelmengen. Dieses Ideal p heiBt 
Nullideal und man bezeichnet das Nullideal mit o. 

Definition 9. Es sei eine Folge von Idealen p,, po, ... gegeben. Das 
Ideal. welches der Durchschnitt von p,, po, ... ist, heiBt die Summe von 
Pi, Po, ... und man bezeichnet diese Summe mit p, + po +--+. Das Ideal, 
welches das p,, Po, . . . umfassende, kleinste Ideal ist, hei®t das Produkt von 
oe und man bezeichnet dieses Produkt mit p,pe .. 

Definition 10. Zwei Ideale p, und p, heiBen fremd, wenn zwei derartige 
Borelmengen Z, und Z, existieren, so daB Z,; € p,,Z. € po, und Z,Z, = 0 ist, 
d.h. pypo = 0. 

Definition 11. Es sei ein Ideal p gegeben. Wenn fiir zwei Borelmengen Z, 
und Z, p eine derartige Borelmenge Z, enthalt, daB Z,Z, = Z2Zp ist, so sagt 
man, daB die Borelmengen Z, und Z, miteinander kongruent modulo p sind, 
und bezeichnet dies mit 


Z, => Zs mod p. 
Nach Definition 11 ist Z ¢p offenbar mit 


Z = G mod p 
gleichbedeutend. 


Satz 10. Es seien zwei Folgen héchstens abuihlbar unendlich vieler Borel- 
mengen Z\, Z, ... und Z'', Zt’, ... gegeben. Wenn fiir ein Ideal p 


Z, =Z;' mod p (¢ = I, 3,....) 
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gilt, so gilt auch 
Z,+Z,4+---=2 +2 +--- modp, 
ZZ, -++=Zy ZY --- mod p, 
lim Z; = lim Z;’ mod p, 
io ia 
lim Z; = lim Z;’ mod p. 
iro io 


Beweis. WennZ;, = Z'’ mod p ist, so gibt es nach Definition 11 eine Borel- 
menge Z;"’ €p, fiir die Z/Z''’ = Z;'Z;"’ ist. Setzt man Z) = Z;''Z}"’ ..., 
so gehért Zp) auch zu p, und es gilt 

Zi Zo = Z;' Zo, (§ = 1,2,...); 
daher auch 
Zi, + Dy ++) Zp = By By 4--)Do 
(ZZ, +++) Zo = (Zi! Zy +++) Zo, 
(lim Z;)Z = ( lim Z;’) Zo, 
(lim 2) Z = ( lim Z/") Zo: 


damit haben wir die Behauptung bewiesen. 
Satz 11. Wenn fiir Z,> Z, Z) > ZY 
Z,=Z', Z2,=Z, modp 
gilt, so gilt auch 
Zi —Z,=Z' — Zy mod p. 
Satz 12. Wenn fiir héchstens abzihlbar unendlich viele Ideale p,, po, ... 
zugleich 
Z, =Z, mod p,; (6 = 1,3,...) 
gilt, so ist auch 
Z, =Z, mod p,; + po +---. 
Wenn fiir ein Ideal p 


Z; = Ze mod p 
ist, so gilt auch fiir jedes Ideal q < p 
Z, = Ze mod q. 


Beweis. Wenn Z, = Z, mod p, ist, so gibt es eine Borelmenge Z' ¢ p;, 
fiir die Z,Z; = Z,Z', ist. Daher gilt auch 


Z,(Z,4+2,4--) = 24:(4,4+44---. 
Da Z, +2, +---€pi + pe +--- sein sollte, so gilt 
Z; =Z, mod p; + po +-:-. 
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Die letzte Behauptung folgt sofort aus Definition 11. 
Satz 13. Wenn fiir ein Ideal p 
Z,=2, und Zz =x, modp 
zugleich gilt, so ist auch 
Z; = Zs mod p. 
Beweis. Nach Definition 11 gibt es zwei Borelmengen Z’ und Z” in p, 
so daB 
Z,2Z' =2Z,2', 2,2" =Z,2Z" 
ist. Daher gilt 
Z,(Z'Z") = 2,27'2" = Z;(Z'Z"). 
Da Z’Z" €p sein sollte, erhalt man Z, = Zs, mod p. 
Satz 14. Es seien wei Ideale p und gq. Wenn p = gq, Z, € q, und Z,; =Z, 
mod p ist, so gehért Z, auch zu q. 
Beweis. Da Z, € q mit Z,; = G mod q gleichbedeutend ist, so erhilt man 
aus Z, = Z, mod p nach Satz 12 
Zi = Zs mod q, 
folglich 
Zs = @ mod q. 
Definition 12. Es sei p ein Ideal und Z, eine Borelmenge. Alle Borel- 


mengen Z, die 
ZZ, = Zo mod p 


geniigen, bilden offenbar ein Ideal po. Dieses Ideal nennen wir das Neben- 
ideal py von p zu der primitiven Borelmenge Z,, und Z, heiSt eine primitive 
Borelmenge des Nebenideals po iiber p. 


Satz 15. Zwei Nebenideale pz und pz, eines Ideals p 2u den primitiven 
Borelmengen Z, bzw. Z, sind dann und nur dann fremd, wenn Z,Z, = 0 mod p ist. 


Beweis. Wenn pz, und pz, fremd sind, so gibt es nach Definition 11 zwei 
derartige Borelmengen Z; und Zy, daBZ; € pz,,Z, € pz,, und Z,Z, = Oist. Da 


Z,2,=2Z,, Z, Zz, = Ze mod p 
sein sollte, erhalt man 
Z; Zs = Z, Z,Z,Z2 = 0 mod Pp. 


Umgekehrt, wenn Z,Z,=0 modp ist, gilt nach Satz 12 Z,Z,=0 
mod pz pz,- Da Z,Z, € pz.zP, sein sollte, so mu pz pz, = 0 sein, daher sind 
Pz, und Pz, fremd. 
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Satz 16. p sei ein Ideal, und pz, pz,, ... set eime Folge von héchstens 
absthlbar unendlich vielen Nebenidealen von p (bow. zu den primitiven Borel- 
mengen Z,,Z, ...)- Pz, + Pz, + +--+ und Pz, Pz, --- sind dann auch die 
Wébealieills ton» 00 dedi pricnliens Divdmenge 2, + 2, +-- - bew. Z\Ze .... 


Beweis. Aus Z=G mod pz, + Pz, +--- folgt nach Satz 12 Z=G@ 
mod pz, (¢ = 1, 2,...). Da nach "Definition 12 ZZ, = Z, mod p ist, so gilt 


Z(Z; +Zo+--)=Z, +Z, +-. ’ mod p. 

Da dieses Verfahren umkehrbar ist, erhalt man die erste Behauptung. 

Wenn Z € pz. Pz, .-- ist, so gibt es nach Definition 9 eine Folge von 
Borelmengen Z; , Z,,. . ., derart, daB Z) € pz, (i = 1, 2,...)undZ= ZZ)... 
ist. Da Z,;Z,=Z, mod p ist, so gilt auch 

Z(Z,Z2...) =(%Z,) (ZZ) ... =Z,Z_... mod p. 

Umgekehrt, wenn diese Kongruenz besteht, so gibt es eine derartige 
Borelmenge Zp € p, daB Z (ZZ, .. .) Zo = (ZZ...) Zo ist. Daher gilt auch 
Z (Z,Zo) (Z2Zo) « . . = (Z1Z 9) (ZeZo) . . .. Da Z,Zo = Z, mod p ist, so gehért 
nach Satz 14 Z,Z, zu pz,, und folglich (Z;Zo) (Z2Zo) ... zu pz, Pz,---- Daher 
gehért Z nach Definition 6 auch zu pz, pz, .... 


Satz 17. pz, und pz, seven zwei Nebenideale eines Ideals p zu den primitiven 
Borelmengen Z, bzw. Z,. Dafiir, dap pz, S pz, ist, ist notwendig und hinreichend, 
daB Z,Z,=Z, mod p ist. Im Falle pz, S pz, gibt es ein eimziges Nebenideal pz, 
von p, fiir das pz pz, = O und vg + pz, = pz, ist. Dieses Ideal pz, bezeichnen 
wir mit Pz, — Pz,- 

Beweis. Wenn pz, S pz, ist, so gehért Z, zu pz,. Daher gilt 222, = Z, 
mod p. Umgekehrt wenn Z,Z, = Z, mod p ist, so gilt fiir jedes Z EPz,, 

ZZ, =Z,, ZZ,Z, = ZZ, modp, 
folglich 
Z; = ZZ = ZZ, mod Pp. 
Daher gehért Z zu pz. 

Im Falle pz, S pz,, wenn man Z; = Z, — ZZ, setzt, so ist offenbar 
Pz, Pz, = 0 und Pz, Ss Pz,- Daher ist Pz, + Pz, Ss Pz,- Andererseits gilt 
fiir jedes Z € pz, + pz, 

ZZ, =Z,, ZZ, =Z; mod p, 
folglich ; 


und weiter 


Z (Zs + Z,Z,) =Zs + Z,Z_ mou 


2ZZ,=2Z, mod p, d. h. Z €z,- 


Daher ist pz, = pz, + pz,. Die Eindeutigkeit des Nebenideals pz, kann man 
aus Satz 15 und 10 leicht schlieBen. 
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§ 4. 
Separable Ideale. 


Definition 13. Ein Ideal p heiSt separabel, wenn man fiir jedes System 
von Borelmengen {Z,} aus Z,Z; = 0 mod p (fiir ¢ + 9) stets schlieBen kann, 
da8 Z, = 0 mod p bis auf héchstens abzihlbar unendlich viele Z, gilt. 

Satz 18. Wenn man fiir jedes System von Borelmengen {Z,} stets aus 
Z,Z, = Oftiri + 7 schlieBen kann, dag Z, = 0 mod p bis auf héchstens abzdhlbar 
unendlich viele Z, gilt, so ist das Ideal p separabel. 

Beweis. Es sei eine transfinit wohlgeordnete Folge von x; Borelmengen 
Z,,Z2,... gegeben, die fiir i + 7 stets Z,;Z, = 0 mod p, und fiir alle i Z; + 0 
mod p erfiillen. Da fiir jede Ordnungszahl 1(< 2) die Miachtigkeit aller 
Ordnungszahlen j (< 1) héchstens abzihlbar unendlich ist, so erhalt man 


(2 Z,)Z, = 0-mod p. 
se 
Setzt man Z; = Z,—(2 Z,)Z;, so gilt 
j< 
Z, =Z,+0 modp und ZZ; =0 fir 1+). 


Daher mu8, unter der Voraussetzung des Satzes, p separabel sein. 
Aus diesem Satz folgt sofort der 


Satz 19. Wenn ein Ideal p separabel ist, sind alle Ideale q < p auch 
se parabel. 


Satz 20. Wenn ein Ideal p separabel ist, so ist jedes Ideal q < p ein Neben- 
ideal von p. 


Beweis. Wenn man aus q nach der transfiniten Induktion eine derartige 
Folge von Borelmengen Z; > Z2,> --+ auswahlt, daB Z,¢€ q und Z, — Z,,,; #90 
mod p ist, so kann diese Folge Z,, Za, . . . nicht mehr als abzahlbar unendlich 
sein, da p separabel ist. Setzt man Zp) = Z,Z,» . . ., so ist Zp auch eine Borel- 
menge, Zp € q und fiir jedes Z € q ist Zp>Z = Z_y mod p. Umgekehrt, wenn fiir 
eine Borelmenge Z ZZ = Zp mod p ist, so gehért nach Satz.14 Z)Z zu q, 
folglich Z nach Definition 6 auch zu q. Daher ist q = pz,. 


Satz 21. Fiir jede Folge von héchstens abzihlbar wnendlich vielen, separablen 
Idealen p,, po, ... ist die Summe p, + po +--- auch separabel. 

Beweis. {Z,} sei ein derartiges System von Borelmengen, daB fiir « + 7 
stets Z,Z; = 0 ist. 

Da p, separabel ist, gilt fiir ein bestimmtes i Z,;= 0 mod p, bis auf 
héchstens abzihlbar unendlich viele 7. Daher ist 


Z, = 0 mod p; (¢.=: 1, 3, ...) 
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bis auf héchstens abziblbar unendlich viele j. Folglich gilt nach Satz 12 
Z,=0 mod p; + po +--: 


bis auf héchstens abzihlbar unendlich viele 7. Daher ist p; + po +--+ nach 
Satz 18 separabel. 


§ 5. 
Spektralsysteme von MaBoperatoren. 
Nun betrachten wir einen MaBoperator Z (Z), wie wir ihn schon in der 


friiheren Abhandlung*) definiert haben, d.h. E£(Z) ist eine Schar von, 


jeder Borelmenge Z zugeordneten, Projektionsoperatoren, die den folgenden 
Bedingungen geniigen: 


(1) E (0) = 0, 
(2) E(Z, + Z,+---) = E(Z,) + E(Z.) +--- 
(3) E (Z,Z, oa ) = E (Z,) E (Zz) eee 


fiir héchstens abzaihlbar unendlich viele Borelmengen Z,, Ze, .... 

Fiir alle Borelmengen Z bildet die Schar der Projektionsoperatoren E (Z) 
einen Borelring; d.h. einen, héchstens abzaihlbar unendlich viele passende 
Projektionsoperatoren umfassenden, kleinsten Ring von Projektionsopera- 
toren!5). Diesen Borelring bezeichnen wir mit 8, und mit U den U-Ring 
von %, d. h. den 8 umfassenden, kleinsten universalen Ring von Projektions- 
operatoren 15). Man kann leicht einsehen, daB der universale Ring U funda- 
mental ist. 

Wir nennen ein Produkt von irgendwelchen — mit beliebiger Machtig- 
keit — Elementen $ einen 6-Operator von F(Z) oder B und bezeichnen das 
System aller 6-Operatoren mit %;. Dann ist offenbar 8 CB;cU. Man 
kann auch leicht einsehen, daB jede Summe héchstens abzihlbar unendlich 
vieler 5-Operatoren wieder ein 6-Operator ist. 8, ist aber nicht immer ein 
Ring von Projektionsoperatoren. 


Satz 22. Jedes separable Element von U ist ein 6-Operator von B. 


Beweis. Da jedes Element von U als die Summe eines passenden Systems 
von 6-Operatoren sich darstellen lé8t1*), so ist ein separables Element R 
von U die Summe eines Systems von 6-Operatoren {P;}. Hier kann man an- 
nehmen, da8 {P,;} jede Summe von héchstens abzihlbar unendlich vielen 





14) H. Nakano, Zur Eigenwerttheorie normaler Operatoren. Proc. Phys.-Math. Soc. 
Japan 21 (1939), S. 315—339. 

15) H. Nakano, F. m. O., 8.724. B-Ring, U-Ring. 

16) H. Nakano, F. m. O., Satz 13. 
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6-Operatoren in {P;} auch enthalt. Wenn man nach der transfiniten Induktion 
aus {P,} eine derartige transfinite Folge P| < P, < --- auswahlt, daB fiir 
keinen 6-Operator P” € {P,} gleichzeitig fiir alle i P, < P” < R gilt, so 
kann diese Folge P,, P,, ... nicht mehr als abzihlbar unendlich sein, weil 
nach Voraussetzung R separabel ist. Setzt man Py = P| + P,+---, so 
gehért P, auch zu {P;} und fiir jedes i gilt P; < Py. Daher ist Py = R. 

Definition 14. Fiir jeden 6-Operator P eines MaBoperators E (Z) bilden 
alle Borelmengen Z, fiir die PE (Z) = P gilt, offenbar ein Ideal p von Borel- 
mengen. Dieses Ideal p heiSt das Ideal von P, und P heiBt der Normoperator 
des Ideals p iiber F(Z), indem man P mit N,.,,.p bezeichnet. 

Es gilt dann offenbar 


New)? = ff E (Z). 


Daher sind die Ideale von zwei verschiedenen 4-Operatoren auch voneinander 
verschieden. 

Aus Definition 14 folgt sofort der 

Satz 23. Fiir zwei 6-Operatoren P, und P, mit den Idealen p, bzw. pe ist 
die Ungleichung p, < p. mit P, < P, gleichbedeutend. 

Satz 24. Es sei P ein 5-Operator mit dem Ideal p. Dafiir, daB Z, = Ze 
mod p ftir zwei Borelmengen Z,, Zz ist, ist notwendig und hinreichend, daB 
E(Z,) P = E(Z,) P ist. 

Beweis. Aus Z, = Zz mod p folgt nach Definition 11, daB Z; Zp) = Zz Zo 
fiir eine passende Borelmenge Z, € p gilt. Daher gilt 


E (Z,) E (Zo) = E (Z,Z9) = E (Z_Zo) = E (23) E (Zp). 


Da £ (Z,) = P sein sollts, erhilt man E(Z,) P = E (Z,) P. 
Umgekehrt, wenn FE (Z,) P = E (Z,) P ist, so gilt 
E (Z,) P = E (Z,) E (Z,) P = E (Z,Z,) P, 
folglich 
E (Z; “= Z,Z:) P = 0. 
Setzt man Zp = G — (Z, — Z,Z¢), so ist Zp auch eine Borelmenge, und es gilt 


Daher gehért Z, zu p. Da Zp (Z, — ZZ) = 0 ist, so gilt mithin nach De- 
finition 11 Z,Z,=Z, mod p. Ahnlich erhailt man Z.Z, =Z. modp, und 
dann nach Satz 13 Z, = Z, mod p. 


Satz 25. Es sei eine Folge héchstens abzdhlbar unendlich vieler 5-Operatoren 
P,, Pz, ... von E (Z) bzw. mit den Idealen p,, po, . . . gegeben. Dann wird das 
Ideal von P, + P, +--- durch p; + po +--+ gegeben. 
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Beweis. Wenn Z) = G mod p,; + pp +--- fiir eine Borelmenge Zp gilt, 
so ist fiir alle 1 Z) = G@ mod p,. Daher gilt nach Satz 24 
E (Z,) P; = P,; (¢ = 1, 2;...), 
folglich 
E (Zo) (P, + Pot+- +) = Pi + Pot: 


Umgekehrt folgt aus dieser Gleichung 


E (Z,) P; = P; (6 = 1, 2, ...). 
Daher gilt nach Satz 24 

Zo = G mod p; 6a 2: Bowdt 
und dann nach Satz 12 


Zo = G mod p,; + Pe+---. 
Damit ist der Satz bewiesen. 


Satz 26. Es sei P ein 5-Operator mit dem Ideal p. Das Nebenideal Pz, 
von p zur primitiven Borelmenge Z, ist das Ideal von PE (Zp). 


Beweis. Aus Z € pz folgt nach Definition 12.2Z) = Zy mod p. Daher 
gilt nach Satz 24 FE (ZZ,) P = E (Z)P, namlich E (Z) {EF (Zo) P} = {EB (Zo) P}, 
und dieses Verfahren l48t sich umkehren. 

Satz 27. Daftir, daB ein 6-Operator P mit dem Ideal p ein separables 
Element von U ist, ist notwendig und hinreichend, daf p separabel ist. 


Beweis. Wenn fiir ein System von Borelmengen {Z;} Z,Z;,=90 mod p 
(t + 9) gilt, so ist nach Satz 24 EF (Z,) EB (Z,) P = 0, namlich 


{E (Z,) P} {E (Z,) P} = 0 (i + 5). 


Daher, wenn PU separabel ist, gilt E (Z;) P = 0 bis auf Lochstens abzahlbar 
viele 1. Nach Satz 24 ist dann Z;=0 modp bis auf héchstens abzahlbar 
unendlich viele 1. Daher ist p separabel. 

Es sei {R,} ein derartiges System von Projektionsoperatoren in U, daB fiir 
alles P > R, > 0, und fiir i + 7 R,R, = O ist. Nach Satz4 gibt es ein der- 
artiges separables Element P,; von U, daB R, > P; > 0 ist. Dann ist P,; nach 
Satz 22 ein d-Operator von E (Z). Bezeichnet man das Ideal von P; mit p,. 
so ist nach Satz 23 p, < p. Wenn p separabel ist, so ist nach Satz 19 p, ein 
Nebenideal von p. Z;, sei eine primitive Borelmenge von p, iiber p. Dann ist 
nach Satz 26 P; = PE(Z,). Aus P,P, = 0 (i + j) folgt fiir i +7 


E (Z,Z,) P = E{Z,) E (Z,) P = P,P, = 0. 


Daher gilt nach Satz 24 
Z,Z,=0 mod p (t + 9). 
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Andererseits gilt, da nach Voraussetzung P; + 0 sein sollte, Z, = 0 mod p. 
Da p separabel ist, kann das System {Z,} nicht mehr als abzahlbar unendlich 
sein. Daher ist PU separabel. 


Satz 28. Es sei p,, po, .. . eine Folye héchstens abzihlbar unendlich vieler 
separabler Ideale. Wenn p; das Ideal eines 6-Operators P; des Mafoperators 
E (Z) ist, so ist das Produkt p,p2... auch das Ideal von P,P. .... 


Beweis. Nach Satz 25 ist p, + po+--- das Ideal von P; + P,4+---. 
Setzt man po = Pi + Po +--- und Py = P, + P.+---, so ist po nach 
Satz 21 auch separabel. Daher ist p,; nach Satz 20 ein Nebenideal von po. 
Bezeichnet man mit Z; eine primitive Borelmenge von p, iiber po, so gilt nach 
Satz 24 P, = P,E(Z,). Nach Satz 16 ist p; pe . . . auch ein Nebenideal von py 
zur primitiven Borelmenge Z,Z,.... Daher ist p,po... das Ideal von 
PE(Z,Z, ...) = {PE(Z,)} {PE(Z.)} --- = Pi P:.... 

Aus diesem Satz folgt sofort der 


Satz 29. Es seien P, und P, zwei separable Elemente von U mit den separa- 
blen Idealen p, bzw. p2. Dafiir, dag P,P, = ist, ist notwendig und hinreichend, 
daB zwei Ideale p,; und ps zueinander fremd sind, d.h. py po = 0. 


Nach Satz 25, 28 erhalt man leicht den 


Satz 30. Es seien P, und P, zwei separable Elemente von mit den separablen 
Idealen ~P, bzw. Po. Wenn P, — P, ist, so ist Po — Pi das Ideal von P, =— P, . 


Definition 15. Ein System separabler Ideale p heibt eine Idealklasse, 
wenn p mit einem Ideal p € p stets auch alle Ideale q < p, und mit einer Folge 
héchstens abzahlbar unendlich vieler Ideale p,, py, ... € p stets auch die 
Summe p, + p, +--- enthilt. 

Definition 16. Ein System separabler Ideale {p,} in einer Idealklasse p 
heiBt ein Basissystem von p, wenn fiir + + 9 stets p,;p; = 0 gilt und p die 
alle p, umfassende, kleinste Idealklasse ist. 

Satz 31. Jede Idealklasse besitet ein Basissystem. 


Beweis. p, (+ 0) sei ein Ideal in p. Alle Ideale p in p, fiir die p;p = Oist, 
bilden offenbar eine Idealklasse pj Cp. pz (+ 0) sei ein Ideal in p,. Alle 
Ideale p in p,, fiir die ppp = 0 ist, bilden auch eine Idealklasse p.. Ahnlich 
fortsetzend, erhalt man nach der transfiniten Induktion ein derartiges System 
{p,}, daB fiir i + 7 stets p,p, = 0 ist, und fiir ein Ideal p in p aus p,p = 0 fiir 
alle i p = 0 folgt. po sei ein beliebiges Ideal in p. Da po separabel ist, gilt 
P;Po = 0 bis auf héchstens abzahlbar unendlich viele i. Es sei nun Pi Pir ss 
die Folge aller der Ideale in {p,}, fiir die Pi,Po + 0 (lL = 1, 2, ...) ist. Dann 
gilt fiir alle « {po — po (P;, + Pi, +---}}p, = 0, folglich muB 


Po — Po (Pi, + Ps, + -**) = 0 
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sein, d. h. 
Po S Pi, + i, +--- 
Daher ist {p,} ein Basissystem von p. 
Definition 17. R sei ein Projektionsoperator in U. Alle separablen Ideale, 
deren jedes das Ideal eines separablen Elementes P von RU ist, bilden offenbar 


eine Idealklasse. Diese Idealklasse nennen wir die Idealklasse von R tiber 
den MaBoperator E (Z). 


Satz 32. Fiir zwei Elemente R,, Rz in U ist R, = R, mit Ubereinstimmung 
der Idealklassen von R, und R, gleichbedeutend. 

Beweis. Wenn R, — R, R, + 0 ist, so gibt es nach Satz 4 ein separables 
Element P des Nebenrings (R, — R,R,)U. Das separable Ideal p von P 
gehért dann zur Idealklasse von R,, aber nicht zur Idealklasse von Rg nach 
Satz 29. 

Definition 18. Die Dimensionalzerlegung des U-Rings U sei R,, Re, ..., 
R,, ...,-und p, sei die Idealklasse von R,. p,, po, .--, Py, --- heiBt das 
Spektralsysiem des MaBoperators EF (Z). 


§ 6. 
Unitarinvarianten. 


Es sei N ein hypermaximaler normaler Operator. Bezeichnet man mit 
E (Z) den MaBoperator von N, so la8t N sich in der Form 


(Nf, 9) = j zd (E (Z) f, 9) 


fiir jedes f im Definitionsbereich von N und fiir beliebiges g in € darstellen?’) 


Definition 19. Es sei NV ein hypermaximaler normaler Operator mit dem 
MaBoperator E(Z). Das Spektralsystem des MaBoperators EF (Z) heiBt das 
Spektralsystem von J. 

Dieses Spektralsystem eines hypermaximalen normalen Operators ist 
unitarinvariant, d. h. 


Satz 33. Dafiir, da zwei hypermaximale normale Operatoren N, und Nz 
unitéir dquivalent sind, d.h. dafiir daf fiir einen passenden unitdren Operator U 
N, = U*N,U ist, ist notwendig und hinreichend, dab N, und Nz dasselbe 
Spektralsystem haben. 


Beweis. £,(Z) und E,(Z)-seien die MaBoperatoren bzw. von N, und N¢. 
Man kann leicht aus Eigenwertdarstellungen schlieBen: Dafiir, daB fiir einen 


171) H. Nakano, Zur Eigenwerttheorie ..., Satz 4. 
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unitaren Operator U N, = U*N,U ist, ist notwendig und hinreichend, daB 
E,(Z) = U*E,(Z)U gilt fiir jede Borelmenge Z. 

Fiir einen unitéren Operator U sei #,(Z) = U*E,(Z)U fir jede Borel- 
menge Z. p sei das separable Ideal eines beliebigen 4-Operators P, von 
E,(Z). Dann ist P, = JT Fs(2). Setzt man P; = ff E,(Z), so ist || P,/|| 


iir jedes f in € die Bg Grenze}8) von {|| #1 (2) f|| i} fiir Z <p, folglich die 
untere Grenze von || U*E,(Z)Uf|| = || £,(Z)U/\| fiir Z ¢p. Da diese untere 
Grenze andererseits mit || P,U || shinisleidinieas muB, so erhalt man fiir 
jedes f in € 
| Pifl| = || P2Uf|| = ||U* P20 ||. 
Da U*P,U auch ein Projektionsoperator ist, folgt hieraus P,; = U* P,U. 

Wenn fiir eine Borelmenge Z P, < £,(Z) ist, so gilt auch U P,U* 
s UVE,(Z)U*, d.h. P, S E,(Z). Daher gehért Z zu p. Dies besagt, daB p 
auch das Ideal des 6-Operators P, von £,(Z) ist. 

Wenn der Nebenring P, FE, (Z) gleichmaBig dimensional mit der Dimensiona 
ist, so kann man aus #,(Z) = U*£,(Z)U leicht einsehen, daB der Nebenring 
P,E;(Z) auch gleichmaBig dimensional mit der Dimension « ist. 

Umgekehrt gilt auch, daB jedes separable Ideal p iiber #,(Z) auch ein 
separables Ideal iiber F,(Z) ist, und im Falle, daB der Nebenring 
{N,, iP} #1(Z) gleichmaBig dimensional mit der Dimension « ist, der Neben- 
ring {NV ,. .z,P}#2(Z) auch gleichmaBig dimensional mit der Dimension a ist. 
Daher haben £,(Z) und £,(Z) dasselbe Spektralsystem. 

Nun nehmen wir an, daB £,(Z) und E£,(Z) dasselbe Spektralsystem 
Pi, Pe, ---, Pa, --- haben. {p$} sei ein Basissystem der Idealklasse p,. 
Setzt man 

Pe“ = IT B,(Z), Py* = I] B,(2), 
Zepe zen 
so sind die Nebenringe P';“ E,(Z) und P§ “E,(Z) beide separabel und gleich- 
maBig dimensional mit der eT a. Nach Satz 8 gibt es dann derartige « 


Projektionsoperatoren Pi ¢ (k = 1, ..), daB 
ee (k + ), 
PY (2, (Z) ~ Py *E,(Z), Prt = JP‘ 


k 


und der Nebenring P}¢ F,(Z) einfach ist. 
Uber P;* gibt es ebenso derartige « Projektionsoperatoren Pst 
(k = 1,2,...), daB 
P3% P3{ =0 (k =, 
Ps, By (Z) ~ Py* E,(Z), Pz* = 2 Py 
und der Nebenring P} { #,(Z) einfach ist. 


18) H. Nakano, F. m. O., Satz 2. 
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Da beide Nebenringe P} { £,(Z) und P;¢E,(Z) separabel und “ne 
sind und sogar dieselben Nullmengen haben, so gibt es zwei Elemente /} ¢ und 
ig in &, fiir die 


Prrhi=hie Prihi = fi, 
|| #1 (Z) fil] = || Be(Z) A | (fiir alle Z), 
und P}¢, P}4 die Projektionsoperatoren von, aus allen £,(Z)/;¢ bzw. 
E,(Z)f;¢ fiir beliebige Borelmengen Z aufgespannten, abgeschloasenen 


linearen Mannigfaltigkeiten sind, was wir schon in der friiheren Abhand- 
lung **) bewiesen haben. Durch Zuordnung 


BE, (Z) fp { <> E2(Z)f}¢ (fiir alle i, a, k, Z) 
erhilt man einen unitéren Operator U, fiir den 


E,(Z) ft; = U*E,(Z) fe¢ (fiir alle ¢, «, k, Z) 
gilt. Hieraus folgt 


E, (Zo) U* E,(Z) fg & = Ey (Zo) E,(Z) fy ¢ 
= E,(ZoZ)f,{ = U*E2(ZoZ)fz% = U* Ee (Zo) {E2(Z)f3 33 


fiir beliebige Borelmengen Z). Da alle Elemente F,(Z) 3‘ fiir beliebige 
i, a, k, Z den ganzen Raum € aufspannen, gilt 


E(Z)U*f = U*E(Zo)f, d.b. £,(Zo) = U*Ey(Z)U 


fiir jede Borelmenge Zy, was zu beweisen war. 

Es sei N,, No, .. . eine Abelsche Folge hypermaximaler normaler Opera- 
toren. In der friiheren Abhandlung®) haben wir einen MaBoperator F(M) 
auf dem komplexen Torusraum T von Elementen (z,, 2, ...) konstruiert, 
derart daB die Operatoren N, sich in der Form 


(N; f, 9) = Jed (M) f, 9) (ij = 1,.2,.... 


fiir jedes { im Definitionsbereich von N, und fiir beliebiges g in € darstellen 
lassen. Wenn man in Betracht zieht, da8 fiir jeden Kreis in T C (C,,Ce,..-), 
wo C; bis auf endlich viele mit der ganzen komplexen Ebene G iiberein- 
stimmen, und die anderen C; , CG die Kreise mit den Mittelpunkten 


ee und den Radien ro. bons 0 wad, E(C) der Projektionsoperator 
19) § H. Nakano, U. N. H., Satz 5. 
2) H. Nakano, F. m. O. 
Mathematische Annalen, 118. 9 
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der abgeschlossenen linearen Mannigfaltigkeit ist, die aus allen fiir 
Tee N; gleichzeitig totalsinnvollen, 


~~ 
= 1,3... 
1, — Br ll < HP * IIe [- LB. i i) 


geniigenden Elementen / besteht, so kann man wie im Falle eines Operators 2!) 
leicht beweisen, daB der MaBoperator EF (M) eindeutig bestimmt wird. 
Das Spektralsystem des MaBoperators FE (M) heiSt das Spektralsystem 
der Abelschen Folge hypermaximaler normaler Operatoren V,, Ne, .. .. 
Satz 34. Es seien N,, Nz, ...und N', Nj, . . . zwei Abelsche Folgen hyper- 
mazimaler normaler Operatoren. Dafiir, daB fiir einen passenden unitéren 
Operator U gleichzeitig 
Ni, = U*N,U (¢ = 1,2,...) 


ist, ist notwendig und hinreichend, daB die beiden Folgen N,, Nz, ... und 
N', Ny, ... dasselbe Spektralsystem haben. 


Beweis. Die MaBoperatoren bzw. von N,, Nz, ... und Nj, Nj, .. . seien 
E (M) und E’(M). Nach der Eigenwertdarstellung und der Eindeutigkeit des 
MaBoperators kann man leicht einsehen: Dafiir, daB fiir einen unitéren 
Operator U gleichzeitig VN’ = U*N,U ist, ist es notwendig und hinreichend, 
da8 E’(M) = U*E(M)U fiir jede Borelmenge M in T gilt. Daher kann man 
ganz ahnlich wie Satz 33 diesen Satz beweisen. 


§ 7. 
Regulire Ideale. 
Wir haben schon gezeigt, daB durch jeden MaBoperator E (Z) ein Spektral- 
system P), Pe,.--, Pa, --- eindeutig bestimmt wird, wobei p, eine der Kar- 


dinalzahl « zugeordnete Idealklasse ist. Nun ergibt sich die Frage: Welches 
System von jeder Kardinalzahl zugeordneten Idealklassen kann das Spektral- 
system eines Mafoperators E (Z) in evnem passenden allgemeinen Euklidischen 
Raum sein? Hier wollen wir diese Frage untersuchen. 

Definition 20. Ein Ideal p heiBt reguliir, wenn es eine derartige beschrankte, 
nicht negative, totaladditive Mengenfunktion von Borelmengen F (Z) gibt, daB 


Z=0 modp 


mit F (Z) = 0 gleichbedeutend ist. Eine solche Mengenfunktion F (Z) nennen 
wir ein Ma8 zum Ideal p. 





™) H. Nakano, Zur Eigenwerttheorie..., 8. 331—332. 





Unitarinvarianten. 131 


Aus dieser Definition folgt sofort der 

Satz 35. Jedes regulére Ideal ist separabel. 

Satz 36. Dafiir, daB ein Ideal p regular ist, ist notwendig und hinreichend, 
daB es einen derartigen Mafoperator E (Z) gibt, fiir den 

Z=0 modp 

mit E (Z) = 0 gleichbedeutend ist. 

Beweis. F (Z) sei ein Ma8 zum Ideal p, und 

Z= G = Z,, Zi, te Z; i,igc*t Zit, i 


1 fy fy ver (i, = 0, 1) 
sei ein derartiges dyadisches Schema abzahlbar unendlich vieler Borelmengen, 
daB die diese Borelmengen umfassende, kleinste totaladditive Mengenklasse 


auch alle Borelmengen enthalt, und 
Z Z igo = 9, J, 


fy... 

Zi, ...ta = 1... ind + Zi, .. tnt (i, = 0, 1) 

gilt. § sei ein Hilbertscher, naimlich separabler, Raum, und f sei ein Element 

in mit der Norm YF (Z). Da F (Z) = F (Z») +-F (Z,) sein soll, so gibt es 

zwei zueinander orthogonale Elemente fy und /, mit der Norm VF (Zo) bzw. 

F (Z,), fiir die f = fo + f, ist. Nun zerlege man den Raum § in zwei zueinander 
orthogonale separable Raume §» und §;, die /o bzw. /; enthaltén. 


Indem man dieses Verfahren fortsetzt, erhilt man zwei dyadische 
Schemata von Elementen und separablen Riumen 


A hi» i, ty ees Re cua 4 

9, 9, Di, ty eee Dis. tn 
derart, daB §, 9 und §,  ,,; Zueimander orthogonal sind, §,  , 
™ H;, oe’, 9,, —= hi, = in ©Di, —*. und lf, si tall = )F (Z,, ty) 
ist. Man kann leicht einsehen, da8 es einen und nur einen derartigen MaB- 
operator F(Z) gibt, daB F(Z, __,,) der Projektionsoperator des Raumes 
9, .. 1, im Raum § ist. Fiir diesen MaBoperator F (Z) gilt offenbar Ii, . “te 
=E(Z, _,,)f. Daher gilt auch F(Z; ;,)=||E(Z,_,,)f\|?. Da 
||# (Z) f||® eine nicht negative, beschrinkte, totaladditive Mengenfunktion 
ist, und fir Z;  ,, mit F(Z) denselben Wert annimmt, so stimmt 
\|# (Z) {|| mit F(Z) fiir jede Borelmenge iiberein. po sei das Ideal von 
E (G) iiber £(Z). Dann gilt offenbar p < po. Andererseits ist der Ring 
{E (Z)} fiir alle Borelmengen universal und separabel. Daher ist p nach. 
Satz 20 ein Nebenideal von pp zu einer primitiven Borelmenge Zo, d.h. 
Z=0 mod p ist mit E (Z,) F(Z) = 0 gleichbedeutend. 


>Z, 
le. 


svi -tnin+1? 


(t, = 0, 1), 


» ae 
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Umgekehrt, wenn p ein Ideal eines MaBoperators £ (Z) in einem separablen 
Raum ist, so ist nach Satz 3 p offenbar ein regulires Ideal. 


Satz 37. Fiir ein reguldres Ideal po sind alle Ideale p < po auch regular. 


Beweis. Da po nach Satz 35 separabel sein muB, ist p nach Satz 20 ein 
Nebenideal von po. Zo sei eine primitive Borelmenge von p iiber po, und 
F(Z) sei ein MaB zum Ideal po. Setzt man 


F (Z) = Fo(Z) — Fo(ZoZ), 


so kann man leicht einsehen, daB F (Z) ein MaB zum Ideal p ist. 


Satz 38. Fiir eine Folge héchstens abzihlbar unendlich vieler reguldrer 
Ideale p,, Po, ... ist Py + Po +--+ auch regular. 


Beweis. F ,(Z) sei cin Ma8 zum Ideal p,. a, ae, . . . sei eine derartige Folge 
positiver Zahlen, daB J a,F,(G) konvergiert. Setzt man F(Z) = a,F,(Z) + 
i=1 


+ a,F,(Z) + ---, so kann man leicht einsehen, daB F (Z) ein MaB zum Ideal 
Pi + Pet+--: ist. 


Satz 39. Es sei ein System von jeder Kardinalzahl zugeordneten Ideal- 
klassen p;, Pz, -.., P,, ---- Dafiir, daB p,, pe, ...,p,, -- . das Spektralsystem 
eines hypermaximalen normalen Operators N im einem passenden allgemeinen 
Euklidischen Raum ist, ist notwendeg und hinreichend, daB fiir « + B jedes 
Ideal in p, 2u allen in p, fremd ist und daB die Ideale in p, (a = 1, 2, ...) 
alle requlir sind. 


Beweis. Diese Bedingung ist offenbar notwendig. DaB'sie hinreichend 
ist, wollen wir beweisen. {p, ,} sei ein Basissystem von p,. Nach Satz 36 kann 
man derartige Hilbertsche Raume §,, und MaBoperatoren E, ,(Z) in §,, 
konstruieren, da8 p,; das Ideal von Z, ,(Z) ist. Wenn man dabei je zwei §, ; 
zueinander orthogonal sein la8t und € = XY §,, setzt, so hat der MaBoperator 


E(Z) = x E,,(Z) E.,, 


fiir die Projektionsoperatoren E,, von §,, in € 1, po, ..., P,, -.. Zum 
Spektralsystem. Da EZ (G) = 1 ist, erhalt man einen hypermaximalen nor- 
malen Operator N eindeutig durch - ; 


(Ni, g) = { 2d (B (Z) f, 9). 


G 


Dag Spektralsystem dieses Operators N ist dann offenbar p;, pe, ..-, Pg: - 


Zuletzt bemerken wir, daB nicht jedes separable Ideal reqular ist. Wir 
konstruieren ein nicht regulares, aber separables Ideal. 
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Durchlauft J alle Borelmengen erster Kategorie, so bilden die Kom- 
plementaérmengen G — J zusammen ein Ideal p,. Dieses Ideal p, ist separabel. 
Denn fiir jedes System von Borelmengen {Z,}, bei dem fiir i + j Z,Z,=0 
mod p, ist, gibt es ein solches System offener Punktmengen {G,}, dab Z, = G, 
mod p, ist, da man jede Borelmenge Z, fiir eine passende offene Punktmenge G, 
und fiir passende Borelmengen erster Kategorie /', I’;’ in der Form 

Z,=G,—1,+ Ti! 
schreiben kann. Daher gilt G, G, = 0 mod p, fiir i+j. Da eine offene 
Punktmenge nicht von erster Kategorie sein kann, gilt mithin G,@, = 0. 
Folglich giltG, = 0,d.h. Z; = Omod p,, bis auf héchstens abzihlbar unendlich 
viele 4. 

F (Z) sei eine derartige nicht negative, beschrinkte, totaladditive Mengen- 
funktion, daB F (J) = 0 ist fiir jede Borelmenge erster Kategorie J. Dann 
verschwindet F (Z) offenbar fiir einen Punkt. Daher kann man wie die (‘antor- 
sche Punktmenge eine derartige perfekte, nirgend dichte, dyadische Punkt- 
menge Z, konstruieren, daB F (G@) — F (Zo) beliebig klein wird. Da Z, von 
erster Kategorie ist, so muB F (G) = 0 sein. Daher ist das Ideal p, nicht 
regular. 


(Eingegangen am 2. 5. 1940.) 








Uber Approximation meromorpher Funktionen 
durch rationale Funktionen’). 
Von 
Ernst Lammel in Prag. 


{a,}, (« = 1, 2, ...) sei eine Folge von Stellen aus |z| < 9 < R und 
{b,}, (« = 1, 2, ...) eine Folge von Stellen aus |z| < R, deren simtliche 
Haufungspunkte auf |z| = R liegen. 

Jeder in |z| < R meromorphen Funktion /(z), deren samtliche in 
\z2| < R gelegenen Pole unter den Stellen der Folge {6,}. (u = 1, 2, ...) 
auftreten sollen®), lassen sich die rationalen Funktionen 


Co mame 


al 8 (2) = 
() [a+ d'0 J] — fir n= 1 


ral 





durch folgende Festsetzung eindeutig zuordnen: Tritt a, unter den Stellen 
{a,}. (# = 1,2,..., + 1) nur einmal auf, so soll s,(a,) = / (a,) sein. Kommt 
es dagegen x-mal vor, so soll s,(z) mit f (z) an der Stelle a, auBerdem noch in 
den Ableitungen bis zur (x — 1)-ten Ordnung iibereinstimmen. 

Die rationalen Funktionen s,(z) sind die Partialsummen der Reihe 


z—@ 
(2) + So, | ae 
vas] us] 
Zu jeder in |z| < R meromorphen Funktion /(z), welche der Klasse H {6} 
angehdért, gibt es also eine und nur eine Reihe (2). 

Wir fragen nach notwendigen und zugleich hinreichenden Bedingungen, 
welchen die Folge {a,}, (a = 1, 2, ...) aus |z| S 9 < R im Verein mit der 
Folge {6,,}, (« = 1, 2,...) aus |z| <R, fiir die lim |5,| = R ist, geniigen muB, 
damit die einer jeden in |z| < R meromorphen Funktion f(z) der Klasse 
A {b} eindeutig zugeordnete Reihe (2) fiir jeden Wert von z aus |e| < R, 


1) Uber Approximation meromorpher Funktionen durch rationale vgl. ins- 
besondere das 8. Kapitel des Werkes von J. L. Walsh, Interpolation and Approxi- 
mation by Rational Functions in the Complex Domain (American Mathematical Society 
Colloquium Publications, Volume XX), New York City, 1935. 

*) Die Gesamtheit dieser Funktionen wollen wir im folgenden als die Klasse. 
H (b\ der in |z| < R meromorphen Funktionen f(z) bezeichnen. 
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welcher kein Punkt der Folge {6,}, (u = 1, 2, . . .) ist, gegen / (z) konvergiert. 
Wir werden zeigen, da hierfiir 


(3) lim 1 Yt — ot) = 0; k = 1,2,.. 


n-> oc a=1 
eine sowohl notwendige als auch hinreichende Bedingung ist. 

Es ist keine Beschrankung der Allgemeinheit, wenn wir, wie es in Hinkunft 
stets getan wird, R = 1 setzen. 

Ist allgemeiner % ein beschrankter offener Bereich, dessen Berandung von 
einer geschlossenen Jordankurve C gebildet wird, und sind {a,}, (u = 1, 2, ...) 
und {b,}, (u = 1, 2, ...) zwei Folgen aus 8, wobei von {a,}, (u = 1, 2, .. .) 
kein Haufungspunkt, wihrend von {b,}, (u = 1, 2, ...) samtliche Hisufungs- 
punkte auf C liegen, so konvergiert dann und nur dom. die einer jeden in 8 
meromorphen Funktion / (z) der Klasse H {6} eindeutig zugeordnete Reihe (2) 
fiir jeden Wert von z aus 8, welcher kein Punkt der Folge {6,}, (u = 1, 2, . . .) 
ist, gegen / (z), wenn bei konformer Abbildung z = z (¢) von 8 auf den Ein- 
heitskreis |¢| <1 die beiden Folgen {a,}, (u = 1, 2,...) und {6,}, (u = 1, 

.-) in Bildfolgen iibergehen, welche den Bedingungen (3) geniigen. 


§ 1. 
Integraldarstellung fiir die Entwicklungskoeffizienten {C,}, (vy = 0, 1, 2, ...) 
und das Restglied. 

Um fiir die Koeffizienten {C,}, (vy = 0, 1, 2, ...) der zu einer in 8 mero- 
morphen Funktion f (z) der Klasse H {6} gehérigen Reihe (2) und ihr Restglied 
eine Integraldarstellung zu erhalten, kann man nach R. Lagrange’) so vor- 
gehen: Man multipliziere die Identitat 


a) aff a, — b, z—4a, a, — by ¢—6, z—a, z—a, 
=t—a, + €—0) G—a) #—5, + C—at—a) fe, 2-0, 2-8, * 











@n41— >, "g — by rT 24, 
ti + Gay e= A= We + 


n+1) 


1 *#—-4,,, ry 2—a,0—b, 
+e rege BG —3, t=<, 


uw 








mit 5 tf (¢) und integriere dann langs einer in 8 verlaufenden rektifizierbaren 
oe hee Jordankurve L, welche die Folge {a,}, (u = 1, 2, . . .) in ihrem 


*) Siehe R. Lagrange, Mémoire sur les séries exces Acta Mathematica 
64 (1935), S. 6. 
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Innern und die Folge {b,}, (u = 1, 2, . . .) in ihrem AuBern enthalt. Es ergibt 
sich so 























1e) = 0+ So, |] 
r=1l1 gua 
wenn 
ieee ene AG 6, = 4-5 f(t) 
oR er a ‘, 2% pain 
(5a) C on feo —% 1(0) de; 7=3.3 
’ Qn — , — oe oe 
t -ayt—«,,) Jf — 
ual 
und 
s—6,, 
_ 1 f fe) *—441 JT *— 
(5b) Ry() = 5 » ots wed em at 
L —— 
= ” 
gesetzt wird. 


Insbesondere folgt aus (5a, b) fiir die Funktion f (z) = z die Entwicklung 


* + (as — bp + 


sai 


= 


(6) z = a, + (a, — by) = 











» + (a, — by 





§ 2. 
Der Fall des Einheitskreises. 
1. Die Bedingungen (3) sind notwendig. 
Insbesondere gehért die Funktion f (z) = z zur Klasse H {6}. Soll sie sich 
in eine Reihe (2) entwickeln lassen, so muB wegen (6) fiir jede Stelle z aus 
|z| <1, die nicht in der Folge {6,}, (u = 1, 2,...) auftritt, 


lim |(e - Gn +1) = 


a=l 





=. 
sein, woraus 
n n 
I] ps 
if z—b 


a=il 


(7) lim 


n—>o 


= 3 








folgt. Nun ist wegen lim |b, | = 1 fiir jeden Wert von z aus |z| <1 


25 





lim = 1 


“> co 
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und deshalb 
(8) lim 


a-> co 


Mithin ergibt sich aus (7) 


(9) lim 


no 





und zwar gilt diese Limesbeziehung, wie man leicht einsieht, fiir jeden Wert 
von z aus |z| < 1. 
Jetzt zeigen wir, daB aus (9) fiir jeden Wert von z aus |z| < 1 


(ge Rg. 
_— 1—@z 
10 li —+|/s1 
(10) antes ie "ee . 


erschlossen werden kann. 
Wir setzen zur Abkiirzung 








bed n 
1—4,z 
n = _* ; = 1,2,..., 
Pn (2) aire n 


wobei immer der Funktionszweig gewahlit werden soll, fiir welchen ¢, (0) = 1 ist. 
Angenommen, fiir z = 2, sei lim |, (%1)|} = 1+ 9,9 >0. Dann labt 
sich aus der Funktionenfolge {9,(z)}, (n = 1;2,...) eine auf jeder ab- 
geschlossenen Punktmenge aus |z| <1 gleichmaBig gegen eine in |z| < 1 
regulire Funktion g(z) konvergente Teilfolge {9n,(2)}; (A = 1, 2,...) aus- 
sondern, so daB gleichzeitig 
Timm | Pn, (21) =l+g9 


ist. Wegen des Maximumprinzips regularer Funktionen ist 





(11) Max | ¢ (2)| =>1+4g, wenn |zy|<7r<l. 
Da 
| Pn (z)| = 

ist, so gilt 

lim 

n—>20 
(12) lim |, (2)| < —— 

lim 

n-> oo 
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Weil die Folge {a,}, (u = 1, 2,...) in|z| S @ < 1 enthalten ist und fir 
@ <|z| <1 die Ungleichung 
o=-¢, |z|—2 
~ 1— el2| 











ner 
“ 
besteht, so ergibt sich aus (12) an jeder Stelle z aus dem Kreisringe 9 < |z| < 1 
die Abschatzung 
I] aa Ee 
1 —byz 


u=l ao 


lim 


n—> 2 











Die rechte Seite dieser Ungleichung ist aber wegen (11) bei passender 
Wahl von z sicher gréBer als 1 +4, was in Widerspruch zu (9) steht. 
Wir beweisen nun, daB aus (10) 
(13) lim | ¢,(2)| 21 


folgt und mithin fiir jede Stelle z aus |z| < 1 


(14) lim | ¢,(z)| = 1 
ist. 
Angenommen, fiir z = z, sei 


lim | 9,(2:)} =1—g, g >0. 
n—>x 


Dann lat sich aus der Folge {¢,(z)}, (n = 1, 2, ...) eine Teilfolge { gp, (z)}, 
(A = 1, 2,...) aussondern, welche auf jeder abgeschlossenen Punktmenge 
aus |z| <1 gleichmaBig gegen eine daselbst regulire Grenzfunktion 9 (z) 
konvergiert und fiir die | p(z,)| = 1 — g ist. Da p (0) = 1, so muB es wegen 
des Maximumprinzips bei reguléren Funktionen in |z| < 1 mindestens eine 
Stelle z. geben, an welcher | y(z2)| > 1 ist. Um so mehr miiBte im Wider- 
spruch zu (10) 
Jim | Pn (22)| > 1 

geiten. 

log @, (2) ist eine in |z| < 1 regulire Funktion, die wir dadurch auch noch. 
eindeutig machen, da8 wir den Zweig nehmen, fiir welchen log ¢,,(0) = 0 ist. 
log | p,(z)| ist als Realteil von log ¢,(z) eine in |z| < 1 regulare Potential- 
funktion. Da die Folge {leg| y,(z)|}, (» = 1, 2,...) wegen (14) an jeder 
Stelle z aus |z| < 1 gegen Null konvergiert und auf jeder abgeschlossenen 
Menge aus |z| < 1 gleichmaBig beschrinkt bleibt, so konvergiert die Folge 
{log| y,(z)|}, (» = 1, 2,...) auf jeder abgeschlossenen Punktmenge aus 
|z| < 1 auch gleichmaBig gegen Null. Die Folge der konjugierten Potential- 
funktionen, welche durch die Imaginirteile von log y,(z) gegeben ist, kon- 
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vergiert mithin gleichmaBig auf jeder abgeschlossenen Punktmenge aus 


|z| < 1 gegen die gleiche Konstante, die wegen log y,,(0) = 0 den Wert Null 
haben muB. 


Wir erhalten also schlieBlich 
(15) jim 9n(z) = 1, 


und zwar gleichmaBig auf |z| <r < 1. 

Fiir das Bestehen von (15) sind aber die Bedingungen (3) sowohl not- 
wendig als auch hinreichend‘). 

2. Die Bedingungen (3) sind hinreichend. 

Es soll nun gezeigt werden, daB die zu jeder Funktion / (z) der Klasse 
H {b} gehérige Reihe (2), wenn die Bedingungen (3) erfiillt sind, an jeder 
Stelle z aus |z| < 1, welche nicht in der Folge {6,}, (u = 1, 2, . . .) .auftritt, 
gegen f(z) konvergiert. 

z = 2 sei eine solche Stelle. Wir wiahlen m zunichst so groB, daB fiir 


fe >m die Ungleichung |b,| > Max (|z,|, 0) erfiillt ist. Dann verhalt sich 
die Funktion 


m—1 


mat) ={1-(0+ So. J] 7 =)| 


y= il Hl; 





in einem Kreise |z| < r,, < 1 regular, welcher die Folge {a,}, (u = 1, 2, .. .) 
und die Stelle z = z, als inneren Punkt enthilt. {C,}, (r = 0, 1,2,...) ist 
dabei die Folge der Koeffizienten, welche in der f (z) eindeutig zugeordneten 
Reihe (2) auftreten. 

Jm(z) besitzt die Entwicklung 





2— G@n41 Z 
9m (2) = C.. oe Coo + -+C, ey R,, — m (2), 
m+1 panes” 
worin 
s—@, 
Im (#7) 7—G, 44 7 z—b, 
a, n(2) = oat “piaicews &=5 45 
L r—e 


gesetzt wurde. Als Integrationsweg L wihlen wir einen Kreis |z| = l,,, 


welcher die Stellen z,; @,, a2, ..., 4,4; umschlieBt und in |z| <r,, ent- 
halten ist. 


*) Es 1aB8t sich dies analog beweisen wie eine ahnliche Behauptung in E. Lammel, 
Uber gewisse Reihen, welche die Potenzreihen als Grenzfall enthalten. Math. Zeitschr. 
42 (1937), S. 394. 
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z—a s-@, it-k,s 1-43 





























w oe Sa + jzi+e 
z—b, fo 1—G@,z z—b, 1 — byz | l—a,z < 1+ olzi 
c—e,  t-e, 1-Bs 1-40” | ‘-<, i—e’ 
eo a ee ee 1—at| 1-eltl 


wenn o < |¢| < 1 ist, 


und mit Riicksicht auf (8)5) und (15) erhalten wir fiir das Restglied R, _,,.(z) 
von g,,(z) an der Stelle z = z, die Abschaitzung 








\2,|+ @ 
"Y [Reve @l 1 z 
im R,— = (2:)| = pet “ul ° 
i= — 
Ist hierin noch nicht 
}2,| + { Q a i é 





1+ e(/%| 1— ol,,’ 
so kann diés sicher durch VergréBerung von m erreicht werden. Damit ist 
dann unsere Behauptung bewiesen. 
Aus dem Beweisgange ersieht man leicht, daB die Konvergenz der Reihe (2) 
auf jeder abgeschlossenen Punktmenge aus |z| < 1, welche die Punkte der 


Folge {6,}, (u = 1, 2,...) weder enthalt noch zu Haufungspunkten hat, 
sogar gleichmaBig ist. 


§ 3. 
Der Fall des einfach zusammenhingenden Jordanbereiches SB. 


1. Die angegebenen Bedingungen sind hinreichend. 

Zunichst sprechen wir folgenden Hilfssatz aus, welchen wir spiter 
brauchen werden: Es seien {a;}, (v = 1, 2,...) und {8}, (vy = 1, 2,...) cwet 
Folgen, die den Bedingungen 


(16) tim 2. 3" (ob — pty = 03 ba ih. 

" a=1 
geniigen. Dann ist fiir jede in |\w| < 1 regulire und auf |w| < 1 stetige Funktion 
f (w) 


(17) lim > + Se) — 1G.) = 0. 


u=1 
Die elidel (16) sagt aus, daB der Satz fiir Polynome richtig ist. 
Nun la8t sich aber jede in |w| < 1 regulire und auf |w| < 1 stetige Funktion 
f (w) auf |w| < 1 gleichmaBig durch Polynome approximieren®). 


5) Man iiberzeugt sich leicht, daB in (8) die Konvergenz auf jeder abgeschlossene n 
Punktmenge aus |z| < 1 gleichmaBig ist. 
*)/Vgl. das in FuBnote ') zitierte Werk, S. 36. 
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Ist z eine feste Stelle aus 8 und w (z, ¢) eine derjenigen Abbildungs- 
funktionen, welche 8 so auf |w| < 1 abbilden, daB ¢ = z in w = 0 iibergeht, 
\ verhiilt sich * = 5 in |w| < 1 regular und auf |w| < 1 stetig, weil bekannt- 
rw éz, ¢) eine in 8 regulare und auf 8 + C stetige Funktion ist. Auch 
log 7H ist in |w| < 1 regular und auf |w| <1 stetig. 
Sind die beiden Folgen {«,}, (vy = 1, 2,...) und {8,}, (» = 1, 2,...) aus 
|w| <1 die Bildfolgen von {a,}, (vy = 1,2,...) und {6,}, (v = 1,2,...) 
aus 8 bei der Abbildung w = w (z, ¢) und setzen wir voraus, daB die Bildfolgen 
den Bedingungen (16) —— so gilt nach unserem Hilfssatz 











2 —b, | 
(18) Jim 5 2 D (ee| 2s a.) — 8 oe, ail _— 
weil 
ant one 
sah z)| = 8 {log | 
ist. 


Setzen wir zur Abkiirzung 


1 ¥7, | 2-4, w(%d,)| 
log | p, (z)| = = Deletes es |; a=1,2,..., 





so bleibt die Folge von in 8 regularen Potentialfunktionen {log |g, (z)|}, 
(n = 1, 2,...) auf jeder abgeschlossenen Punktmenge aus 8 gleichmaBig be- 
schrinkt und konvergiert nach (18) an jeder Stelle z aus 8 gegen Null. Hieraus 
folgt aber, da8 auf jeder abgeschlossenen Punktmenge aus 8 die Konvergenz 
gegen Null sogar gleichmaBig ist. Mithin gilt in 8 


(19) slim | ¢n()| = 1, 


und zwar gleichmaBig auf jeder abgeschlossenen Punktmenge aus 8. 

Um nun zu beweisen, daB die so erhaltene Bedingung (19) tatsichlich 
hinreichend dafiir ist, daB sich jede in 8 meromorphe Funktion der Klasse 
H {b} in eine Reihe (2) entwickeln lat, kann man analog wie im Falle des 
Einheitskreises vorgehen. 

2. Die als hinreichend erkannten Bedingungen sind auch notwendig. 

Soll sich jede in 8 meromorphe Funktion der Klasse H {5} in eine Reihe (2) 
no ag lassen, so muB diese Eigenschaft insbesondere die Funktion 


f(z) =—— ; besitzen, worin ¢ eine beliebige Stelle aus %’, dem rior vonC, 
bedeutet. Nach der Identitaét von R. Lagrange (4) hat f(z) = _ eine Ent- 
wicklung, deren Restglied 
/*, 1 =~ 6, 41 rpz—a,t—b, 
0 757=% = er 


n+1lygo} 
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lautet. Soll also f(z) = 4 in eine Reihe (2) entwickelbar sein, so muB 
deshalb fiir jede Stelle z aus B, welche nicht in der Folge {b,}, (u = 1, 2, .. .) 


vorkommt, 


1 4-44; Fano goa 
t—zt-—a z—b t—a, 


a+1lygsy 


lim 


n> o 


= 0 











sein, woraus 























n R | bed n 

=— z-—a P t—a 
(20) lim I] —\ < = I] r¥ 

i—>2 u=l J ae eS | Mm 
folgt. } 

Wir wollen nun zunichst zeigen, daB wegen (20) 
y - t—a | 

21 lim ——|2>1 
@y lin |) My 
ist. 


w = w (z, a) sei eine der Funktionen, welche den Bereich 8 so auf den 
Einheitskreis |w| < 1 abbilden, daB der fest gewahlte innere Punkt a aus 8 
in w = 0 iibergeht. Die Bildfolgen von {a,}, (» 1, 2,...) und {6}, (» = 1, 
2, ...) seien {a,}, (v» = 1, 2,...) und {8}, (vy = 1, 2,...). Da von der Folge 
{a,}, (» = 1, 2,...) kein Haufungspunkt und von {f,}, (vy = 1, 2, .. .) samt- 
liche Haufungspunkte auf |w| = | liegen, so laBt sich eine Folge von Kreis- 
ringen {K°-®}, (vy = 1,2 ...) finden, welche durch 1 < |w| <7, 1) < 70), 
und iim gD a= Jim r?) — 1 gegeben ist und wobei weder eine dera- noch der 
B-Stellen in einem der Kreisringe K‘':” liegt. Wir fiihren noch die Folge der 
Kreise |w| = 0,; » = 1, 2,... mit o, = 4 (r +r) ein. Die Bereiche in 8, 
deren Bildbereiche die Kreisringe K‘':” sind, sollen mit $'” bezeichnet 
werden und die Originalkurven von |w| = 0, mit C,. 

Zar Abkiirzung setzen wir 


¥(e)=1/ [[ —*: n=1,2.... 


aot 


Die Funktionen ¥,,(z) sind in jedem der Bereiche 8°* regular. Die Funk- 
tionenfolge {¥,,(z)}, (mn = 1, 2,...) kénnen wir dadurch in einem heraus- 
gegriffenen Bereiche 8” zu einer Folge eindeutiger Funktionen machen, 
daB wir von jeder der Funktionen Y(z) an einer Stelle aus 8%*’ z. B. den 
Zweig wahlen, welcher daselbst den Hauptwert von ¥,(z) als Funktionswert 
besitzt. Da die Funktionenfolge {¥,,(z)}, (n = 1, 2, ...) auf jeder abgeschlos- 
senen Punktmenge aus 8”) gleichmaBig beschrankt bleibt, so laBt sich eine 
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Teilfolge {%,, «)(z)}, (A = 1, 2, .. .) aussondern, welche auf jeder abgeschlos- 
senen Punktmenge aus 8\'”) gleichmaBig gegen eine in 8‘) regulire Grenz- 
funktion Y(z) konvergiert. 

In 8”) verliuft die Kurve C,. %, sei das AuBere von C,. 

Auf 8, tiben wir zunichst die Transformation t = < aus, und hierauf 
fiihren wir den so erhaltenen Bereich mit Hilfe von o = T,(w), wobei 7, (0) = 
und 1, (0) > 0 sein soll, in |w| < 1 tiber. Far a =a wm) Shreiben wir Tae! 


Alle Stellen der Folge {b,}, (u = 1, 2,. ai ie Zeiger n > n, ist. 


? 


liegen in &,. 
Es ist dann 
22 a 
1 1 
3 | 10g 1a ta?) do = 2S” log |i", 2) 
0 _ 


und da die Folge {Wn, x)(z)}, (A = 1, 2, ...) auf C, gleichmaBig konvergiert: 
2a my (k) 
(ke) 
5 | low) (ea (e*)))4 = im Pr 
0 
wenn w‘*) der Bildpunkt ist, in welchen b, bei der Abbildung von 8, auf 
|w| <1 durch ¢ = t,(w) iibergeht. 
Vermége der Abbildung t = ¢,,(w) entspricht der Kurve C eine in |w| < } 
verlaufende Kurve CO als Bildkurve. Ist 


m = Min |w|, 





wv< ct) 

so gilt 

nj (k) 

Hn 5 2 108 94"l logs, 

= ny 

mithin ist 
| we (z)| =] mM, 
2< 8th?) 
und deshalb um so mehr 
(22) & (=|) =) =m. 
= n—>o FS ys 








7) Wegen eines Beweises vgl. E. Lammel, Uber Approximation regulirer Funk- 
tionen eines komplexen Argumentes durch rationale Funktionen. Math. Zeitechr. 46 
(1940), S. 111—112. 
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Die Folge der Bereiche {%,}, (k = 1, 2,...) gehe bei der Abbildung 
t= + in {8%}, (k = 1, 2, ...) ttber, die Folge ihrer Berandungskurven {C,}, 
(k = 1, 2,...) in {CP}, (K = 1, 2,...) und C in C™. 

Nun ist Sf", + Cf, in Bf enthalten und die Kurvenfolge {C\}, 
(k = 1, 2,...) approximiert gleichmaBig die Kurve C“’. Ist w,(t) die zu 
T,(w) inverse Funktion, so konvergiert die Folge der Abbildungsfunktionen 
{w,(t)}, (k = 1, 2,...) auf B® + C™ gleichmaBig gegen w(t), wobei w (rz) 
den Bereich 8, der das Innere von C“ ist, so auf |w| < 1 konform abbildet, 
daB w (0) = 0 und w’(0) > 0 ist’). 

Hieraus folgt 


lim m = 1, 
t‘-—>o 


und aus (22) und (20) ergibt sich mithin die Richtigkeit von (21). 
Auf dieselbe Art, wie man (14) aus (13) erschlieBt, lat sich aus (21) 


I] = = 
i—>, 


a=1 


(23) lim 


a- 2 








herleiten, und zwar gilt (23) fiir jede Stelle ¢ aus 8’. 

log|t — z (w,a)| ist eine auf |w| <1 stetige Funktion von w, wenn t 
eine feste Stelle aus 8B’ ist und z(w,a) die friiher bereits verwendete Ab- 
bildungsfunktion bedeutet. (23) sagt aus, daB die Bildfolgen {a,}, (» = 1, 2, ...) 
und {8,}, (vy = 1, 2,...) die Eigenschaft haben, daB 


lim 1 |\t—2z (a, » @) 
(24) 5 De lore! = ° 
gilt. 
Da sich aber sowohl Real- als auch Imaginarteil von w* fiir jedes positive 
ganzzahlige k auf |w| < 1 gleichmaBig dutch Ausdriicke von der Form 


4 B,, log |tm — 2 (w,a)|, *) 


wobei die B,, Konstante ab die Stellen ¢,, im AuBern von C gelegen sind, 
approximieren lassen, so folgt mit Hilfe von (24), daB die Bildfolgen {«,}, 
(u = 1, 2, ...) und {8,}, (u = 1, 2, . . .) den Bedingungen (3) geniigen miissen. 
Diese sind also notwendig dafiir, daB sich jede Funktion / (z) der Klasse H {6} 
in eine Reihe (2) entwickeln laBt. 


*) Wegen eines Beweises vgl. z. B. das in FuBnote *) zitierte Wek, 8. 32—35. 
*) Vgl. das in FuBnote *) zitierte Werk, S. 170. 


(Eingegangen am 7. 9: 1940.) 


Untersuchungen zum Erneuerungsproblem. 
Von 
Hans Richter in Leipzig *). 





Einleitung. 

Das Erneuerungsproblem entstammt dem Fragenkreis der Versicherung, 
wo man bei der Betrachtung von Kassen vor allem sozialversicherungsahnlicher 
Natur darauf gefiihrt wird'). Nachdem dann einmal seine mathematische 
Formulierung gefunden war, wurde ihm in der versicherungsmathematischen 
Literatur vor allem seit Chr. Moser eine gréBere Beachtung zuteil. 

In der vorliegenden Arbeit findet man die genaue Problemstellung 
im § 1. Beziiglich der dort erklirten Absterbeordnung P (t) sei noch darauf 
hingewiesen, daB man dieselbe diskontinuierlich als Treppenfunktion mit 
aquidistanten Spriingen®) oder wie hier als stetig betrachten kann. Weiter 
unterscheidet man je nachdem, ob P(t) schon von einem endlichen Werte w 
an verschwindet oder nicht, den Fall des endlichen und den des unendlichen 
,,Héchstalters“ «. 

Den Ausgangspunkt der Untersuchung bildet die im § 2 unter allgemeineren 
als den iiblich gemachten Voraussetzungen abgeleitete Integralgleichung (5), 
deren Lésung ¢ (t) vor allem hinsichtlich ihres Verhaltens fiir groBe ¢ unter- 
sucht werden soll. In der Literatur findet man nun die Vermutung, daB 9 (t) 
fiir groBe ¢ gegen einen Grenzwert strebt. Dies trifft fiir den Fall des endlichen 
Héchstalters auch tatsichlich zu’). Der Fall des unendlichen Héchstalters 
dagegen, fiir den beziiglich der Konvergenz von ¢ (t) in der Literatur ein 
Gegenbeispiel von H. Hadwiger*) vorhanden ist, soll hier geklirt werden; 
selbstverstandlich wird dabei aber der Fall des endlichen Héchstalters noch- 
mals mit erfaBt. 

Da die Integralgleichung (5) vom Faitungstypus ist, wird die Lésung 
im § 4 durch die Methode der Fourierschen Transformierten angesetzt, mit 
dem Ziel, aus dem Verhalten der Transformierten von ¢ (t) Riickschliisse auf 
das Verhalten von g(t) zu ziehen5). Die bei diesem Verfahren notwendige 








*) D. 15. Eingereicht zur Erlangung des Grades eines Dr. phil. habil. in der 
Philosophischen Fakultaét der Universitat Leipzig. 

1) Vgl. die im Literaturverzeichnis unter III angegebenen Arbeiten. 

*) Vgl. Literaturverzeichnis unter II. 

3) Richter (1). (Die Zitate beziehen sich auf das Literaturverzeichnis I.) 

4) Hadwiger (2). 

5) Sogenannte indirekte Abelsche Asymptotik; vgl. Doetsch, S. 224. 
Mathematische Annalen. 118 10 
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Verschiebung des Integrationsweges bei der Umkehrformel auf den Rand der 
Regularitétshalbebene wurde jedoch erst nach Zerlegung der komplexen 
Umkehrformel in ihre reellen Bestandteile durchgefiihrt ; es zeigt sich namlich, 
daB diese Verschiebung bei einem dieser Bestandteile im Gegensatz zur 
komplexen Formel auch noch bei den hier vorkommenden Singularititen 
méglich ist (§ 5). Auf dem angegebenen Wege gelingt es, unter ziemlich all- 
gemein gehaltenen Voraussetzungen zu zeigen, wann ¢ (t) einem endlichen 
Grenzwert zustrebt und wann nicht (§ 6). 

Im § 7 werden die Ergebnisse auf den Fall iibertragen, daB die Anfangs- 
altersgliederung und der vorgeschriebene Bestand der betrachteten Gesamtheit 
beliebig sind. 

Das in der vorliegenden Untersuchung betrachtete wirkliche Geschehen 
wird durch Wahrscheinlichkeitsgesetze beherrscht. Der deterministische 
Ansatz durch eine Integralgleichung entspricht aber der typisch versicherungs- 
mathematischen Betrachtungsweise, zunichst sogenannten __,,rechnungs- 
maBigen Ablauf anzunehmen, d. h. vorauszusetzen, daB beobachtete Haufig- 
keiten mit den ihnen zugrunde liegenden Wahrscheinlichkeiten zusammen- 
fallen. Jedoch wird im §3 und § 8 der Tatsache des Wahrscheinlichkeits- 
charakters aller Aussagen durch exakte Berechnung von Erwartungswert 
und Streuung Rechnung yetragen, wobei sich zeigt, daB unter geringen Voraus- 
setzungen der Quotient aus Streuung und Erwartungswert mit wachsendem ¢ 
tatsichlich gegen Null lauft. 

Die dem reinen Mathematiker im allgemeiaen nicht geliufigen Grund- 
begriffe der Versicherungsmathematik werden im §1 kurz angegeben. In 
mathematischer Hinsicht ist die Darstellung ausfiihrlicher als iiblich gehalten, 
damit die Arbeit auch fiir den angewandten Mathematiker, insbesondere 
Versicherungsmathematiker, lesbar bleibt, der die Theorie der Fourierschen 
Transformierten nicht beherrscht. Vielleicht kann so mit geholfen werden, 
daB dieses wichtige mathematische Hilfsmittel in weiteren Kreisen der an- 
gewandten Mathematik Allgemeingut wird. 


$1. 
Problemstellung. 


Der Beobachtung mégen gewisse Elemente (etwa Personen) zugrunde 
liegen, wobei jedem Element eine bestimmte Eigenschaft z mit 0 < zt < @, 
das ,,Alter“‘ des Elementes, zukommt. Unterliegt ein Element des Alters z 
wahrend der Zeitspanne ¢ der Beobachtung, so gehe sein Alter in den Wert 
z + tiiber. Der Einfachheit halber werden wir ein Element der Eigenschaft z 
als z-jahrig bezeichnen. 
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Zu jedem Alter z und der Zeit ¢ soll weiter eine Wahrscheinlichkeit P (z, t) 
dafiir bestehen, daB ein z-Jahriger nach der Zeit ¢ noch nicht aus der 
Beobachtung ausgeschieden, ,,gestorben“, ist. P(z,t) soll dabei der Be- 
dingung 


unterliegen, so daB 


P (x +t) 


P(z,0) = Piz) 





bei P (t) = P (0, t) wird. 
P (t) heiBt die Absterbeordnung, die als eine nichtsteigende Funktion 
mit P (0) = 1 und lim P(t) = 0 vorausgesetzt sei. Ublicherweise fordert 


t=o 


man noch, da8 ein mittleres Alter z = j P (t) dt existiert. Wegen des monoton 


0 
gegen 0 gehenden Verhajtens von P (t) ist fiir die Existenz von z lim t - P (t) = 0 
t= oo 


notwendig, jedoch nicht hinreichend. 


Gewohnlich setzt man P(t) noch als differenzierbar mit stiickweise 
stetiger Ableitung voraus. Wir wollen diese Voraussetzung abschwichen zu 
der Forderung, daB es lediglich eine L-integrierbare nichtnegative Funktion 
p (t) derart gebe, daB 


(1) P(t) = Jp@ae 


wird, daB also P-(t) totalstetig ist. p (t) wird die Ausscheideintensitaét genannt 
und soll in jedem endlichen Intervall beschrankt sein: 


(2) 0s p(t) SM (t) fir 0S 7rSt.. 
Die bekannte Sterbensintensitat ist dann 


t 
wo = 30. 


Da fiir fast alle ¢ — d.h. fiir alle bis auf eine Menge vom Lebesgueschen 
MaBe Null — P(t) auch im gewoéhnlichen Sinne die Ableitung p (t) besitzt, 
hat fiir fast alle x «(z) die Bedeutung, daB , (x) dt die Wahrscheinlichkeit 
angibt, daB ein z-Jahriger im Laufe der folgenden Zeit dt ausscheidet. Fiir 
eine Restmenge vom MaBe 0 ist » (x) beliebig wihlbar; auf Grund der iiber p (*) 
gemachten Voraussetzungen*kénnen wir jedenfalls annehmen, da8 , (z) fiir 
kleine z beschrankt bleibt. Falls P(t) = 0 nicht schon von einem endlichen 
t-Wert ab erfiillt ist, kann , (x) natiirlich als in jedem endlichen Intervall 
beschrinkt angesehen werden. 


10* 
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Mit P (t) ist in einem Intervall 0 < z < A bei P(A) > 0 auch In P (t) 
totalstetig und daher 
t 


_{ Pw 
In P(t) = | pat 
0 
oder 
_ fneer. 
P(tj=e ° 


Wir bemerken, daB die oben gemachte Einschrinkung, daB { P(t) dt 
0 


endlich sein soll, in allen praktischen Fallen erfiillt sein wird. Bei endlichem 
Héchstalter liegt ketn Zweifel vor. Bei unendlichem Héchstalter wird man 
insbesondere solche Fille zu betrachten haben, wo die Sterbensintensitat 
natiirlicherweise mit wachsendem Alter steigt. Dieser Fall wird aber erfaBt 
durch 


Satz 1. Ist lim x-u(z) > l, so ist { x" p(x) dz fiir alle n < 1 konvergent. 


Beweis. Nach Voraussetzung gibt es ein A so, daB fiir z > A 
(x) > l’ 
H(z) >> 


gilt, wo l' > / ist. Fir z > A ist somit 
z 
z rr 


— (utzdz — 9 


P(x) = P(Aje 4 <P(Ajet* = Pla) 4 
z 


und hieraus 
J P(z)a"-'dz< | P(x) a*-'dx + P(A)- A": f a*—"-ldz, 
ry A 


=) 


was fiir » <1 wegen | <I’ sicher konvergiert. Mit j P(x)-2"~'dz kon- 
= Fi - - 


vergiert aber wegen des monotonen Verhaltens von P (z) auch { p(x): a" dz. 
0 


I—> «© 


Wenn, wie in praktischen Fallen, lim » (x) > 0 ist, ist also | p(z):a"dz 


fiir alle n konvergent. 

Vorgegeben sei nunmehr eine als aus kontinuierlich vielen Elementen 
bestehend gedachte Gesamtheit, wobei jedes Element einer Ausscheidung 
der besprochenen Art bei rechnungsmiBigem®) Verlauf unterliegen soll. 


*) Vul. die Einleitung. 
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Zur Zeit t = 0 mége die Gesamtheit den Umfang H (0) = 1 besitzen und aus 
lauter Elementen des Alters Null bestehen’). AuBerdem soll die Gesamtheit 
einen laufenden Zugang an 0-Jahrigen erleben, durch den der Gesamtheit bis 
zum Zeitpunkt ¢ insgesamt ®(t) neue Mitglieder zugefiihrt werden. @® (t) 
ist naturgem&8 eine positive, nichtfallende Funktion mit ®(0) = 0. Der 
Bestand der Gesamtheit zur Zeit ¢ betragt dann 


(3) H(t) = P()+{/Pt—khadh. 
0 - 


Das Erneuerungsproblem besteht nun in der Aufgabe, die Zugangs- 
funktion @ (t) derart zu bestimmen, da8 der Bestand der Gesamtheit konstant 
bleibt; insbesondere ist zu untersuchen, ob fiit groBe ¢ eine Stabilisierung 


eintritt derart, daB io (t) gegen eine Konstante konvergiert. Ein solches 


Vorkommnis werden wir ,,Stabilisierung im Mittel“ nennen. AuBerdem — und 
das ist die in der Literatur gewéhnlich gestellte Aufgabe — werden wir zu 
untersuchen haben, ob vielleicht ® (t) sogar eine Ableitung besitzt, die fiir 
groBe t gegen eine Konstante strebt: ,,Eigentliche Stabilisierung“. Im Fall 
der Existenz einer Ableitung  (¢t) der Zugangsfunktion @(t) nennen wir 
g (t) die ,,Erneuerungsintensitaét“ oder die ,,Erneuerungsfunktion“; die zur 
Absterbeordnung P (t) und zur Ausscheideintensitit p(t) gehért.  (t) wird 
selbstverstandlich durch das Problem nur bis auf eine Nulifunktion bestimmt. 

Gehen wir jetzt wieder von (3) aus und machen iiber ® (t) die Annahme. 
da8 es in jedem endlichen Intervall beschrinkt bleibt, dann zieht dies natiirlich 
die gleiche Eigenschaft fiir H (t) nach sich. Dieser Zusammenhang gilt aber 
auch in der umgekehrten Richtung, so da8 man bei der Lésung von (3) bei 
beliebigen, aber in jedem endlichen Intervall beschrinkten H (t) von vorn- 
herein nur solche ®(t) anzusetzen braucht, die fiir endliche t-Intervalle 
beschrinkt sind. Der Beweis fiir diese Tatsache ergibt sich leicht folgender- 
maBen: 

Sei 6 >} 0 so gewahit, daB noch P (6) > 0 ist. Dann ist nach (3) 


t-—d t 
H(t)= P(t)+ J Pt—kdO(h + [ PU—kdOh, 
0 t—d 


also 
t t—d 


{ Pt—kdO®) =HwW-— PW | PW— do <A. 
0 


t-—d 


7) Wenn in einem praktischen Fall, z. B. einer Sterbekasse, die Mitgliedschaft ein 
Mindestalter voraussetzt, so ist unter x das um den Mindestbetrag verminderte Lebens- 
alter zu verstehen. 
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Andererseits ist 
t t 
J P@—k dO (k) > | P(d) dO (k) = P(d)- (OW — GE — 4) 
i—d t—Jd 


und damit 

H(t) 

Pid 

fiir alle ¢, woraus die Behauptung unmittelbar abzulesen ist. 


P(t) —O(t—d) < 


§ 2. 
Die Lisharkeit der Aufgabe. 


(3) ist als Volterrasche Integralgleichung erster Art und wegen des in 
ihr vorkommenden Stieltjesschen Integrals fiir die Behandlung etwas un- 
geeignet. Zum Zwecke der spiteren Umformung in eine gewohnliche Gleichung 
zweiter Art zeigen wir daher zunichst 


Satz 2. Ist H (t) totalstetig in 0 St S T und @D(t) in diesem Intervall 
Lésung von (3), so ist auch @ (t) dort totalstetig. 


Beweis. Es sei 6 eine kleine positive Zahl mit P (6) > 4, M eine Menge 
von endlich vielen in 0 StS T gelegenen Intervallen a, St < 5, mit 
= (6; — a,) < 6. Ist nun ®(t) Lésung von (3), so gilt 


H (b,) — H(a,) = (Pb) — P(a)) + | (PO — B) — Pa, — Bde + 
0 


bg 
+ { Pb, — kb) dO) 
oder 


fr (b, — k) d® (k) = [H (6) — H (a,)) + [P (a) — PO) + 
+fPe — k) — P(b, — kd Ok). 
Nach Voraussetzung ist weiter P (6) > }, also 
+ [( (b,) — ® (a,)) <[P0 dD(k)s fp (b, — k) d ® (k). 


und endlich wegen der aus (2) folgenden Relation 
0s P(a,) — P (b,) S M (T) (6; — a,) 
haben wir 
4 2 |P (b,) — D(a,)| < LY | A (b,) — A (a,)| + M(T)- Y (6, — a) + 
+ M (T) ®(T) X (6, — a) 
SZ | (b,) — H (a,)| + 6M (T) (1 + O(T)). 
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Also 
lim 5 | (b,) — ® (a,)| = 0. 
=0 


Wenn aber eine Funktion fiir jede endliche Intervallmenge totalstetig ist, so 
ist sie bekanntlich*) iiberhaupt totalstetig. Da andererseits Totalstetigkeit 
weiter nichts als Darstellbarkeit in Form eines unbestimmten Integrals 
bedeutet®), kénnen wir das gewonnene Ergebnis auch so formulieren: 

t 


Satz 2a. Ist H(t) = 1+ Jaw dt und ®(t) Lésung von (3), so gibt es 
t 
cin p(t) mit D(t) = { p(t) dt. 
d 


In genau der gleichen Weise wie Satz 2 zeigt man 


Satz 2b. Ist H (t}in0 St ST von beschriinktem Differenzenquotienten 
und ® (t) Lésung von (3), so ist auch ® (t) dort von beschriinktem Differenzen- 
quotrenten. 

In den damit erfaBten Fallen wie etwa dem des konstanten Gesamt- 
bestandes ist also von vornherein klar, da8 die Zugangsintensitat existiert 
und in jedem endlichen Intervall als beschrinkt angenommen werden kann, 


falls (3) itiberhaupt lésbar ist, was wir damit natiirlich noch nicht gezeigt 
haben. 


t 
Ist nun in der Tat D(t) totalstetig. also ®(t) = 5 gy (t) dt, dann gilt 1°) 
fiir das in (3) stehende Integral 


t t 
{ P(t— k)d@(k) = | Pt — & (kak. 
0 i) 
Weiter ist aber mit Hilfe einer nach Fubini!") gerechtfertigten Vertauschung 


der Integrationsreihenfolge 


t—k 


t t . 
[Pe—k eG dk = foal “é J p (1) dl) dk 


t t 
- p(k) ak — oe [Jra — k) dl) dk 


t 
t S. af 
{ yak — [| pd — ) 9 (hy ak] at. 


8) Vgl. Carathéodory, § 457, Satz 2. 
%) Vgl. Carathéodory, § 440, Satz 6. 
10) Vgl. Saks, 8.97, Theorem 18. 
11) Vgl. Carathéodory, § 548—554. 











152 H. Richter. 


Bis auf eine Ausnahmemenge vom MaBe Null folgt damit aus (3) 


t 
h(t) = — p(t)+ oe —~|pt—k oak 
0 
oder 


(4) g(t) =—h() +p + [pt—k pkydk 
0 


fiir fast alle ¢. Da aber andererseits ¢ (t) durch das Problem nur bis auf Aqui- 
valenz bestimmt ist, kénnen wir ¢ (t) unbedenklich so normieren, daB (4) fiir 
alle ¢ gilt. 


Wir fassen zusammen zu 
t 


Satz 3. Ist H(t) =1+ fh (t)dt und D(t) Lésung von (3), dann ist 
t 


0 


P(t) = j g (t) dt, wo p(t) der Gleichung 
é 
t 
9) =h®)+pt)+{[rpt—k okdk 

5 

gentigt. 

Fiir das eigentliche Erneuerungsproblem geniigt ¢ (t) insbesondere der 
Integralgleichung 


t 
(5) pt)}=p()+|pet- k) p (k) dk. 
0 


Fiir ein Intervall 0 St ST ist p(t) < M(T) und daher nach (5) 


t 
|p | = M(T)-[1 + {|p | ak], 
woraus wir die Folgerung ziehen!®) ; 
(6) lp @)|SM(T)-&*"" inOstsT. 
Bilden wir jetzt eine Folge von Funktionen durch die Festsetzung 
Pi (t) = pP() 


t 
Pa (t) = Jr-1@ re — k) dk, 


dann sind die nirgends negativen p, (t — k) ersichtlich die iterierten Kerne der 
Integralgleichungen (4) und (5), die der aus p(t) SM(T)inOStsT 
durch vollstindige Induktion leicht beweisbaren Abschatzung 

ta-—1l 
(7) Pn (t) S M*(T)-T—y 
geniigen. 


12) Vgl. Richter (1), S. 25. 
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Um den lésenden Kern unserer Integralgleichungen zu erhalten, bilden 
wir jetzt die in jedem endlichen Intervall 0 < t < T wegen (7) sicher gleich- 
maBig konvergente Summe 


yp (t) = * Pn (t). 


t 

Zur Berechnung von j p (t — k) py (k) dk kénnen wir wegen der GleichmaBig- 
i) 

keit der Konvergenz die Integration gliedweise ausfiihren!*) und erhalten 


t a § i) 
fr —kykdk = 2 [pt—bpn(kdk = Fp) = vit)— pid) 
0 0 


was w(t) als Lésung von (5) erweist. Dann ist aber 


[py (¢ + 6) — p(t + 4)) — [y@® — pd) 
t+d 


|p(+6—k)—p(t—h| y(k)dk+ | pt +6—k) p(k)dk, 


Ss 


one, 


woraus wir wegen der Beschranktheit von y (t) in jedem endlichen Intervall 
und dem bekannten Lemma von Lebesgue‘) 


t 


Jim, | 1p e + 8) — p(h)|dk = 0 


0 
die Stetigkeit von yw (t) — p(t) schlieBen kénnen. Es ist also 


(8) vy =P®+r® 


mit stetigem r (t). 
Bilden wir weiter die Funktion 


t 
(9) 2) = yp) +hO+lh& vt —badk, 
0 


so kénnen wir wegen der Beschranktheit der Partialsummen J p, (¢) dafiir 
1 


schreiben 
at 
x() = yO) +h() + 2'f h(k) a(t — kak 
' 0 


13) Carathéodory, § 402, Satz 16. 
M4) Lebesgue (1), 8. 15. 
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und erhalten hieraus 15) 


t t t 
[pt — kz kak =[ pt—& pdk + [pt — WAR ak+ 
0 0 0 


+ 


a ee 
+Z J J pt-HhWp.(k—Yadldk 


1 ¢=0 1=0 


t 


= vO —PO+ {ru —Haar + 5 | hf ralk—)pt— Baka 
= 


i=0 
t oo i 

= p(t) — p(t) + J pt—k)h(eydk +2 JAC pasi(t—Dadl 
0 0 


oder gemaB (9) 


{pt¢—Bz®dk=7~—pH—hO, 
0 


was 7 (t) als Lésung von (4) erweist. 
Wir fassen zusammen zu 


Satz 4. Ist Pw =1—-Jprma mit p(t)>0 und frmar=a, 


so ist das Erneuerungsproblem lisbar. Lésung ist eine Funktion y (t) mit den 
Eigenschaften: w(t) => 0, y (t) — p (t) ist stetig, y(t) < M(t)-f*, p(t — k) 
ist der lésende Kern zu der zum erweiterten Erneuerungsproblem gehérigen 
Integralglewchung (4). 


Die Eindeutigkeit der Lésbarkeit von (5) kénnte an dieser Stelle ebenfalls 
bewiesen werden?*); sie wird sich jedoch spiter allein ergeben. 

Wir sind bereits jetzt in der Lage, eine notwendige Bedingung dafiir 
anzugeben, da8 eigentliche Stabilisierung eintritt. Durch diese Bedingung 
wird insbesondere das in der Einleitung erwihnte Gegenbeispiel von Had- 
wiger!’) ausgeschlossen. Es gilt namlich"*) 


Satz 5. Notwendig dafiir, daB y (t) gegen einen Grenzwert c strebt, ist die 
Evxistenz einer dquivalenten Funktion p (t) zu p (t) mit lim p (t) = 0. 
t=ca 


15) Vgl. dabei Anm. 13. 

16) Da die Differenz zweier Lésungen stetig sein muB, kann man namlich den 
iiblichen Eindeutigkeitsbeweis fihren. 

17) Hadwiger (2). 

18) Vgl. Richter (2). 
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Fiir den Beweis benétigen wir noch den in den weiteren Untersuchungen 
oft zu verwendenden Hilfssatz 


Sind f (x) und g (x) integrierbar und gilt entweder 


a) i f(x)| da ist konvergent und g(x) beschrinkt mit lim g(x) = 0, oder 


i= 


(10) ) 5) [ (2) da und | g(x) dz sind beide konvergent; dann ist 
0 0 


z 


lim | f(x — k)g(k)dk = 0. 
eel | 





z 


Zum Beweis zerlegt man j f(z —k)g(k)dk in die Summanden 


0 


3 . 
ff (x — k) g (k) dk und ff (x — k) g (k) dk, die sich auf Grund der gemachten 
0 z 


2 
Voraussetzungen — im Falle b) mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichheit — 
unmittelbar abschitzen lassen. 

Wir kommen nun zum 

Beweis von Satz 5: Nach Satz 3 ist g(t) ~ @ (t), wo @ (t) der Glei- 
chung (5) geniigt. Wegen der fiir @ (t) giiltigen Abschitzung (6) und dem 
Grenzverhalten von g(t) kann @ (t) als -beschriinkt angesehen werden. Sei 
nun in der Tat p(t) = c+ +(t) mit lim y(t) = 0, so ist auch y(t) beschrankt; 
es wird daher nach (10) a 

t 


ie | p(t — k)y (k)dk = 0.- 
Also ist 


t t 
jim { p(t — k) G(R) dk = jim { p(t — k) p(k) ak 
6  ? 
t 


t 
= fn | o- nes + lim { p ( —k)y(k)dk =ce+0=c. 
tees 


t=a 


Nach (5) ist nun 


t t 
p(t) = e(t)— {pe k) @ (k) dk = g (t) — { p(t—k) gp (kydk + [9 ) — p(), 
0 0 
also 
pit)~ Pb 


mit 


t 
B(t) = p(t) — {| p(t — &) G (ke) dk. 
0 
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Dabei ist wie behauptet 


jim P(t) = Jim g(t) — Jim [ p(t — k)  (K)dk = c—c = 0. 
oon ~~! == 


§ 3. 
Die wahrscheinlichkeitstheoretische Betrachtungsweise. 


Bei der von uns angefiihrten Problemstellung im § 1 sind wir davon aus- 
gegangen, daB das Absterben der Gesamtheit genau nach der vorgelegten 
Absterbeordnung erfolgt. Diese Darstellung erscheint solange haltbar, als 
es sich — wie oben auch vorausgesetzt wurde — um eine aus kontinuierlich 
vielen Elementen bestehende Gesamtheit handelt. Nichtsdestoweniger ver- 
dient gerade von einem wirklichkeitsniheren Standpunkt aus die Frage 
Beachtung, inwieweit die Ergebnisse der im § 1 gestellten Aufgabe auch auf 
eine Gesamtheit angewendet werden kénnen, die aus endlich vielen sich gegen- 
seitig nicht beeinflussenden diskreten Elementen zusammengesetzt ist. Es 
wird dabei selbstverstandlich geniigen, eine Gesamtheit zu betrachten, die 
nur aus einem einzigen Mitgliede besteht, fiir das beim Ableben 0-jahriger 
Ersatz geschafft wird. 

Da die Erneuerungsintensitat dementsprechend nur noch die Bedeutung 
einer Wahrscheinlichkeitsdichte haben kann, werden wir zur Vermeidung 
unnétig komplizierender Details in diesem den Gang der iibrigen Unter- 
suchung nicht beeinflussenden Paragraphen voraussetzen, daB , (t) und damit 
auch p(t) fiir alle ¢ die Bedeutung von Wahrscheinlichkeitsdichten haben, 
um eine bequeme infinitesimale Betrachtungsweise zu erméglichen. Dann ist 
aber vollig klar, daB p,, (t) dt die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, daB das Element 
zur Zeit ¢ bis t + dt nach (n — 1)-maligem vorherigem Ersatz zum n-ten Male 
ausscheidet. 


y(t) = EP (t) 


ist also in der Tat die Ausscheidewahrscheinlichkeitsdichte zur Zeit t 1). 
Ziel der folgenden Betrachtung ist es nun, zunichst zu zeigen, daB auch. 
den Integralgleichungen (3) bei H (t)= 1 und (5) eine wahrscheinlichkeits- 
theoretische Bedeutung zukommt, und schlieSlich die Frage zu klaren, welche 
Streuung die Anzahl der wirklich eingetretenen Erneuerungen des Elementes 
um ihren Erwartungswert zur Zeit ¢ hat, was zu einem neuen Stabilitatsbegriff 
fiihrt. Die hier behandelte Streuung ist wohl zu unterscheiden von der 
Streuung, auf die die Frage nach der Konkretisierung des Erwartungswertes 


18) Vgl. Kohler. 


' 
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bei Verwendung einer geniigend groBen Anzahl von Elementen fiihrt!®), was 
wahrscheinlichkeitstheoretisch nichts Neues bieten kann. 

Es sei nun ¢ ein fest gewahlter Zeitpunkt, z ein Alter mit z <t, q,,(z, t) da 
die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 das Element bis zur Zeit ¢ genau n-mal aus- 
geschieden ist und nunmehr das Alter z bis x + dz besitzt. Es ist dann 


qo (x, t) _ 0, 
qi (x,t) = p(t — 2) P (2), 

allgemein 
qn(z,t)= f ++ f  p(&) pl —&)-+-p(&n—-1 — En—2) x 

0 << sy 1 <b z 

x pit — — é, 1) P(x) dé,---d&, ~1 

oder 

Qn (2, t) = pn ( — x) P (x) fiir n = 1, 2, ..., qo (x,t) = 0. 


Die Wahrscheinlichkeit w (x, t)daz, das Alter z bis x + dz zu besitzen, 
betraigt dann 


w (2,0) = Fy (2,0) = P(2) E pat — 2). 
Mit y (t) = Sp, (t) ist also 
1 
w (x,t) = p(t — x) P(z). 


Die Wahrscheinlichkeit, genau das Alter ¢ zu besitzen, ist selbstverstand- 
lich w (t,t) = P(t). Da das Element zur Zeit ¢ irgendein Alter haben muB, gilt 
t 


w (t,t) + fw (z,t)dxz = 1 
6 
oder 


t 
P(t) + {p(t — 2) P(2)dz =1, 

0 
was weiter nichts als Gleichung (3) darstellt, die ja in der Tat von y (t) er- 
fiillt wird. 

Fiir die Wahrscheinlichkeit y (¢) dt dafiir, daB das Element in der Zeit t 
bis ¢ + dt ausscheidet, gilt offenbar weiter 
t 
yp (t) = wi(t,t)e (+ { w (x,t) (x) da 


= PO +[v@—2)p(adz, 


womit (5) wiedergefunden ist. 
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Suchen wir weiter die Wahrscheinlichkeit w,, dafiir, daB das Element 
bis zum Zeitpunkt ¢ genau n-mal erneuert wurde, so erhalten wir 


bein =0 w= P(t) 


t t 
| bin=1 w, =f qn(z, t) dx =p, (t — zx) P(z)dz. 
6 6 


Wir bezeichnen jetzt in Analogie zu § 1 mit ® (t) die — notwendig ganz- 
zahlige — Anzahl der Erneuerungen, die das Element bis zum Zeitpunkt ¢ 
erlebt hat; w, ist also die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB diese ,,Erneuerungs- 
zahl“ zur Zeit t den Wert n hat. 

Da y (t) dt der Erwartungswert fiir den Zuwachs von @ (t) in der Zeit von t 


bis ¢ + dt ist, mu8 der Erwartungswert ® (t) von ® (t). natiirlich durch 


(11) M(t) =| yp(thdti=¥ (t) 


Cum. 


gegeben sein. Es ist jedoch von Interesse, daB diese Gleichung bei Kenntnis 
der w, nunmehr ohne weitere infinitesimale Betrachtung gefunden werden 
kann. Aus den w, finden wir namlich sofort 


(12) O(t)} = Taw, = Eni pai — 2) P(x) dz, 
0 1 


und es kommt daher nur noch darauf an, (12) in (11) umzuformen. 
Zuvor bemerken wir jedoch noch, da bei der wahrscheinlichkeits- 
theoretischen Betrachtungsweise ein weiterer Stabilitatsbegriff fiir den Neu- 


zugang aufgestellt werden kann. Wenn namlich auch + 6%) gegen eine 


Konstante konvergiert, so kénnte doch vielleicht die Streuung s(t) von 
@ (t) ebenfalls von der GréBenordnung ¢ sein, so daB eine wirkliche Stabili- 
sierung nicht zustande kommt. Wir wollen daher von ,,wahrscheinlichkeits- 


theoretischer Stabilisierung‘‘ sprechen, wenn nicht nur + @ (t) gegen eine 


Konstante geht, sondern auch 


#0 _(®@-O@F _FO-FH  y 
Ow)? O(t) Ol? 





lauft. Dabei ist analog zu (12) 


n® | pal — 2) P(z)dz 


od Se 


zu setzen. 
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Um eine bequeme Berechnung der Ausdriicke (12) und (13) zu erméglichen, 
gehen wir von den w, zu der zugehérigen erzeugenden Funktion iiber. Bilden 
wir zu diesem Zwecke die fiir alle z und rt absolut konvergente Reihe 


(14) F (2,1) = z =” Pn (2), 
dann ist 


[re — z,t) P(z)dzx -Enjrt — 2) P(z)dz = tw, 
und damit 
(15) Ev, = Pi) + [FU 2,1) P(a)dz = a) 
Wir haben also in e,(t) die erzeugende Funktion zu den Wahrscheinlich- 


keiten w, gewonnen. 


® (t) und @ (t) driicken sich dann in bekannter Weise durch e, (rt) fol- 
gendermaBen aus: 
> WN 4 7) , 
| M(t) = a nw, = [s- ex(t)| = & (1), 


it=1 


(16) 
main = a é - : 
| m0 bai * = [ee] + [5 e:(r)) = “ (1) + (1). 
Nun erkennen wir aber an (14) sofort, daB F (t — z, rt) der lésende Kern 


zum Kern tp (t — 2) ist. Die Gleichung (15) zeigt daher, daB e, (rt) als Funk- 
tion von ¢ der folgenden Integralgleichung Geniige leistet: 


t 
(17) ex(t) = P(t) + tJ ex(t) p(t — k) dk. 
0 
Durch Differenzieren nach rt erhalten wir hieraus 
t t 
(18) i(t) = fe (t) pt—b) dk + fex(n) pt — dk, 
t t 
(19) ¢, (t) = tle (rt) p(t—k)dk + 2 [és (x) P(t — k) dk. 


Setzen wir in (17), (18) und (19) t = 1, so erhalten wir 


t 
e,(i) = P(t) + fe()ret — k) dk, 


t t 
é,(1) = Je, (1) ptt— k)dk + fee(1) p(t b)dk, 


0 


t t 
e,’ (1) =e ()p@— bak +2 fe, () pak, 
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oder damit gleichbedeutend unter Beachtung von (5) 


(20) e, (1) =1, 
t 

(21) é,(1) = Jaap (t —k)dk +1— P(t), 
t 

(22) e, (1) = f ef (1) p@ — Rdk + 2 fe (1) —1 + PO). 
0 


Da y(t — k) losender Kern zum Kern p(t — k) ist, lassen sich (21) 
und (22) unmittelbar lésen und ergeben unter Beriicksichtigung von (3) 
bei H (t) =1: 


t t 
é(l) =(1— PW) yt—Hadk+1— PW =f yak =O, 
0 1) 


be (1) =) —14+ P+) (%&)—1+ PH) ype—wak 
0 


t 


=P(t)—1+P®+)¥(kypt—bHdk-YY+1-— PW 


0 


i 
= (PY (k) pt — bak. 
0 


Wir erhalten somit aus (16) 
® (t) = ¥ (t), 


wie wir dies schon erwartet hatten, und 


pe t 
@ (1) = 2) Vk) ypt— hak +P. 
0 


Das Quadrat der Streuung ist also 


(33) 2 (.) = 2/9 (k) pt— Wak + PY —¥200. 


0 


Auch fiir die Beurteilung der wahrscheinlichkeitstheoretischen Stabili- 
sierung kommt es also darauf an, Kenntnis iiber das Verhalten von y (t) bei 
ZroBen ¢ zu erlangen. 


§ 4. 
Die Lésung durch Fouriersche Integrale. 
Da die Integralgleichung (5) vom sogenannten Faltungstypus”) ist, 
kann sie mit Hilfe der Fourierschen Transformierten behandelt werden?*). 


*®) Naheres hieriiber siehe Doetsach, S. 279ff. 
*1) Vgl. auch Kostitzin. 
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Fiihren wir namlich zunachst einmal ohne Riicksicht auf Konvergenzfragen 
die Fourierschen Transformierten von p (t) und 9 (t) 


f(2) = { p(t) ede 
(24) a 
| und b(z) = { p (t) e~ *** dt 


0 
ein, so wird aus (5) auf Grund des Faltungssatzes?2) 
f (z) = b (z) + f (2) b(@) 


und damit 


(25) f(z) = —°#) 


1 — 6 (z)’ 





woraus sich unter passenden Voraussetzungen @ (t) gema8 


—ia+ 2 
i f(z) ef** dz 


—ia—c 


(26) g(t) = 


bei geeignetem a zuriickberechnet. 

Fiir eine exakte Betrachtungsweise ergeben sich hier jedoch bekanntlich 
die folgenden ‘Teilaufgaben: 

a) Fiir welche z ist b (z) definiert und regular? 

b) Hat jede Lésung ¢ (t) von (5) und insbesondere y (t) iiberhaupt eine 
1 aa 
c) LaBt sich tatsichlich  (t) nach (26) zuriickgewinnen ? 


Transformierte und stimmt diese mit iiberein ? 





a) Betrachtung von b (2). 


Da p (t) absolut integrierbar ist, ist auf jeden Fall b (z) in der unteren 
Halbebene regular und einschlieBlich der reellen Achse stetig. Weiter brauchen 
wir an Kenntnissen iiber } (z) nur noch den 

Satz 6: b(z) = 1 hat im der unteren Halbebene einschlieBlich reeller Achse 
nur die Lésung z = 0. 


_ Beweis. Bei z = & — ia folgt zunichst aus (24) 
(27) |b (2)| <[p@e-“dt = 0@ <1, 
0 
falls a > 0 ist. 


22) Doetsch, S. 161, Satz IVb. 
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Fiir a = 0 wiirde aus 


[p@e*dt =1 
0 


wegen 
fp@dt=1 
0 
folgen 
Jeon — cos Et} dt = 0 


oder p (t) {1 — cos &t} = 0 bis auf eine Menge vom MaSe Null. Da aber 
sicher p (t) nicht aquivalent zu Null ist, hat diese Gleichung nur die Lésung 
&é=0. 


b) Die Transformierte von ¢ (t). 
b (2) 
1 — b(z) 
Halbebene zu erkennen. kénnten wir Gebrauch von einem Theorem von 
Paley und Wiener *) machen. Ersichtlich ist nimlich bei a > 0 ¢ (t)e~**~® 
lésender Kern zu p(t — k)e~**-”. Die Fouriersche Transformierte von 
p (t) e~** ist aber 6 (z — ta) und daher in der unteren Halbebene einschlieBlich 
der reellen Achse regulir und nach Satz 6 von 1 verschieden. Nach dem ge- 
nannten Theorem folgt unter diesen Voraussetzungen dann die Konvergenz 


Ui oun in der Tat als Transformierte von  (t) in der unteren 


von f | p (t)| e~ “dt. Haben wir aber erst die Konvergenz von | p (t)| e~ * dt, 


so folgt hieraus die absolute Konvergenz der Fourierschen ‘Deietienidocten 
von @ (f) in der unteren Halbebene und damit nach dem Faltungssatz sofort 
die Beziehung (25). Der Beweis des Theorems von Paley und Wiener stiitzt 
sich jedoch auf sehr weitgehende Sitze iiber die Fouriertransformation. Wir 


wollen daher einen einfacheren Beweis fiir die Konvergenz von { |p (t)|e~*' dt 
geben. 
Satz 7. Ist @ (t) Lésung der Integralgleichung (5) mit einem p (t) gemap 
§ 1, dann ist fiir jedes a > 0 fle Wend konvergent. 
6 
Beweis. GemaB (5) ist 


t 
(28) [eile <pMe "+ [ipl et pt—khe dk, 
0 





®) Paley u. Wiener, S. 60; Theorem XVIII. 
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also mit einer durch (6) gerechtfertigten Vertauschung der Integrations- 
reihenfolge 


x M uM oM 
[ |oilenstde <= [pen + [akf |p &)| ep — beret ae 
9 0 a | 


oder mit einer in (27) eingefiihrten Bezeichnungsweise 


M M 
{|p @| em *tdt < 0 (a) + [ |p (k)| e- ** 8 (@) dk. 
0 0 





Es ist also 
M 
4 
j Ip @le-*tdt sr 
0 
oder 
rn 
[lo le-sae < on 


0 


Damit haben wir gezeigt, daB jede Liésung ¢ (t) von (5) in der unteren 


Halbebene die Transformierte / (2) = =” oy hat. Hieraus folgt aber %), 


da8 alle g (t) untereinander und insbesondere zu y (t) aquivalent sind. Da 
nun aber die rechte Seite von (5) sich bei Ersetzung von y (t) durch eine aqui- 
valente nicht andern wiirde, folgt schlieBlich, da8 y (t) iiberhaupt die einzige 
Lésung von (5) ist. Aber auch (4) kann nicht mehrere Lésungen haben. Sind 
namlich 9 (t) und gz (t) zwei Lésungen von (4), dann ist y (t) + 9 (t) — @e(t) 
Lésung von (5). 

Wir fassen zusammen zu 





Satz 8. Die in Satz 4 genannte Funktion y (t) ist die einzige Lésung 
von (5). (9) ist die einzige Lésung von (4). 


Wir kénnen den Satz 7 nunmehr noch erginzen durch den 

Satz7a. Gilt zusdtzlich zu den Voraussetzungen des Satzes 7 noch p (t) < M 
fiir alle t, so ist sogar lim y (i) e~*' = 0 fiir jedes a > 0. 

t=o 

Beweis. Gema8 (8) ist y(t) = p(t)+r(t) mit nichtnegativem und 

stetigem r (t); es geniigt also, lim r (t) e~ *‘ = 0 zu beweisen. In der Tat ist 
t=o 

nach (5) 


t 
r(t)e—*! =} y (k) e—** p (t — k) e **—" dk, 


*) Doetsch, Teil I, Kap. 3, § 7. 
11* 
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oder, wenn hier y (t) = p (t) + 7 (¢) eingesetzt wird, 
t 

(29) r(the~** = {fr (k) e~ ** p (tt — ky ee **—™ dk + ce * po (t). 
0 


Ist nun r (t) e~ ** bei jedem a > 0 fiir alle ¢ beschrankt, so ist die Be- 
hauptung des Satzes klar. 

Nehmen wir also im Gegenteil an, es wire fiir ein bestimmtes a > 0 
r(t)e~* nicht beschrinkt, dann gibt es eine Folge t; <t, <<... mit 


lim t, = © und r(t,)e~*" = max r(t)e~**, womit auch gelten muB 
ae 6St=t& 
(30) lim r(t,)e—2%" = o. 


Es folgt dann aus (29) 


tn 


r(t,je“*" < r(tn)em oie | P bm — k)e—*n—® dk + e— 9 py (t,) 


< 1 (t,) e—*" & (a) + e— 4!" po (ty), 
woraus sich mit Hilfe von (7) ergibt 


eon. M3.4, 


CS rhe See) 


oder 
lim r (t,) e~*" = 


a= oo 


was einen Widerspruch zu (30) darstellt. 


c) Die Umkehrtransformation. 


Um aus f(z) riickwirts y (t) erhalten zu kénnen, wiirde es bekanntlich 
geniigen, wenn y(t) stetig und f(z) langs einer in der unteren Halbebene 
verlaufenden Parallelen zur reellen Achse absolut integrierbar®5) wire. Das 
ist aber im allgemeinen nicht erfiillt. Wir kénnen jedoch die angegebenen 
Bedingungen sofort erhalten, wenn wir nicht y (t), sondern seinen stetigen 
Bestandteil r (t) = yp (t) — p (t) betrachten und iiber p (t) nur noch voraus- 
setzen, da es quadratintegrierbar ist®*). 

Aus den Transformierten von y (t) und p (t) berechnen wir zunachst die 
Transformierte von r (t) zu 


b (z) b? (z) 
(31) e@) = 56 — °@) - ie: 











25). Doetsch, 8. 107, Satz 6. 
*6) Hieraus folgt zwar nach Plancherel die Fourier-Darstellbarkeit von p(t) im 


Mittel; da wir eine Darstellung fiir jedes ¢ suchen, machen wir keinen Gebrauch von 
diesem Satz. 
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—ia+c 


Damit nun fiir ein a >0 das Integral j | (z)|dz konvergiert, 
—ia—o 
—1a+a0 
ist auf Grund von (27) notwendig, da8 j | 6 (z)|*dz konvergiert. Das 


ist aber fiir quadratintegrierbares p (t) sichergestellt durch einen Satz von 
Plancherel®’), der auf unseren Fall angewendet bei beliebigem a = 0 lautet 


—ta+~ +o oo. 
(32) jf |b@)tdz = f bE —ia)pede = an | mie sods, 
da ja 6 (z — ta) die Fourier-Transformierte der absolut und quadratintegrier- 
baren Funktion p (t) e~** ist. 

r (t) ist also stetig und in jedem endlichen Intervall beschriankt, seine 
Fouriersche Transformierte konvergiert iiberall in der unteren Halbebene 
und ist dort lings jeder Parallelen zur reellen Achse absolut integrierbar; 
dann gilt aber %*) 


Satz 9. Fiir jedes a > O ist 


—ta+o 


(33) r(t) = = { an} 5 ettde. 





—ia—o 


§ 5. 
Verschiebung des Integrationsweges. 
Wie wir an der zu (33) gleichwertigen Formel 
+o 

(34) r(tye-et = So j heeds 
sehen, ist der Grenziibergang a — 0 nétig, um auf Grund des Riemannschen 
Lemmas**) Aussagen iiber das Verhalten von r (t) bei groBen ¢ machen zu 
kénnen. Die damit fiir (33) geforderte Verschiebung des Integrationsweges 
auf die reelle Achse als Rand der Regularititshalbebene ist bekanntlich*) 
durchfiihrbar, wenn nach Abspaltung leicht zu iibersehender singularer Teile 
von @ (z) der Rest bis einschlieBlich der reellen Achse stetig ist und sonst noch 
geeignete Abschitzungen gelten. Wir wollen jedoch einen anderen Weg ein- 


27) Sog. Parseva.sche Gleichung. Bochner, 8. 172, Satz 51. Die Normierung ist 
dort etwas anders. 

38) Doetsch, S. 107, Satz 6. 

29) Doetsch, S. 50, Satz 3. 

30) Vgl. Doetsch, S. 269, Satz 4. 
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schlagen, der diese Verschiebung des Integrationsweges unter etwas all- 
gemeineren Bedingungen*') als den iiblichen zulaBt: (34) wird in Real- und 
Imaginarteil gespalten und der Grenziibergang a -> 0 der Teile einzeln unter- 
sucht. Es zeigt sich, daB der eine Bestandteil gegen die Verschiebung des 
Integrationsweges unempfindlicher ist als der andere und damit die kompiexe 
Formel. Fiir das Erneuerungsproblem hat dies zur Folge, daB z. B. 


P (t) = asa noch zugelassen bleibt, wihrend es sonst ausgeschlossen 
werden miiBte. 
Zur Durchfiihrung des angegebenen Programms setzen wir zunichst 
bei z = § —1ta 
b(& — ia) = b, (&, a) — ibe (&, a) 


mit reellen b, (£, a), wobei 





b, (€,a) = { p (t)e~*' cos étdt eine gerade 
(35) pA 


| und b, (~,a) = j p (t)e~* sin tdt eine ungerade Funktion von ¢ ist. 
0 

Nach (31) ist dann 

o (§ — ta) = @, (&, 4) — ¢ 02 (&, a) 








mit 
b? — b}— b3— bb? 
(36) | ate =a 
26,6, — b?b, — b3 
| und on(f,0) 24 a 


Damit wird nun nach (34) 


+c 


2x1 (t)e-* = | (0; — igs) (cos &t + isin ét) dé 


+e +2 
= f (0: cos £t + og sin £t)dé +i | (0; sin Et — 02 cos Et) dé, 


wobei das zweite Integral verschwindet, da der Integrand ungerade ist. 
Fiir positive ¢ ist daher wegen r(— t) = 0: 


Qaz (the = 2 | (e cos &1 + pe sin &t) dé 
0 = 2{ (ex 008 &¢ — os sin &t) dé, 


a 
| Realteil von z| 


%1) Liegt die Singularitat bei z = 0, so muB dort | Restfunktion | = 
sein. 
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und daraus folgt durch Addition und Subtraktion 


sr (tens = | o,cosétdé 
0 


und > r (t)e~** 


| 02 sin Et dé, 


0 


woraus sich mit Hilfe von (36) schlieBlich ergibt: 
Fir ¢ > 0 ist 





: 2 ( 69 — b? —b3—b, b} 
(37a) r (t) = lim =f i 1b)? + bf 2 cos ft dé, 
0 





. 2 (°2b,b, —b?b,— 
(37b) r(¢) = lim z] NES 


a=+0° 


*s sin Etdé mit b, = b, (é,a) bei a>0. 


Hier wollen wir nun versuchen, den Grenziibergang unter dem Integral 
durchzufiihren. 
Zunichst iiberzeugen wir uns leicht, daB dies bei (37a) nicht zulassig ist. 


So liefert z.B. p(t) = e~' die Transformierte b(z) = ; = 7 und hieraus 

1 a+a*— _ a 
Tel + 43) - Also ist 0; (&, a) = (+a) (+a? +e)’ 0;(&. 0) = 17° 
LieBe sich nun in (37a) der Grenziibergang unter dem Integralzeichen durch- 
fiihren, so wire nach Laplace 








9(z) = 


oo 


bites =? | eed = —e-t, 





2 


I+ 
0 


was aber r (t) > 0 widerspricht: 
Wir kommen nun zur Umformung der Relation (37b). Aus (35) gewinnen 
wir zunachst durch Differenzieren nach a 


SB4--| zp(z)e~**cosézdz und SK) | ap (e)e-*tsingede 
0 o- 


und hieraus 


Poe < | =p(z)az = &. 


0 


Also wird 
|b, (€,a) — 6, (€,0)| Saz, vy =1, 2. 
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Da somit 6, (¢,a) fiir a +0 gleichmaBig in & gegen 5, (&,0) strebt 
und andererseits lim 6, (&,0) = 0 ist, lat sich jedenfalls ein Bereich 


§—+>+to 
0Sasa,, |§| > B, so abgrenzen, daB der Nenner von (37b) gréBer 
als eine feste positive Schranke bleibt. 
Betreffs des Zahlers beachten wir, daB nach der Parsevalschen 
Gleichung (32) 


+ 4 @ 
lim { |b(g.a)P dé = | [b(E, 0)" dé 
a=+0 *. —o 


ist, da ja die rechte Seite von (32) offenbar bei a + 0 Konvergenz zeigt und 
(32) auch bei a = 0 gilt. Fiir endliche Intervallgrenzen ist aber die ent- 
sprechende Relation wegen der soeben festgestellten gleichmaBigen Kon- 
vergenz von b, (, a) gegen b, (&, 0) selbstverstandlich, so da8 unter Beachtung 
der Geradheit von |b (&,a)|® fiir jedes x gilt: 


a 


lim {\b(é,a)2a = { \b(é,0)| dé. 
a=+03 


Da nun weiter wieder wegen (32) lim j |b (E, 0) |? d& = 0 ist, folgern wir, daB 


es zu jedem ¢ > 0 ein positives a, und ein B, gibt, so daB fir 0 Sa S a, 


f lb(E,a)®#dé<e 
B, 
wird. 

Dies gilt natiirlich erst recht, wenn wir |b (£, a)|* durch 6? (&, a), 62 (&, a) 
oder | 5, (&, a) - bs (, a)| ersetzen, endlich aber wegen der Beschrianktheit von 
6 (£,a) auch mit |b? (E, a) b, (F,a@)| und mit |b, (€,a)|* als Integranden. 

Zusammen mit der obigen Abschitzung des Nenners erhalten wir somit: 

Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein B und ein ay > 0 so, daB 
(38) t oun ae 
| {os (G.a)|dé <e wird fir 0 Sa S a. 
v 


Nachdem damit das Verhalten des in (37b) stehenden Integrals fiir die 
Umgebung von = o geklart ist, wenden wir uns jetzt der Umgebung von 
€ = 0 zu. Wir zeigen dazu zunachst den 


Hilfssatz. Setzt man fep (x) e~** dz = z (a), so gilt gleichméfig in a 
0 


slim “+ = Z(a). 
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Beweis. Es ist nach (35) 


oa 


z(a) ~ tea) - | zp(a)e-*# (1 “™E*\ ge>0. 





Ez 
0 


Sei nun ein ¢ > 0 gegeben, dann wahlen wir eine Zahl C so groB, daB 
{ ap(z)dzr<e 
é 


wird. Weiter wahlen wir yp > 0 so klein, da8 firOS ys y 1= =e =l-—e 
gilt. Es ist dann fiir & < % 


co 


x p(x) e~** 1-25" | de + | =p(a)e-*=(1- a \dz 


0 < z(a) -*E") - 





ots 


é 
Cc co 
< [ep(z)edes | ep(z)-1-2de S e(zZ+ 2). 
0 c 


Aus dem Hilfssatz ziehen wir nun vermége der selbstverstandlichen Relation 


lim z (a) = x sofort die Folgerung: 
a=+0 


(89) os (5.0) ist stetig in § = + 0, a = + 0 mit dem Werte z. 
Es hat also 5, (&, a) fiir ein gewisses Intervall 0 < & < & sicher keine 


Nullstelle und wir kénnen daher fiir dieses Intervall das in (37b) stehende 
Produkt g,2 (€,a)- sin §t umformen zu 


b} _€ sin gt 
1—b,)? +3 b,(5,a) 





oo (é,a) sin Et = (2b, — by — b3)- 


Fiir eine (¢,a)-Umgebung von § = a = + 0 sind nun sicher der erste und 
nach (39) auch der dritte Faktor beschrankt; halten wir ein bestimmtes t fest, 
so zeigt auch der vierte Faktor diese Eigenschaft. Solange schlieBlich § + 0 
bleibt, kann nach Satz 6 nicht gleichzeitig 6, = 1 und b, = 0 sein, so daB 
der zweite Faktor immer bestimmt ist mit einem Werte kleiner als 1. Also ist 
02 (€, a) - sin €t bei festem ¢ in einer gewissen Umgebung von § = a = + 0 
besehrinkt. Zu jedem e > 0 gibt es also bei festem ¢ ein 8 > 0 so klein, daB 


A 
(40) J les (&, a) sin t| dé < e wird bei 0 < a < ay mit ay > 0. 
0 
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(38) und (40) liefern zusammen mit (37b): 


Bei festem ¢ gibt es zu jedem ¢ > 0 ein ay > 0, ein B und ein f > 0 





so, daB 
B 
(41 2 ( 2b,b, —b9b,—b3 . 
rw— | (1b)? +0} *sin ftd&| <e 





wird bei 0 < a < a, nicht dagegen zunachst fiir a = 0. 


In 8 S & S Bwird nun nach Satz 6 der Nenner (1 — 6,)? + b; nirgends 
Null. Da nun 6, (&,a) bei a -> 0 stetig in b, (&, 0) itibergehen. gilt (41) auch 
fiir a = 0. Da auch (38) und (40) fiir a = 0 gelten, folgt 








r(t) — 


2 [ 2b, (E,0) b, (¢, 0) — bP (E, 0) by (E,.0) — BF (E, 0) 
; \ [1 — }, (&, 0]? +53 (5,0) 
0 


sin &f ae| < & 
| 
und da dies fiir jedes ¢ gilt, bleibt 
Satz 10. Fir t > 0 ist 


2 ( 2b,b, —b?b, —b 
> (I—b,)? + 53 





_— fsingtdg mit b, = b,(E,0). 


0 


Damit ist in der Tat die Vertauschung von Integral und Grenziibergang 
in (37b) als statthaft erkannt. 


§ 6. 
Das Verhalten fiir groBe t. 
Es sei ein 6 > 0 beliebig gewahit, dann ist nach Satz 10 
0) ~ 
r(t) = =| 0, (€,0)sin td & + < 


02 (€, 0) sin Ft dé. 


0 


Da nun 6 (&, 0) eine stetige Funktion von & und fiir § > 0 sicher (1 — 6)? + 
+ b; > 0 ist, muB fiir jedes B 


B 
lim | @2(§,0)sinétdé = 0 


t=oag 
sein. In Verbindung mit (38) folgt daraus aber 
lim f 02 (&,0)sinEtdé = 0. 
é 


(=a 


Untersuchungen zum Erneuerungsproblem. 171 
é 


Es geniigt somit, lim S j 02 (€,0) sin €tdé zu betrachten, wobei wir 6 sehr 
t= ~ * 


0 
klein wahlen kénnen. Nun kénnen wir schreiben 


_ 2b, b, — bb, — dF b im 
02 (€, 0) _ (ib) + 3j a at, + — be, b, — b, (é, 0). 


d 
Da by (&, 0) stetig ist, wird sicher lim =] b. (€, 0) sin€td& = 0, so daB bleibt 
t= * 
0 





0 


2 b . 
(42) jim r(t) = lim 5 = | a=aprrgtin ets, 


wobei das Zeichen lim auf beiden Seiten der Gleichung durch lim oder durch lim 
ersetzt zu denken ist. 


Wir fiihren jetzt zweckmaBig die Transformierte B(z) von P (t) ein 
und setzen 


B (= — 10) = B(&) = B, (€) — iB (é) 


oo 


(43) mit B, () = { P(t) cos gt dt 


0 
und By (&) = | P(t) sin Et dt; 
0 


dann gilt wegen der durch partielle Integration leicht zu erhaltenden Beziehung 


(44) b(z) = 1—izB(z) mit B(0) =z, 
daB 
b, (€,0) = 1 — £- Bs (&) 
und be (€,0) = & - B, (€) 
ist. In (42) eingesetzt liefert dies 
J 
(45) lim r(t) = Jim = ; Rene ee 


Damit haben wir ein Dirichletsches Integral *) erhalten, wo die Funktion 





t=o 


B, (&) z , 
(€) = Bp + BD stetig ist mit lim y (€) = aye FE 
Um aus (45) demgemaB im r(t)= 2, ‘F = = schlieBen zu kénnen, 


geniigt bekanntlich im Ft die Stetigkeit von y () nicht. Dagegen 


32) Vgl. etwa Bochner, Kap. II, § 7. 
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ist es ohne weitere Einschrinkung méglich, die Stabilisierung im Mittel zu 
beweisen. Setzen wir namlich bei — 6 


(46) n= 2 romias 


so ist nach (45) lim [r (¢) — r, (t)] = 0 und damit 
t=c 


t t 
(47) lim + [ r(z)da = lim +| r, (xz) dz. 
0 


t=c t= 


Nun berechnen wir aber leicht 


t J J 


+ frames = 5 (ym eae -2 (roae 


ét 
) | }7 ane (3) 


Das ist nun ein Féjersches Integral*), bei dem wir wegen der Stetigkeit von 
y (€) sofort zur Grenze t - o iibergehen kénnen mit 


sin? — “ 


t 


tim = | r(z)dz ~ Ses (é) = =. 


Fiir die Erneuerungsfunktion erhalten wir hieraus wegen (8) und (47) 


+ ¥(t) = + | via =* = Oye + | r(z)dz, 
0 


und daher lim + 7 P(t) = = 


(= co 


Z = 


Wir fassen zusammen zu 
Satz ll. ane die Ausscheidefunktion die Bedingungen: fer (t)dt =z 


ist endlich, und fv (t) dt ist endlich, dann zeigt der eiaiidiaieaaaie Stabila- 
sterung um Mitte mit dem Werte = 


Um nun auch iiber die eigentliche Stabilisierung Aussagen machen su 
kénnen, wollen wir die an p (t) und P (t) gestellten Voraussetzungen noch ein 
wenig verschirfen. Und zwar sei im folgenden vorausgesetzt, da8 nicht nur 


j P (t) dt, sondern sogar noch j P (t) nt dt konvergiert. Wir bemerken hierzu: 
6 i 


33) Vgl. etwa Bochner, 8S. 22. 
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Wenn sich P (t) fiir groBe t wie r) verhalt, so muBte bisher » > 1 gefordert 


werden. Diese Bedingung ist jedoch auch fiir die angegebene verschiarfte 
Voraussetzung hinreichend; wegen 


fs) 


f inte ath _ I(k+1) ; . 
{ = dz =| ye ‘ wey = pt = a firk>0,n>1 
1 i) 








bleiben namlich wie bisher alle P (¢) in die Betrachtung eingeschlossen, die 


InF t é 
sich wie ¢ — bei » > 1 verhalten. 


Es sei nun in der Tat die Konvergenz von fP@ Int dt vorausgesetzt, 
0 
dann betrachten wir zunichst bei 0 < 6, < 6 die Funktion 


f=) 


é 
u (,, 3) -(= Bib ae = { | Pe jes se as dé. 








4b, s=d, 20 

Wegen der Beschrinktheit von — < ~ mit 6, > 0 und der Kon- 
"1 
vergenz von {Pde kénnen die Integrationen vertauscht werden, und 
0 

damit ist 

oo J co dx 

' 1—coséz — cost 

ot, 4 = | P(a) | 28s dé dz = | Px a {2 ‘atds 
axe CG, z=0 d2 

Be 2 > 0 fiir alle ¢ ist, wird 








oc dz 
u(4,, 8) < [ Pi) | Aaeae 
= 0 


und damit auch 
é 


*8 


dz 
[== PO ae = lim u (d;,4) < jr a) (= cot ida 
E acte 
0 z=0 0 
Nun gilt fiir alle ¢ die Abschatzung ~—eost < = , und damit wird 
J oo 
(48) [F=PSae<s| Paina +oa)az, 
0 0 


was nach Voraussetzung sicher konvergiert. 
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Es sei nunmehr ein ¢ mit 0 < ¢ < 1 beliebig gegeben, dann wahlen wir 
eit B > 2 so groB, daB { P(t)Intdt <«e wird. Dann ist fir 6 < 
h 


2 B oo 
{ P(@)In(l+d2)dz = j Pi) na+ dz)dx+ { P(z)n(1+62)de 
d 0 if 


B oo 
< ef P(z)de+{ P(2)inzde<e(l + 2), 
0 B 
und damit 
lim { P«) In(1+ 62) dz = 0. 


d=+06 


Aus (48) folgt nun sofort 
n 


(49) lim | sO ae =0 


d=+0 
0 


Wortlich genau so wie oben gewinnen wir die Abschitzung 
3 @ 


v(d) = J \\ P(z) P(y)-— EP —N aady dé 


) 


=| P(x) P(y) [ eee Mdgdedy 





< a P(z) P(y) n(1 + 4\2 — y|)dady, 


oder unter Beachtung der Symmetrie des Integranden und bei (*, os ‘ = 


9 (6) <6 {{_P (x + y') P(y’) n(1 + 62’) da’ dy’ 
‘ 


< 6 ff P(x’) P(y’)In(l + 62’)dz'dy’ = 6 z | P(x’) In(1 + 62')de’, 
0 
und damit 


J 
lim v(6) = lim } }} Pin P= P soapat = 0. 
é=+0 d=+0 F . 


Ebenso ist natiirlich auch 


oa 


slim { [[ Pee) Py) 2=AEE*M azayat = 0, 
=+0) 
0 0 . 
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und damit wegen 
B? (é) = f P (x) P (y) sin asin ydady 
6 


= iffP@ Pwo — cos § (2 + y)Jdzdy + 


—4 ff P@ Py) [1 — cos & (x — y)Jdady 


endlich 
é 


(50) ie im {740 BiG) ae — 


d=0 § 
0 
Setzen wir nun in (46) 


Bg), B— By (8) By (é) 
BRS) + BEG) = S-Bys) OBL) (BRO + BIEN’ 





so haben wir 
J J 


a _ 1 { sin gt = — B,(é)_ sin ¢t 
Sno = + ae + | ' zB, 4° + 





0 0 





J 
_ | BRE). sin &¢ dé 
& By (E) - [BP (E) + BP (5) 
Ist dann ein ¢ > 0 beliebig gegeben, so kénnen wir uns wegen ar) B,(é) =z 


mit (49) und (50) 6 als so klein vorstellen, daB die letzten beiden | Summanden 
zusammen ¢ nicht iibersteigen. Es ist dann nach (45) 


2 1 2 

zimrOszgte 
1 2 

= jim r(ijS= 37% 


7) 


und da «¢ beliebig klein gewahlt werden kann, 


(51) lim r(t) = = 


t= oa 
Nun ist y(t) = p(t)+r . Wir sahen schon in Satz 5, daB fiir die 
eigentliche Stabilisierung jim p np (t) = 0 notwendig war, wobei p (t) aquivalent 


zu p(t) ist. Aus (51) folgt 1 nun unter den gemachten Einschrinkungen, daS 
diese Bedingung auch hinreichend ist. 
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Satz 12. Erfiillt die Ausscheidefunktion p (t) die Bedingungen: 


aD 


fe p(t) Intdt ist endlich, und p (t) ist quadratintegrierbar. 


dann ist y(t) = p(t) +> Ley) mat fim z () = = Q. 


Notwendig und hinreichend fiir cigantliche Stabilisierung des Erneuerungs- 
vorgangs ist, dag Jim p (t) = 0 fiir eine passende dquivalente p(t) 2u p (t) gilt. 


Anderenfalls kopiert y (t) schlieBlich getreu alle Schwankungen von p (t). 


§ 7. 
Verallgemeinerung der Ergebnisse. 

Wir waren bei der Formulierung des Erneuerungsproblems davon aus- 
gegangen, da8 zur Zeit t = 0 die betrachtete Gesamtheit lediglich aus 
0-Jahrigen besteht. Diese Voraussetzung ist selbstverstandlich ziemlich will- 
kiirlich; es wird auch in allen praktischen Fillen so sein, daB bereits zur Zeit 
t = 0 eine gewisse Altersgliederung der Anfangsgesamtheit statthat. Wir 
stellen uns daher die Frage, ob unsere Ergebnisse giiltig bleiben, wenn wir eine 
beliebig gegliederte Ausgangsgesamtheit zulassen. Ebenso lassen wir jetzt die 
Voraussetzung fallen, da8 ein konstanter Bestand vorgeschrieben ist, und 
lassen statt dessen eine allgemeinere Bestandsentwicklung H (t) zu. 

Bezeichnen wir mit F (k) die Anzahl der 0- bis k-jahrigen Mitglieder der 
Anfangsgesamtheit, so ist F (k) eine monoton nichtfallende Funktion, die wir 
als halbstetig nach links ansehen kénnen. Bei endlichem Héchstalter 
sollen iiberdies keine Mitglieder vom Alter ~ vorhanden sein, da dieselben 
ja sofort ersetzt werden miiBten und daher gleich als 0-Jahrige zu schreiben 
sind. Mit dieser Normierung wird F (0) = 0 und fiir endliches oder unendliches 
Héchstalter F (w) = F (m — 0) = 1. 

Von dF (k) Mitgliedern des Alters k bis k + dk werden nun nach der 
Zeit t noch dF (k) =o z » der Gesamtheit angehéren, so daB sich die Uber- 


lebenden der Anfangsgesamtheit zur Zeit ¢ insgesamt ergeben zu 








(52) P*(t) = j Salar (k). 


0 
Wegen des monotonen Nichtsteigens von P (t) ist tatsaichlich P* (t) fiir jedes t 
bei beliebigem F (k) definiert und ist selbst monoton nichtsteigend mit 
P* (0) = 1. Schreiben wir mit beliebigem « < w 


a o 


P(k +1) P(k +t) 
P*(t) = | ri aF ik) + | Pit tb), 








0 * 
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so ist ersichtlich der zweite Summand wegen 


” o 


| PUT) aF(k) < | dF (k) 


x a 





bei geniigend groBem x beliebig klein zu machen. Der erste Summand ist 
aber bei festem x wegen der gleichmaBigen Stetigkeit von P (t) auch stetig 
und strebt mit wachsendem ¢ gegen Null. Also ist iiberhaupt P* (t) stetig und 
geniigt der Bedingung 

lim P*(t) = 0. 

t= 


Stirbt nun die Anfangsgesamtheit gemaé8 der Funktion P* (t) ab und 
soll die Gesamtheit auf der Hohe H (t) gehalten werden, so muS der Zugang 
@ (t) in Analogie zu (3) ersichtlich der Integralgleichung 
t 

(53) H(t) = P*(t)+ | Pt— bad) 
k=0 

geniigen. 

Wenn H (t) in jedem endlichen Intervall beschrankt ist, so kénnen wir 
wegen der fiir P* (t) bewiesenen Eigenschaften genau so wie im § 1 schlieBen, 
da8 auch ®(t) in jedem endlichen Intervall beschrankt ist; vorausgesetzt, 
da8 (53) iiberhaupt lésbar ist. Ebenso folgern wir: Ist H(t) stetig, so auch 
® (t) und umgekehrt; ist H (t) — P* (t) totalstetig, so auch ®(t) und um- 
gekehrt. H (t) kann nicht ganz beliebig gewahlt werden, da ja d® seiner Be- 
deutung gema8 positiv sein mu8. Trotzdem kénnen wir aber rein formal (53) 
auch in solchen Fallen als Aufgabe zulassen, wo H (t) in diesem Sinne fiir 
ein Erneuerungsproblem ungeeignet ist. 

Durch partielle Integration erhalten wir nun aus (53) 


t 
® (t) = H(t) — P*(t) + [ pt —k) Oak. 
0 


Diese Gleichung ist aber ebenso wie (5) eindeutig lésbar, und wir erhalten 
unter Beriicksichtigung der Tatsache, daB yw (i — k) der lésende Kern ist, 
sofort 


Satz 13. Bei beliebiger Anjfangsalterszusammensetzung und dem vor- 
geschriebenen Gesamtbestande H (t) ist der Gesamtzugang gegeben durch 
t 
® (t) = H (t) — P* (t) + | [H (k) — P* Rye — ky ak, 
0 
P(k+8 a5 —" dane 
wobei P* (t) = | PET ar (k) und y(t) die Lisuny des gewshnlichen Er- 
k=0 
neuerungs problems ist. 
Mathematische Annalén. 118. 12 
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Aus Satz 13 folgt leicht der 


Satz 13a. Ist bei beliebiger Anjangsalterszusammensetzung der Bestand 
H(t) beschriinkt und gilt entsprechend 2u Satz 12 y(t)= ++ p(t) +z(t) 
mit lim z (t) = 0, so ist 

t=oa 


16 = 5) awa +@,(t) mit lim ,() =0. 
t=o 


0 
Strebt insbesondere H (t) im Mittel gegen einen Wert Ho, so findet Stabilisierung 
im Mitel mit dem Werte 22 state. 


Beweis. Nach Satz 13 ist 


t t 


(54) Dt) = H(t) —P*@) + [4h ax rs | [H (k) — P*(k)) p(t — k) dk + 


i) 
t t 


+ | (4G) — P*d)xt— Hak — Z| Pedy ab. 
0 


0 
Ist nun in der Tat 0 < H (t) < Mj, so ist wegen | P* (t)| < 1 


t t 
|J GH) — P* ey) pe — RH ak| <M, +) pk SM +1. 


Weiter ist 


tim | | (1 (k) — P* (bx wak| S (My +1)- lim + | ly (ky) dk = 0. 
0 


0 
Es. wird damit nach (54) unter Beachtung von lim P* (t) = 0 


t=c 


° ®@ (t) > S 


0 
Ein Gegenstiick zu Satz 13a ist 


Satz 13b. Strebt bei beliebiger Anfangsalterszusammensetzung der be- 


schriinkte Gesamtbestand gegen Hy und gilt w (t) = p (t) + 1 (t) mit beschranktem 
r (t), so ist 





t 


FO) = 88 | rae +00 mit lim @,(t) = 0. 
t=c 


0 


Es tritt also genau dann Stabilisierung im Mittel ein, wenn + (t) im Mittel 
konvergiert. 
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Der Beweis ergibt sich in gleicher Weise wie der von Satz 13a aus Satz 13 
durch leichte Abschitzungen unter Beachtung von lim P* (t) = 0, der Be- 


t=oa 
ziehung (10), sowie der Beschranktheit von H (t), P(t) und r (t). 
Unter verschiedenen Einschrinkungen kénnten wir natiirlich noch zu - 


spezielleren Aussagen iiber ® (t) kommen. Wir erwahnen hier lediglich 


Satz 13c. Strebt das beschriinkte H(t) gegen Hy bei konvergentem 


| |H  —Ho| dt, ist v()=2 + p(t)+z(t) mit lim z(t) = 0 und kon- 
0 o t=co 
vergrert { P (t) dt, so ist 


6 
® (t) = Hy P(t) +ce+%, () 
mut 


oo oo t 
¢= Hy +t [tH —Holat—2{ Peat, YO =| year 
0 0 v 
und 
t= oo 


Der Beweis ergibt sich wieder leicht aus Satz 13 mit Hilfe von (10). 

Es ist klar, da8 uns fiir eine Beurteilung des Verlaufs von ® (t) die Aussage 
von Satz 13c nur dann weiterhilft, wenn wir den Verlauf von ¥’ (t) beherrschen. 
Wir werden im niachsten Paragraphen sehen, da8 unter gewissen Voraus- 


setzungen ¥ (t) = + +c, +; (t) mit lim Y; (t) = 0 geschrieben werden 
t= oo 
kann, wo ¢; eine bekannte Konstante ist. In diesem Falle gibt uns Satz 13c 
durch ® (t) = Hy + +d+,(t) mit lim ,(t) =0 bei bekannter Kon- 
t=oo 
stanten d ein einfaches Bild vom Verlaufe der Erneuerungszahl. 
Wie wir sahen, miissen wir fiir den Ubergang zur Erneuerungsintensitat 
die Totalstetigkeit von G(t) = H(t) — P* (t) voraussetzen. Bei G (t) = G (0) + 
t t 
= Jo (t)dt =~ 0+ {9 (t)dt gewinnen wir dann aus (53) durch eine analog 
F 
zum Verfahren des § 2 durchzufiihrende Differentiation 
t 


(55) p(t) =9() + | ok) pe — kak 
mit der Lésung 

t 
(56) p(t) =9(t) + J o(k) yt — Rak. 


Soll nun in der Tat die Erneuerungsintensitat einem endlichen Werte 
zustreben, so kénnen wir aus (55) sofort wértlich genau so wie beim Beweis 
zu Satz 5 schlieBen, daB g (t) oder wenigstens eine aquivalente Funktion zu 


12* 
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qg (t} mit wachsendem ¢ gegen Null streben mu8. Man iiberzeugt sich jedoch 
rasch, da8 diese Bedingung durchaus nicht hinreicht. 
Sei nun etwa die absolute und quadratische Integrierbarkeit von g (t) 


verlangt, und sei gema8 Satz 12 w(t) darstellbar als y(t) = = +p(t)+7(t) 
mit lim y(t) = 0; dann liefert (56) 


i= 
t 


t t 
= g(t) + =) g (k) dk + (9 (k) p(t — k) dk +f g(k) x(t—k) dk 
0 0 0 


Nach (10) streben unter Beibehaltung der Voraussetzung der Quadratintegrier- 
barkeit von p (t) die beiden letzten Summanden mit wachsendem ¢ gegen Null. 
Wegen lim P* (t) = 0 ist weiter 
Hy = lim H (t) = - foc dk = fa(kae + fo) a, 
(== 
so daB sich ergibt 


Satz 14. Ist bei beliebiger Anfangsalterszusammensetzung der Gesamt- 
t 


bestand vorgeschrieben durch H (t) = P* (t) + Sa (k)dk mit absolut und 


quadratisch integrierbarem*) g (k), ist weiter die gewohnliche Erneuerungs- 


intensutdt yw (t) = < + p(t) + y(t) mit lim x (t) = 0 und quadratintegrierbarem 
y ; x lim x q 9 


p (t), dann gilt fiir die zugehdrige Erneuerungsintensitat 
oA) = 9) +22 + g:() mit Hy = lim H() und lim 9, (t) = 0. 
t= t=—« 


Wie wir sehen, macht @ (t) schlieBlich alle Schwankungen von g (t) mit; die 
Erneuerungsintensitaét konvergiert genau dann, wenn lim g(t) = 0-fiir eine 


i=—a 


aquivalente Funktion g(t) zu g(t) ist. 

Bei Anderung der Voraussetzungen lassen sich noch weitere derartige 
Konvergenzsitze bilden. Wir wollen hier jedoch nur noch die Ergebnisse auf 
den Fall spezialisieren, daB H (t)=1 und die gewéhnliche Erneuerungs- 
intensitét konvergent ist. Satz as und Satz 13c ergeben dann 

Satz 13d. Gilt im y (t) = z, so ist bet beliebiger Anfangsalterszusammen- 


setzung die fiir die Bestandserhaltuny notwendige epapaaien von der 

Gestalt = P(t) = 2 + p, (t) mit lim 9, (t) = 0. Falls fp (t)dt konver- 
(=~ 6 

giert, ist 


Ot) = P+ 1-= EJ Pode p(t) mit lim g(t) = 0. 


t=oa@ 





%) Falls lim p (i) = 0 ist, geniigt die absolute Integrierbarkeit. 
t=« 





Untersuchungen zum Erneuerungsproblem. 181 


t 
Ist weiter P* (t) totalstetig, also P* (t) = 1 — fo* (t) dt mit p* (t) = 0, 
0 
dann ist natiirlich g (t) = p* (t) absolut integrierbar und daher nach Satz 14 
t 


Satz l4a. Gilt lim y(t) = =: und P* (t) = 1- j p* (t) dt, dann ist 


t=-x 0 


die fiir die Bestandserhaltung notwendige Zugangsintensitit 
1 : , 
P(t) = >+P*(t)+ gilt) mit lim pilt) = 9. 


Das Verhalten von p* (t) fiir groBe ¢ entscheidet also iiber die Konvergenz 
von @ (t), wobei es natiirlich wieder nur auf das Verhalten einer passenden 
Aquivalenten zu p* (t) ankommt. 

Es bleibt fiir uns nun noch die Aufgabe, die Integrierbarkeit und Total 
stetigkeit von P*(t) sowie das Grenzverhalten von p* (t) zu untersuchen. 


a) Die Integrierbarkeit von P* (t). 
Ist zunaichst das Héchstalter w endlich, so ist auch P* (t) = 0 fiir t > « 


und daher { P* (t) dt sicher konvergent. Die folgenden Umformungen gelten 
jedoch duiaheiint auch fiir endliches w. 
An Hand von Beispielen kénnen wir uns zunachst rasch iiberzeugen, daB 
bei unendlichem Héchstalter | P (t)dt durchaus nicht zu konvergieren 
0 oo 
braucht®5). Um nun einen einfachen Ausdruck fiir { P* (t) dt zu gewinnen, 
brauchen wir nur (52) direkt zu integrieren. Dies liefert 





{ i P(t+k . oP P(t+k 
| P*(y ae = { Pea (hyde = | | pwatar a) 
0 t=0 k=0 k=0 t=0 
r uk) _f 
- Pek (k), Q(k) = | P (k) dk. 
k=0 k 


%) Setzen wir etwa dF (k) = Le P (k) dk — ein dauernd konstanter Zugang von 
e z 
der Intensitat Pd wiirde einen solchen Altersaufbau hervorrufen —, so ist 
z 


P* (t) ~4[Perma-F[ rma i = 20, 
0 i 


so daB die Konvergenz von { Pe (t) dt die von [ePmat voraussetzt. 
6 0 
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Die vorgenommene Vertauschung der beiden Integrationen la8t sich unter 
Beachtung des positiven Charakters aller vorkommenden Funktionen nach 
Lebesgue®) und Fubini*®’) direkt rechtfertigen. Wir wollen jedoch fiir den 
exakten Beweis der obigen Formel einen kleinen Umweg beschreiten, da der- 
selbe gleichzeitig eine andere bequeme Formel fiir P* (t) und sein Integral 
liefern wird. 


Der Gesamtheit gehéren dF (k) Mitglieder des Alters k bis k + dk an. 
Diese Mitglieder kénnen wir uns als aus einer Gesamtheit von dF , (k) 0-Jahrigen 
der Zeit t = —k bis t = —k—dk entstanden denken, die sich gemaB 


unserer Absterbeordnung zahlenmaBig vermindert hat; d. h. dF, (k) = oh , 
Wir bilden daher fiir k < 

k k 
67) A@=[anm=(FP. Ae) = lim h@ 

0 0 


und nennen F;, (k) die zum Anfangsbestande gehérige Geburtenfunktion, da 
F, (k) die Zahl der 0-Jahrigen (= ,,Geburten“) angibt, aus denen sich die 
0- bis k-Jahrigen des Anfangsbestandes entwickelt haben. 


Wir zeigen nun zunichst die Relation 
(58) F, (t)-P(@t) <1 mit limF,()-P() =0. 
t= 
Nach (57) ist namlich zunichst 


t 


F,()-P® = | tO dP (k) s [Pera <1 
0 


0 


Sei nun weiter ein e > 0 beliebig vorgegeben, dann wahlen wir ein B < ~ 


o 


so groB, dab | dF (k) < e wird. Weiter sei T so groB, dab pp < 2 ist; ins- 
besondere ist also T > B. Es gilt dann fiir ¢ > T 


B B 


F,()-P @) = | Fy ak (b) + [ eaherw < | Fon F (k) + 
0 


Pit 
+ [pier @ <2e. 
B 


36) Lebesgue (2), Kap. 11. 
87) Anm. 11. 
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Auf Grund von (58) gewinnen wir aus (52) dann durch partielle Integration 


P*(t) = [ P(k+0)dF,(k) =[(P(R+0P, (Hy + [Fh pe+Hak, 
k=0 


oder, da wegen P (k + t) S P (k) mit (58) auch lim P (k + t) F,(k) = 0 ist, 
k= 


o 


P* (t) = \F, (k) p(k +t) dk. 


Hieraus ergibt sich nun 


oo o 


{ P* (de = f {Fate p(k + t) dk) dt. 
0 0 
Der Integrand ist nirgends negativ und liefert zuerst nach ¢ integriert die meB- 


bare und nach (58) beschriinkte Funktion { F, (k) p (k + 1) dt = F, (k) P(k). 


i) 
Wir kénnen daher nach Fubini unabhingig von der Endlichkeit der mehr- 
fachen Integrale die Integrationsreihenfolge vertauschen und erhalten 


(59) [ P¥(ydt=[ (fF) pk +0 dt} dk = [F, (&) Pak. 
0 0 0 0 
Wir zeigen nun weiter in Analogie zu (58): 


Bei konvergentem { P* (t) dt gilt lim F(t) Q (t) = 0 mit Q(t) = | P(k)dk 
0 t= i 
= { P (k) dk. Es ist nimlich wegen des monotonen Nichtfallens von F,(k) 
t 


0SF,0Q() =| PFW dk s | PF, ak. 
t t 


Bei konvergentem | P* (t)dt ist aber nach (59) lim | F,(k) P (k)dk = 0 
0 t= t 


womit die Behauptung klar ist. 
Wir wollen nunmehr 


(60) \ P* (dt = [Sahar we 
0 k=0 
zeigen. 
GemaB partieller Integration gilt 
t ’ t 
(61) | Fi) Pay dk = — F000 + (GO arm 


0 0 
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Ist nun [Pp (t) dt konvergent, so ergibt sich hieraus bei t > w 
vu 


t t 


| Pemat = lin | F(R) P (ky de = 0 + him | gO aF (k), 
0 


t=en 


Ist umgekehrt | ae d F (k) konvergent, so folgt wegen der Positivitat aller 


0 
vorkommenden Funktionen aus (61) sofort 


t t 7) 


[Rm Pade s [Sara s | $pare 
0 0 0 


fiir jedes t und damit die Konvergenz von fF, (k) P (k) dk, woraus sich aber 
d 
eben (60) ergab. 
Ist schlieBlich eines der beiden Integrale i” (t) dt oder [einer (k) 


i) 
unendlich, so muB es nach dem gefiihrten Beweis auch das eniien sein. so 
da8 (60) in diesem Falle erst recht gilt. 
Wir fassen zusammen zu 
z 
Satz 15. Setzt man F,(k) = oe so gilt unabhdingig von der Endlich- 
0 


keit der folgenden Integrale: 


foo) w o 


j P*(t)dt = | emere) = j P (k) F, (k) dk. 
0 0 


k 
(57) laBt sich offenbar nach F (k) auflésen und liefert F (k) = J P(t) dF, 
und hieraus durch partielle Integration 


k 
F (k) = F,(k) P (k) + J F,(t) p(t) dt. 


Bilden wir hier den Limes k — w, so erhalten wir wegen (58) 


1=0+/Fi@ pdt. 
8 
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Die nach Satz 15 fiir die Konvergenz von [> (t) dt geforderte Endlichkeit 


von j P ‘ F,(k)dk ist also héchstens ye eine Verschirfung, wenn 


P (k) 
dtr =H fiir groBe k nicht beschrinkt bleibt. Hieraus folgt aber 


Satz l6a. Ist — wie in den meisten praktischen Fallen — lim s(x) > 0, 


z=w 


so ist f P* (t) dt fiir jede Anfangsalterszusammensetzung konvergent. 
Ein Gegenstiick hierzu ist die unmittelbar aus (59) zu ziehende Folgerung 


Satz 16b. Ist F,(k) beschrinkt, dann ist | P*(t) dt unabhangig von der 
0 
Absterbeordnung konvergent. 


Auch diesem letzteren Falle kommt praktische Bedeutung zu: Beschrink- 
tes F,(k) bedeutet endliches F,(m); F,(w) ist aber die Gesamtzahl der Ge- 
burten, aus denen sich die Anfangsgesamtheit entwickelt hat. In der Tat wird 
man in praktischen Fallen diese Gesamtgeburtenzahl als endlich anzusehen 
haben. 


b) Die Totalstetigkeit von P* (t). 


Versuchen wir zunichst einmal, (52) unter dem Integralzeichen zu 
differenzieren, so erhalten wir formal 


d p(t +k) 
4 psy = - fegat dF (kb). 


0 


Hier miissen wir aber erst noch erkliren, welchen Sinn ea dF (k) 
0 

iiberhaupt haben soll. Ist naimlich k(¥) eine Umkehrfunktion zu F (k), so 

braucht p (t + k (F)) bei festem ¢ nicht meBbar in F zu sein*®), so daB vielleicht 

die Lebesguesche Definition) 


o 


p(t +k) _ { pit+k(F)) 
(62) | C+) dF ik) = fg rar 
k=0 F=0 
nicht durchfiihrbar ist. 
Es sei nun tatsichlich k(F) eine Umkehrfunktion zu F (k); d.h. zu 
jedem F sei ein k(F) so gewahlt, daB F (k(F) — 0) < F < F [k(F) + 0) ist. 





38) Carathéodory, § 351, Satz 9. 
39) Vgl. Anm. 36, besonders S. 259—261. 
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k (FP) ist eine monoton nichtfallende Funktion mit k (0) = 0) und k (1) = ~. 
Wegen lim F(k) = | ist weiter fiir jedes ? mit 0 << 8 <1 k(#) eine endliche 


k=o 


GroBe. 

Jedem reellen Werte z => 0 lassen wir nun alle Punkte der t-F¥-Ebene 
mit ¢ + k(F) = x entsprechen. Suchen wir dann fiir ein vorgegebenes Intervall 
(z,, 2) alle Punkte der t-F-Ebene mit 


{2St+k(F) Sx, 
O<F<d)bid 9<1, 


so ist diese Menge ersichtlich durch Rechteckmengen beliebig genau approxi- 
mierbar und daher meBbar mit dem Ma (xz. — 2) %. Es entspricht daher 
iiberhaupt einer meBbaren z-Menge vom Mae m eine meBbare t-F-Menge 
vein MaBe mi. Dabei kénnen wir nun auch zu # = 1 iibergehen: Jeder 
meBbaren z-Menge entspricht eine meSbare t-F-Menge vom gleichen MaB. 
Da nun p (x) meBbar sein sollte, folgt damit die MeBbarkeit von p [t + k (F)] 
als Funktion der Variablen ¢ und F. Bei festem ¢ = ¢y ist dann nach Fubini*") 
p [to + k (F)) fiir fast alle t) ebenfalls meBbar; da auf der anderen Seite die 
monotone Funktion P [k(F)] sicher meBSbar ist, laBt sich das fragliche 
Stieltjes-Integral tatsiichlich durch (62) definieren*). 

Um nun zu zeigen, daB (62) auch wirklich die Ableitung von P* (t) ist, 
schreiben wir 

1 t 


1 
1—~ P*(t) = ( PRU Fee ap K [ar [ea 
3 





: P[k (P)) P[k (F)) 
0 0 

und hieraus wegen der MeBbarkeit von p [¢ + 4 (F)] mit p 20 nach Fubini *) 
und Tonelli 4) 


1 


t t 
1— P*() = | ae) ane eF = [ ae pit+®) apy, 
; 








[k(F)] P (k) 
0 Oo 


Es gilt also 


t 
Satzl7. Fiirjede Anfangsalterszusammensetzung ist P* (t) = 1 — j p* (t)dt 
a) 0 





mit p* (t) = (2o4" dF (k). 


0 


*°) & (0) = O ist in der Tat stets eine médgliche Definition. 
*') Carathéodory, § 546, Satz 1. 

*?) In der Ausnahmemenge wird es etwa gleich Null gesetzt. 
**) Carathéodory, § 550, Satz 4. 

**) Carathéodory, § 554, Satz 7. 
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c) Das Grenzverhalten von p* (t). 
Bei endlichem Héchstalter ist p* (t) = 0 fiir t > w; lim p* (t) = 0 ist 
t=o 
also trivialerweise erfiillt. 


Bei unendlichem Héchstalter iiberzeugt man sich jedoch leicht, daB 
p* (t) nicht immer zu konvergieren braucht, auch wenn dies p (t) tut. Wir 
wollen uns hier mit der Angabe des folgenden Kriteriums begniigen: 





Satz 18. Hinreichend fiir lim | ota dF (k) =0 ist die Existenz einer 
t=o, 


0 
monoton nichtstergenden gegen Null konvergenten Majoranten x (t) fiir p (t) mit 





bet passendem t = 0 konvergentem | aa dF (k). 
0 
a(k +r) 


Pi dF (k) <e 





Beweis. Es sei B so groB, daB nach Voraussetzung | 


B 
ausfallt, und 7’ so groB, daB 2(T) < ¢: F,(B) wird; dann ist fiir t > max (T’, r) 


oo B 








p (t+k) a(t +k) [ x(t +k) 
[2s arm < | Pa Fk) + | pa aF Oy 
0 0 B 


oe 


< x(T)F,(B) + [Saar <2e. 





B 
Aus Satz 18 folgern wir insbesondere 


Satz 18a. Es ist lim p* (t) = 0, wenn eine der folgenden Bedingungen 
erfiillt ist: Pe 


a) (x) ist beschrankt, 
b) F; (@) ist endlich und lim p(t) = 0, 


t=o 


c) p(t) ist von einem gewissen t an monoton nichtsteigend, 
"Beweis. 


Zu a): Mit 2 (t) = P (t)- max u(t) und t = 0 ist Satz 18 anwendbar; 


zu b): fiir jedes beschrinkte x (t) ist { 2) dF (k) = [z@aF, (k) 
; 0 


konvergent; 0 


oo 


zu c): wegen 5 p* (t) dt = P* (0) = 1 ist p* (t) fiir fast alle ¢ endlich. 
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{25 +k) 


Sei also p* (t) = Pw dF (k) endlich, so erfiillt mit diesem t jedes x (¢) 


0 
die Voraussetzungen des Satzes 18, wenn es von einem gewissen f an mit p (t) 


identisch ist. 
Ein einfaches Beispiel mit /,() = ©. wo trotzdem bei jeder Absterbe- 
ordnung lim p* (t) = 0 gilt. zeigt F,(k) = =, das als Geburtenfunktion zu 
aie : 
der Altersgliederung F (k) = Z P (t) dt gehért. In der Tat ist hier namlich 
° 7 


p* (t) = : | p(t+hj)dk = —- P(t), so dab im p* (t) = lim P(t) = 0 wird. 


(= oo 


§ 8. 
Nachweis der wahrscheinlichkeitstheoretischen Stabilisierung. 


GemaB den Ausfiihrungen des § 3 findet wahrscheinlichkeitstheoretische 
Stabilisierung statt, wenn 


t 
2) P (k) y(t — A dk + YW & — PY? (¢) 
8? (t) 0 


@ (t)? YW? (t) 





t 
fiir t-» © den Grenzwert 0 annimmt. Dabei ist ¥ (t) = { y(t)dt mit 


0 


y(t) = =+p(t)+ z(t) bei iim z (t) = 0 zu setzen. Um iiber 'Y (t) nahere 


pee: beziiglich des Verhaltens fiir groBe ¢ zu bekommen, die iiber die 


mittlere Konvergenz wesentlich hinausgehen. ist es vor allem nétig, das Ver- 
t 


halten von fz@ dt zu untersuchen. Dabei werden wir in der gleichen Art 
0 


vorgehen kénnen wie friiher bei der Betrachtung des + (t). Wir wollen daher 
kurz die Voraussetzungen zusammenfassen, die uns gestatteten. Aussagen 
iiber r (¢) zu machen: 


Es sei | (x) eine stetige Funktion mit der in der unteren Halbebene regu- 
laren Transformierten A/(z) = A(& — 1a) = 4(&,a) = 4, — the, die bei 
a-—» +0 in jedem & = 0 nicht enthaltenden Intervall gleichmaBig einer 

+ 2 


Grenzfunktion 7 (&,0) zustrebt. Es sei f |2(&,a)| dé fiir a > 0 konvergent; 


+ oo 


{ |4(€.a)\ d& sei sogar gleichmaBig in a fiir ein endliches a-Intervall 0 < a < ap- 
21 
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konvergent. Weiter sei 22(&,a)-£ fiir eine gewisse (£,a)-Umgebung von 
(+ 0, + 0) beschrankt. Dann ist 


l(z) =, (x) +1.(x) mit 
d 





l, (z) = 4 Ao (&, 0) sin Exdé& bei beliebigem, festem 4 
fr) 


(63) 


0. 





und lim /, (z) 


z= ‘ 
Wenden wir diese Schlu8weise auf | (x) = | zy (t)dt an. Zunichst ist 
0 


einmal 7 (t) = r(t) — = und hat damit eine in der unteren Halbebene regulire 


Transformierte, da dies fiir r (t) und jede Konstante zutrifft. Fiir die stetige 
t 


Funktion /(z) = (ye) adt ergibt sich dann die -gleichfalls in der unteren 


v 
Halbebene regulire Transformierte 


A(z) =- 
oder gemaB (31) 


" b? (z) 1 
(64) A(z) = iz(1—b(z)) * z-2* 


oder mit Hilfe von (44) nach kurzer Rechnung 


Ts B intbey is’ 


(65) A(z) = _ 1+) , 1 2-Be) 1 


Ersichtlich geht 2 (€, a) bei a — + 0 in jedem & = 0 ni! ht enthaltenden 
Intervail tatsichlich gleichmaBig in eine Grenzfunktion uber. Aus (64) 
schlieBen wir weiter auf Grund der friitheren Uberlegungen, da8 { (A(€,a)\dé 

+ c 1 
fiir ein a-Intervall 0 < a < ap gleichmaBig und daB { \A(&,a)\ dé beia>O 


iiberhaupt konvergent ist. Beim Nachweis der Beschranktheit von 22(é, a) - £ 
fiir eine Umgebung von § = a = + 0 braucht der erste Summand von (65) 


+ 


nicht beriicksichtigt zu werden, da sowohl 1 + 6 (z) als auch r fiir alle z der 


unteren Halbebene und der reellen Achse beschrinkt sind. 


= 


Wir setzen nun wieder | Pwae = Q(z), dann hat Q(x) die in der 
unteren Halbebene sicher regulire Transformierte 


SO - 86 ., §=28 


iz iz 


C(z) = 
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Es ist daher wegen (44) 


#—B(z) izC(z) Cz) 
(66) 1—b(e)  izBiz)~ Biz)’ 





Es ist daher noch die Beschranktheit von 


(f Ci) C,B,+0,B, & B,C,—B,C, a 


r(E,a) = — Imag \75° Be) ~~ B+ BY Pre + Bt By Pte 





zu untersuchen, wobei C (z) = C,(&,a) — 1C2(&, a) gesetzt wurde. 

Unter den bisher von uns gemachten Annahmen wird nun rf (é, a) im 
allgemeinen in der Umgebung von (+ 0, + 0) nicht beschrinkt sein. Es ist 
namlich 


— 25,+5R: _o ._ Fi — 
(67) t (&, 0) — Bi +B} Cae C; B+ B} + C, B} +B} 
Sei nun etwa P(t) = er , So ist Y(t) = fea und damit 


sin &z 


Tp 2 2 





lim Ai€.a) = 0,(6, +0) = | Faz und (C,(é, +0) = 
0 


ipsa, Q 


Wir erkennen C,(é,0) und C,(é, 0) fiir diesen Fall als Lommelsche Funk- 
tionen, fiir die die aquivalenten Formeln 


oo 


f ef t e~ ** 
C, (€,0) = zdx und C,(é,0) =| Fae 
0 


i+2 iva 
0 
unmittelbar zeigen, daB lim C, (&,0)’-= + @ und lim C,(é,0) = = ist. 
f= +0 i= +0 


(67) lehrt dann, daB rt (&,0) in der Umgebung von § = 0 nicht sellitietn 
bleibt. 


Wir wollen daher an die Absterbeordnung noch die Forderung stellen, 


da8 fQ(2)dx konvergiert. Dann ist C (é,a) eine beschrinkte Funktion, 
6 
so daB in der Tat &-A(&,a) bei (+ 0, + 0) beschrankt bleibt. 
Da nun der negative Imaginarteil von — t+ HES ton Wert =taaleo 
hat, erhalten wir schlieBlich aus (63) mit (65), (66) und (67) 
z é 


CB H 
(2) = [zwar je =([- Lb + 5.) EE ae + 21 (2), 
0 0 





wo lim 7; (x) = 0 ist. 


=m 
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Wir schlieBen hieraus genau so wie oben im § 6 bei der Betrachtung von 
r (t), daB 1 (x) im Mittel gegen 


, 1 B,C, +B,C,) _ C, (0) 
jim [-1-h +3 “so ] = - 2+ 


strebt. Setzen wir z2 = [ 2 p(x)dz, so ist C,(0) = | Q(z) dz = >. Es 


i) an i) 
strebt also | (x) im Mittel gegen — 2 + a 


Wird zus%tzlich die Konvergenz von J Qa) Inzdz vorausgesetzt, so 
é 


gilt das Grenzverhalten nicht nur im Mittel, sondern — wie wir ebenso wie 
oben bei r (x) zeigen kénnen — sogar exakt. 


Unter Beachtung von fp (x) dz = 1 und y(t) = - + p(t) + z(t) folgt 
6 
damit der 


cs) z 


Satz 19. Ist x* p (x) dx konvergent, so strebt | [ vo -- = |a im Mittel 
0 





2 
22? 


oo z 
4 1 
gegen —1+ ; st \# In zp (x) dx konvergent, so strebt | lv (t) — 3 | 
0 
exakt gegen diesen Wert. 


Beispiel. Es sei p(x) = xe~*; dann ist y (z) = 4 — 4e~ **, = 2, 
a? = 6. Also ist y (x) 7° 


= + =— Fe? und daraus { { y(2)—4] dz = _" 
F ; 


die we — 14 Be 14-8 K 
2 Zz ~ 


Cod 


co 


Nehmen wir nun in der Tat an, daB { 2p (x) da konvergiert, dann gilt 
0 


zunachst nach Satz 12 


y(t) = S+PW+x) mit ha z(t) =0 


und nach Satz 19 
t 
v0 = | vibyak = 


vu 


x 


Eo 


RI] = 


+e+y(t) mt c=—1+ 
; t 


1 
und lim ry (k)dk = 0. 
t=co 
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Bilden wir jetzt die Faltung j Y (k) yp (t — k) dk, so treten dabei die folgenden 
Glieder auf: 


hn) = [er @— Hak = 41-3, 
t t 

he () = [hy ¢—k)dk = (0 — 1) + Jy Wak + 2 — QW, 
0 


hs (t) =Jy@re—hak = y(t) — J Pt bz ak + 


; { Pa—kp@ar + P(t)-c, 
PO Ee 
Ersetzen wir eine Funktion, die mit wachsendem ¢ gegen Null strebt, durch 
das Symbol o (1), so ist unter Beachtung von (10) ersichtlich 
h(t) = t —%+0(I), 
+ hy (t) =e —1 +0(1), 
hz (t) r) + 0(1) 


1—c—P 
+r) =F [xa ptate iO = on), 


0 
so daB wir fiir s* Le gema8 (23) nach kurzer Rechnung erhalten 





(68) s(t) = =-[2¢ +1—2y() —% O 4 95h + o()]. 
Andererseits ist 
t 
(69) Y(t) ==. +0 (1), 
so daB wir erhalten 
a(t)  —f2e+1 y (t) ach —h ) 
(70) Fw =? ‘Mii: in + 22 “a +o(1)}. 





Nun ist 
t 


t 
Pat = Efe ans $f P| lem 
0 


0 








und damit wegen wth) =o0(1) und 7 (k) = o(1) auch =f =o0(l). Es ist 
also nach (70) -_ 
& 


Fw ~ o(1), 
womit die wahrscheinlichkeitstheoretische Stabilisierung nachgewiesen ist. 
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Wenn y (¢) sogar exakt gegen Null geht wie im Falle der Konvergenz 


von { z? ln x p (x) dz, so ist ersichtlich sogar + hg (t) = (1), und wir erhalten 


4 
aus (68) und (69) 


2 (¢ a — Zz 
ri =2e+1+40(1) = =S* +01). 


Wir fassen zusammen zu 


Satz 20. Ist J az? p (x) dx konvergent, so ist wahrscheinlichkeitstheoretische 
Stabilisverung vorhanden. 








I st fa In z p (x) dx konvergent, so ist ra = = + o(l1). 


0 
Es geht dann also der Quotient aus Streuung und Erwartungswert gegen 
Cc 


Null wie 7 bei C = V= = -. 
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Zur Darstellungstheorie der Raumgruppen’*). 
Von 


Georg Wintgen in Leipzig. 





Eine Raumgruppe ist eine anenduche diskrete Gruppe von euklidischen 
Bewegungen und Umlegungen des dreidimensionalen Raumes, welche keinen 
Punkt und keine Gerade oder Ebene invariant la8t. Es gibt 230 verschiedene, 
d.h. nicht affin ineinander transformierbare Raumgruppen. Die in einer 
Raumgruppe © enthaltenen Translationen bilden einen Abelschen Normal- 
teiler I’, der von drei linear unabhingigen Translationen erzeugt wird, also 
die Struktur Coo9 hat. Die Faktorgruppe § = G/T ist jeweils eine von 18 ver- 
schiedenen endlichen Gruppen. © ist eine Erweiterung von Co99 mit §, man 
kann also die Elemente von § als Automorphismen von Cpoo9 auffassen. So 
kommt man zu einer ganzzahligen unimodularen Darstellung von § durch 
dreireihige Matrizes. Diese Darstellung definiert die zu © gehorige arithmetische 
Kristallklasse [2] [6]**). Es gibt 73 arithmetische Kristallklassen, wenn man 
zwei Darstellungen, 4ie sich ganzzahlig unimodular ineinander transformieren 
lassen, als nicht verschieden ansieht. Wendet man J’ auf einen festen Punkt 0 
des Raumes an, so erhilt man ein dreidimensionales Gitter. Zerlegt man jede 
Bewegung oder Umlegung aus © in eine Translation und in eine Drehung 
oder Umlegung mit dem festen Punkt 0, so bilden die rotativen Bestandteile 
fiir sich eine Gruppe, die zu G gehérige Punktgruppe, die zu § isomorph ist. 
Wahit man die Gittervektoren als Koordinatenvektoren, so werden die Ele- 
mente der Punktgruppe unimodulare ganzzahlige lineare Vektortransforma- 
tionen, und man kommt so zu einer Darstellung von § durch dreireihige 
Matrizes, die mit der obigen genau iibereinstimmt (vgl. v. d. Waerden [1]). 

Im folgenden sollen nun alle beschrinkten irreduziblen Darstellungen der 
230 Raumgruppen aufgestellt werden, aus denen sich nach einem Satz von 
J. von Neumann alle iibrigen beschrinkten Darstellungen zusammensetzen. 


In § 1 werden wir zeigen, da8 sich bei passender Wahl der Basisvektoren 
im Darstellungsraum alle beschrankten Darstellungen von © auf eine ganz 
bestimmte, im wesentlichen nur von der arithmetischen Kristallklasse ab- 
hingige Form reduzieren. Dann zeigen wir in § 2, daB jedes System von 
Matrizes, das man in dieser Form ansetzt, auch wirklich eine Darstellung 

*) D15. Diese Arbeit wurde von der philosophischen Fakultaét der Universitat 
Leipzig als Dissertation angenommen. 

**) FuBnoten beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am Ende der Arbeit. 
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von © liefert. In § 3 suchen wir unter den so erhaltenen Darstellungen die 
irreduziblen und die untereinander inaquivalenten aus. In § 4 geben wir eine 
gruppentheoretische, in §5 eine geometrische Ubersicht iiber diese Dar- 
stellungen, in § 6 endlich eine Zusammenstellung der arithmetischen Kristall- 
klassen und ein Beispiel. 

In der Basiswahl folgen wir F. Seitz [3], jedoch bedienen wir uns eines 
Kunstgriffes, durch den die Darstellungen zweier Raumgruppen <erselben 
arithmetischen Kristallklasse auf dieselbe Form gebracht werden. Sei, um 
dieses zu erlautern, R der Raum, in dem 6 eine beschrinkte Darstellung 
erfahrt, dann zerfallt R unter J’ in eindimensionale Teilraume {u} derart, daB 
firi cr ' 

tu = e **y — Jithu 
ist, wobei 1(¢) eine von « abhangige Linearform der Komponenten des Vektors 
ist. Wir greifen einen der Vektoren u heraus und wahlen nun die h Vektoren 


a,« als Basis, wobei die a, die h Elemente der Punktgruppe sind. Die {«,«} 
sind auch unter J’ invariant, wobei 
t(a,u) = A,(t) (a, u) = e **4 (a, 2) 

ist. Diese Wahl der Basisvektoren ist nun zunichst nur fiir eine solche 
Gruppe 6 méglich, die die Elemente der Punktgruppe unter ihren Elementen 
enthilt, also fiir die sogenannten symmorphen Raumgruppen der arithmetischen 
Kristallklassen [6]. Fiir die anderen Raumgruppen erreichen wir aber dasselbe 
durch den erwahnten Kunstgriff. Sei a,a, die euklidische Transformation 
aus ©, die entsteht, wenn man zunichst die Drehung oder Umlegung «, mit 
dem Fixpunkt 0 ausfiihrt und sodann die Translation a, , und sei im besonderen 
dieses Element a, «, ein Reprasentant der Restklasse nach I’, die dem Element «., 
der Punktgruppe entspricht, so betrachten wir zunachst den Vektor (a,«,) 1. 
Er spannt einen unter J" invarianten Teilraum von R aus und es sei 


t(a,a,u) = A, (t) (a@,0,%). 
Als »-ten.Basisvektor waihlen wir dann den Vektor 
A,(a,)~* (a,a,)u. 
Damit haben wir de facto dieselbe Basiswahl wie oben durchgefiihrt. 


Sei « ein Element der Punktgruppe und ¢ eine Translation, so liefert « 
auf ¢ angewandt eine neue Translation ¢t’, die wir mit 


& = ate} 


bezeichnen. Fiir zwei Elemente ta und s # aus © gilt das Multiplikationsgesetz: 


tasB = ta sa-tafp = ts“af. 


Unter Darstellung schlechthin verstehen wir im folgenden immer eine be- 
schrinkte Darstellung. 
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$1. 


Sei “(ta,) eine Darstellung von & in einem Darstellungsraum &, {t} ein 
unter J" invarianter Teilraum von &, ¢ eine Translation aus J” und sei 


(1) tu = A(t)u = tO y 
(2) L(t) = , M, + Ne Ge + 3 Hs, 


wobei die g, modulo | bestimmte reelle Zahlen und die n, die Gitterkoordinaten 
von ¢ seien. Sei ferner A die Ordnung von § und a,«, ein Repriisentant der 
y-ten Restklasse nach J” (a,a,; = ¢ = Einselement von ©), so ist 


—1 


ta,a, = ata, = a,a,t* 
und folglich 
el 
(3) t[(a,a,)u] = A(t" )(a,a,)u. 
Demgema8 bilden wir die h Vektoren 
(4) u, =u, = A-*(a,)(a,0,)u, 
wobei 
anf 
(5) A,(t) = 2°" ). 


Satz 1. Diese h Vektoren u, (vy = 1,2...h) spannen einen n-dimen- 
sionalen Teilraum S von R auf (n < h), der unter G invariant ist. 

Beweis. tau, = tad, *(a,)a,a,u = 2’sa,a,u, wobei 2’ eine komplexe 
Zahl, s eine Translation aus J” und a,a, ein Restklassenreprisentant ist. 
Ziehen wir nun noch aus 2’ den Faktor 4 (a,) heraus, so erhalten wir 


tau, = A’ sAZ*(a,)a,a,u = A"su, = 2" u, cS. 

Es kann » < h sein, d. h. die A Vektoren u, brauchen nicht linear unab- 
hangig zu sein. Ferner sind die h Funktionen 4,(t) nicht immer alle von- 
einander verschieden. Es gilt aber 

Satz 2. Seien A,(t), Ag(t), ..., Ag(t) die d verschiedenen unter den Funk- 
tionen A,(t), dann sind die d Vektoren u,, ..., uq linear unabhiingig. 

Beweis. Gesetzt, schon c¢ linear unabhingige unter ihnen wiirden ge- 
niigen, um die iibrigen auszudriicken, so hitte man fiir vy > c 

“, = oy yy Uy- 
u=l 


Wenden wir nun links und rechts tc J’ an, so erhalten wir: 


Ay (t) ty = Exp Au (0) hye 


ul 


x H, yA, (t) Uy = y Hr Ay (t) Uy, 
ael 


usl 
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was der eindeutigen re He von #, als Linearkombination der linear 
unabhingigen «, (u = 1, 2 ... ¢) widerspricht. 

Wir konstruieren jetzt eine » Rosie fiir den Raum G, die auch fiir den Fall 
n <h brauchbar ist. Diejenigen unter den h Vektoren u,, die zum Eigenwert 
4, =A der Translationsgruppe gehéren, spannen einen din A, von S 
auf; s unter ihnen, #,;, ..., %,, seien eine Basis von A,, dann bilden wir zu 
jedem der d verschiedenen A, die s Vektoren 


(6) Mag = Ay (A * (Gey) %1 y (go = 1,2,..., 8). 


Satz 3. Die s Vektoren u,, (o = 1, 2, ..., 8, & fest) sind linear wnab- 
hiingig, sie spannen deshalb einen s-dimensionalen Teilraum A, von S auf. 
A, gehort zu 2,, d.h. er besteht aus lauter Eigenvektoren zum Eigenwert 2, (t). 


Beweis. Aus vie u,, = 0 folgt 


e #e@ 
Sut" loines Ou Mi, = (yey) Ay (@,) %,, 1, = 0 
e 
oder 
~ %, U1. = 0, 


da a,a, eine nicht singulére Transformation der Vektoren von S bedeutet 
und da 4>"(a,) + 0. Aus der linearen Unabhangigkeit der u,, folgt also 
die lineare Unabhingigkeit der u,, 

Um zu zeigen, daB A, = (4... as 
zeigen wir es fiir die Basisvektoren: 


., 4,90) zum Eigenwert 2,,(t) gehort, 
saith ~— «—? 
b tty, = tay (Gy) (Gy Oy) Mig = Ay (Gy) Qu tut” Uy 
-1 
=A," (a,) a, a, A(t" )u. = Ay (t) Uy o- 

Satz 4. Es ist © =A, +A_g+---+Ayg. S hat also die Dimension 
% = s-d, und die Vektoren u, , (u = 1,2,...,d,9 =1, 2,..., s) bilden eine 
Basis von S. 

Beweis. Wir zeigen, da jeder der h Vektoren u,, die S aufspannen, in 
einem der Raume 4, enthalten ist. Angenommen u, gehére zu /,,, dann gehort 
v = (a,a,)- 14, 

wegen 
-1 
tv = t(a,0,)-1u, = (aya,)-2teu, = (a,0,,)-24 [(e“u)"* ] u, = 2(Q0 
zu A; = A. Aber wv 1aBt sich in der Gestalt 
v = /'sa,u,u 
schreiben, wobei /’ eine komplexe Zahl, s eine Translation aus J’ und a,«, ein 
Restklassenreprisentant ist. Da v zu A, gehért, so gehért auch 


A(az*)a,a,u = 4, 
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zu A,, woraus sich ergibt, daB dieser Vektor und somit auch v selbst zu A, 
gehért; das bedeutet aber, daB v eine Linearkombination der u, . ist: 
v = (6,0,)-u, = 2 xu, 
@ 
also: 
“, = “ % (Gy ay) %y 9 = 2 Mine cA,, q.e.d. 

Damit ist eine Zerlegung von R in Riume S der Dimension » < h durch- 
gefiihrt. Wir studieren nun die Darstellung, die © in GS erfiahrt. Es gilt: 


Satz 5. Die Rawme A, werden durch die Elemente aa von © lediglich 


permutiert, wobei die Permutation nur von «, also nur von der Restklasse nach I" 
abhingt. 


Beweis. Wir zeigen zunichst, da8 in S jeder Kigenvektor einer Trans- 
lation aus © in einem der Réume A, enthalten ist. Sei 


tv = Av, 


so zerlegen wir v in Komponenten nach den einzelnen Raumen und es ergibt 
sich links: 


tv=t 2 Mu? =JZ x, tv = 2 uur 
rechts: 
a da 
Avo = tah = 2 A Uy 


Wegen der Verschiedenheit der 4,, konnen diese Summen nur dann gleich sein, 
wenn sie sich auf einen Summanden reduzieren, wenn also 


Av = %, dv, 


gilt oder 


v= x,v,CA,. 


Ist nun v ein Vektor aus A, , also ein Eigenvektor der Translationsgruppe 
zum Eigenwert /,(t), so ist auch aav ein Eigenvektor, der wegen 


t(aav) = aat® vy = aad, (t* ')e = Ato aav 
zum nur von « und « abhangigen Kigenwert 
(7) A,(t®") = ap y(t) = 4,(0) 


gehért. Nach dem obigen ist dieser einer der d verschiedenen Eigenwerte hy 
und man erkennt, da8 alle Vektoren v aus A, durch aa in denselben nur von 
# und « abhangigen Raum A, |, transformiert werden. up >v = P,(u) 
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definiert die « zugeordnete Permutation der Raume /,. Satz 5 ist hiermit 
bewiesen. 
Wir kénnen nun ansetzen: 


(8) tau, = A,(t) Xu, DY (a) (» = P,(x)). 


Damit haben wir s-reihige Matrizes D"(a) = (Df, («)) definiert, die nur von « 
abhangen; denn fiir ¢’ cI gilt: 
U (tau, ,) = A(t) 2 A,()u,, De (a) = A(et’) Su,, De, (a) 


und die Translation ¢’t (dieSumme von ¢’ und t !) durchlauft alle Translationen 
von J’. Sind umgekehrt die D“(«), die Permutationen P,(u) und die A,(t) 
bekannt, so ist durch (8) die Darstellung von © bestimmt. Sei z. B. die Anzahl d 
der Raume A, gleich drei und sei P, = (123), so wird das Element ta gemaB 


(8) durch die Matrix 

0 0 Ay (t) D® («) 
(9) ta |[ie (t) D*(@) 0 0 

0 As (t) D*(a)| 0 


dargestellt. Wir beachten, daB die 4, den Zeilenindex v, die D“ den Spalten- 
index yw tragen. 

Wir wollen jetzt die P,(u) und die D“(«) genauer betrachten. Zu diesem 
Zwecke kénnen wir von den Translationen absehen und unser Augenmerk auf 
die zu der Darstellung (8) von & gehérige Darstellung von § richten, die durch 


(10) au, = 2 u,,De,(«) (P.(“) = ») 








definiert ist. Wir miissen noch beweisen, daB dies wirklich eine Darstellung 
von § ist. Dies ist dann und nur dann der Fall, wenn dem Produkt zweier 
Elemente £8 und « aus § mit (10) und 


(11) Bu,, _ ee) (Pp(r) <4 x) 


das Produkt der zugeordneten Jinearen Transformationen entspricht, wenn 

also gilt: 

(12) (Ba) u,,, = 2X u,,D;,(B) Det, (a). 

Dies sieht man aber nach kurzer Rechnung ein: Sei (11) entsprechend 
sBu,, = 4,(s) 2 u,,D’,(B) (P3(r) =), © 

so ist 


splau,,,, ~ sB2,(t) Xu, D%,(a) 1 4,8) A, (t) a2 u,,Di,,(B) Dt,(@). 
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Nun ist aber 
sBta = st* Ba 
und, wie aus zweimaliger Anwendung von (7) folgt, 
1,(8)2,(t) = 4,(8* "t) = 4, ((st*?*) = 4, (st’). 

Also haben wir 
(13) st Bau,, = A,(s) 2X u, Di, (ByD2,(a). 
Sieht man jetzt von der Translation ab, so kommt man genau zu (12), q. e. d. 


Wir betrachten also jetzt diese Darstellung (10) von §. Wir ersetzen 
in (10) a durch fa und erhalten: 


Der Vergleich mit (12) ergibt: 
(14) P,.(u) = P,(P.(u)) 
(15) D* (Ba) = D?e(B)D* (a). 


(14) bedeutet, daB die Zuordnung « — P,(u) eine Darstellung von § durch 
eine Permutationsgruppe ist, (15) wird dazu dienen, die Matrizes D“(«) zu 
berechnen. 

Diejenigen Elemente 6 von §, die A, invariant lassen, fiir die also 
P,(1) = 1 gilt, bilden eine Untergruppe & von $ vom Index d und die Matrizes 
D)(g) = D(8) bilden eine Darstellung von & in A. 

Wir werden nun zeigen, da8 durch Angabe von & und D(f) fiir B c K die 
Darstellung von § eindeutig bestimmt ist; dabei wird sich herausstellen, daB 
die D“(«) nur eine Wiederholung der D(f) sind, daB es also zu jedem D"(«) 
ein 6 so gibt, daB D(f) = D" (a). Zuerst zeigen wir: 

Satz 6. Die Darstellung von § durch die Gruppe der Permutationen 


P..(u) der Réume A,, ist durch die Angabe der Untergruppe & von $ eindeutig 
bestimmt. 


Beweis. Der Satz beruht auf der leicht zu erweisenden Transitivitat 


der Permutationsgruppe, wir zeigen ihn durch Rechnung. Aus (6) folgt, wenn 
man von der Translation absieht: 


(16) & th, = U,, (u = 1,2,...d). 
Dies. bedeutet 
a,Ay = as 
also 
Pa, (1) = pH. 


Da nun fiir BCS 
BA, = A;, 
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so ist a, der Komplex der Elemente von §, die A, in A , transformieren. 
Die «,, & bilden also die d Linksnebenklassen zu & in §. Nun werden aber die 
Raume A, durch ein Element « von § genau so permutiert, wie die «, & bei 
Linksmultiplikation mit «. Sei nimlich 
aa, RK = a,K, 
also 
aa, =a,8 mit PCR, 
so ist 
aA, =aa,A,; =4,BA,; =4,A; =A,. 

Da nun die Zerspaltung von § in Linksnebenklassen von S (bis auf die Reihen- 
folge) eindeutig ist, so folgt die behauptete Eindeutigkeit der Permutations- 
darstellung. 

Berechnung der D" (a). Der Vergleich von (16) mit (10) liefert zuniachst 


(17). Di(a,) = I, 

wobei J die s-reihige Einheitsmatrix ist. Ersetzen wir jetzt in (15) 8 durch «, 
« durch «, und « durch 1, wobei P,(«) = P,() =m wird, so erhalten 
wir bei Beachtung von (17) 

(18) D(aa,) = D’(aa,) = D*(a). 

Damit haben wir die D“(«) durch die D (a) = D'(a) ausgedriickt. Wenden 


wir dies auf (15) an, so erhalten wir, wenn wir noch a und f vertauschen, 


(19) D(aBa,) = D (aap, uD (Ba,). 
Setzen wir zur Abkiirzung 

(20) X pac = %e 

und beachten wir, daB a, = ¢, so ergibt sich fir « = 1 
(21) D(a) = D(aa,) Dip). 

Da P,(1) = 1 fiir BC 8, so gilt insbesondere 

(22) D(ap) = D(«)D(B) [8B C8, « beliebig!]. 


Da sich nun jedes Klement « von § eindeutig in der Form a, 8 mit Bc R 
darstellen la8t, so bestimmen sich simtliche D (a) aus den D(f) mit BCR 
vermoge 

(23) D(a) = D(«,b) = D(B) [« =a, 8}. 

Bei passender Basiswahl im Raume S wird die Darstellung von § auf die nur 
von & und D (f) abhiangige Form (10) gebracht, die demnach durch die innere 
Struktur von § allein bedingt ist, nicht durch die Lagerung von § inner- 
halb 6. 
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Aber auch die Darstellung (8) von © ist damit bestimmt, wenn man 
noch die Funktionen /,(¢) kennt. Diese leiten sich nach (5) aus einer einzigen 
von ihnen ab, namlich aus 

21 ie ny 
(24) A®=Ae |} = Ft, 9 
A(t) ist charakterisiert durch einen Vektor gy, den wir uns modulo 1 reduziert 
denken kénnen, so daB die , positive reelle Zahlen < 1 sind. Der Vektor 
wird durch die Elemente « von § kontragredient zu den Translationen trans- 
formiert. Wir behaupten nun 


Satz 7. Der Vektor o ist unter den Elementen B von & kontragredient 
invariant modulo 1. 
Beweis. Es ist 
(25) A(t) = ae") fir BCR, 
also gilt 
(y, t) = (9, *) modulo 1, 


oder, wenn wir die Transponierte von f-! mit (8-1)’ bezeichnen: 


(@, t) =(~® “”,t) modulo 1. 
Dies gilt fiir alle t, woraus folgt 
(26) e=¢* ” modulo 1. 
Als Ergebnis unserer bisherigen Untersuchung erhalten wir: 


Satz 8. Zu jeder Darstellung von © in S (und in solche zerpillt nach 
Satz 3 jede Darstellung von ©) gehort ein reeller, modulo 1 bestimmter Vektor p 
und eine Darstellung D(B) derjenigen Untergruppe R von §, die den Vektor p 
modulo 1 kontragredient invariant lift. Bei geeigneter Basiswahl in S lapt 
sich die Darstellung von © auf die Form S 


(8) taw,, = 2,(t)Xu,, DY (a), (P.(s) = ») 


bringen, wobei die D®,(a) und P,(s) durch , D(8) und die Struktur von §, 
die 7,(t) durch g und die arithmetische Kristallklasse von © bestimmt sind, 
das hei®t dadurch, wie § auf die Translationsgruppe I" wirkt. 


§ 2. 

Wir zeigen jetzt, daB jeder Ausdruck, der in der Form (8) angesetzt 
wird, auch umgekehrt eine Darstellung von & liefert. Genauer bedeutet dies 
folgendes: Wir gehen aus von einem belieoigen Vektor mit reellen Kom- 
ponenten, der durch die Elemente von § kontragredient zu den Translationen 
von J” transformiert wird. & sei die Untergruppe derjenigen Elemente £ 
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von §, die g modulo 1 kontragredient invariant lassen (R kann auch mit § 
identisch sein oder auch nur aus dem Einselement e bestehen). D() sei endlich 
eine beliebige s-dimensionale Darstellung von R. K habe den Index d. Wir 
zerlegen § nach & in die Linksnebenklassen a, (a; = «), die bei Links- 
multiplikation mit « eine Permutation P, (1) erfahren. Aus » bilden wir nun 
die Funktion 
(24) Z(0) —_ e2 7ig.) 
und daraus die Funktionen 
=} 

2,(t) = a ). 

Fiir sie gilt die Formel (7); denn sei P,() = v, alsoaa, = a,K, so hat man 
-3 
hp, w(t) = 2(t"* ). 

Andererseits ist 


_ (a —} e~! i. nitive e* 
(pe ') = (pt y= (gf Po") = (Ges 


wegen der kontragredienten Invarianz von ¢ ist aber 


=< 1 
(pi "¥, 0 ) == (g, °° ) mod. 1, 
und deshalb folgt 


(7) Ap — i, ge. 


Wir bilden sodann mit Hilfe der D(8) (8 c &) die s-reihigen Matrizes (D*,, («)) 


fiir alle « c §, indem wir setzen: 


(23) D(«,8) = D(p) 

und 

(18) D" (a) = D(ae,). 

SchlieBlich definieren wir zu ta aus © eine lineare Transformation eines 
Vektorraumes S = (u,,) (« = 1, 2,...,d, 9 =1, 2..., 8) durch 

(8) tau, = A, (t) Ps u,, Di, (a) (P.(u) =») 


und zeigen, daB dies eine Darstellung von © ist, daB also fiir zwei Elemente sf 
und ta aus © gilt: 


(sBla)u,,, = sB(tau,,,). 
Sei P,(v) = x, dann haben wir 
sB(tau, ,) = A,(s)A,(t) & 2 u,,,D’,,(B) Dt (a). 
Andererseits ist pian 


sBta = st*Ba 
und 


P,(u) = Py(P,(u)) = Pelv) = *, 


Zur Darstellungstheorie der Raumgruppen. 


S 


also 


(sB ta)u,,, = 4,(80*) X u,,D% (Ba). 
Da aber, wie auf 8. 201 durch Anwendung von (7) gezeigt wurde, 
A,(st*) = 2,(s)4,(0) 


ist, so bleibt uns nur noch zu zeigen, daB 


(15) D* (Ba) = D¥a (8) D* (a) 
ist. Dies kann man aber nach (18) schreiben: 

(19) D(«Ba.,) = D(10.p,y))D (Bay). 
Wir haben also zu zeigen, da dies eine Folge von 
(23) D(a,,B) = D(B) 

1st. 


Sei « ein beliebiges Element aus §, 8 und y Elemente aus &, dann folgt 
aus (23) 


D(ap) = D(a,yB) = D(a,(yB)) = D(yB) = Diy) D(A) 


aber 
D(a) = D(a,y) = Dy). 
Es ist also 
(22) D(aB) = D(a) D(B) [B CR, « beliebig]} 


eine Folgerung von (23). 
Sei jetzt « = «,8 und 6 = «,y, so ist 
D(ad) = D(a,Ba,y) = D(a,Ba,) Diy) = D(a, Bx,,) D(a, 7). 


Es ist aber, wenn wir wieder zur Abkiirzung 


\ 
Xp, qd) = ay 
setzen, 
= “p,m - “P_ = ,- 


Also folgt aus (22) die Forme] (21) fiir 8 = 6 
D (a6) ap? D(a, a5) D(a,,7) — D (a5) D(6). 
Hieraus folgt endlich, wenn wir 6 = Ba, setzen: 
D(afa,) = Dlaxp,, «))D(Ba,) = D(aapyy)D (Ba) 


Dies ist aber Gleichung (19), aus der folgt, daB (8) wirklich eine Darstellung 
von © liefert. 
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§ 3. 


Wir suchen unter den so erhaltenen Darstellungen von @ die irreduziblen 
und die inéquivalenten. Es gilt zunichst 


Satz 9. Dann und nur dann, wenn die Darstellung D(B) von & irreduzibel 
ist, ist auch die zugehdrige Darstellung (8) von © irreduzibel. 


Beweis. Zerfallt die Darstellung D(f), so zerfallt auch die Darstellung 
von ©, wie man sofort einsieht, wenn man die Matrix (9) betrachtet und daran 
denkt, daB in den einzelnen Kiastchen lauter Matrizes D (f) stehen. 


Sei nun umgekehrt D(A) irreduzibel, dann zeigen wir, daB die Darstellung 
von © in G irreduzibel ist, daB also eine Matrix A, die mit den Darstellungs- 
matrizes D(t«) vertauschbar ist, von der Form A I ist, wobei A eine komplexe 
Zahl und J die Einheitsmatrix ist. Zunichst muB A mit den Matrizes, die I” 
zugeordnet sind, vertauschbar sein, diese sind aber von der Form 


a, I 
6(t) = Ap I 


Agl 


wobei die A, alle verschieden sind. A hat also die Form 


Ay 


Wir behaupten ferner, da8 alle A, einander gleich sind. Da namlich D(a,) = /, 


so haben wir 
0 
O(a,a,) = | A, (a) 10-+-0 , 
0 
0 0 


O(a, 0,4 = | A,(a,)4,0---0], AP(a,a,) = 14,2) 4,0---0]. 


0 0 
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Aus der Vertauschbarkeit von A mit #(a,«,) folgt also A; = A,. SchlieBlich 
zeigen wir noch, daB A, von der Form / I ist; sei nimlich # C§, so ist 


A, (b) D(B)---0 
(bp) = , 
0 

A, (6) D(B) A, ---0 
6(bp) A = 





A; (6) 4; D(B)---0 

: » Ads) = : , 

: eS 
A, mu8 also mit dem irreduziblen System der D(f) vertauschbar sein, hat 
also die Form A, = AI, q.e.d. 

Wir wissen jetzt, wie wir zu den irreduziblen Darstellungen von © ge- 
langen konnen. Wie finden wir nur die inaquivalenten unter ihnen? Betrachten 
wir zunachst eine Darstellung #(tx) in einem Raum G, der, wie wir wissen, 
unter I’ in die d Raume A, zerfallt. Jeder dieser Raume gehért zu einem 
Eigenwert /,(t) = e***%»®, also gehért zu jedem A, ein kontragredienter 
Vektor 


—1, 
(, 


+ 7 
y = 9, und damit auch A,, sind unter R = RK, invariant (wenn wir von 
den Translationen absehen). S erfaihrt in A, die Darstellung 6 > D(). 
A, und , sind aber invariant unter der zu & konjugierten Untergruppe 
KR, = «,RKa>* von §, die zu K isomorph ist und deshalb dieselben irreduziblen 
Darstellungen wie & besitzt. SK, erfaihrt in A, die Darstellung 


a, Ba? > D’(a,Ba>*) = D(a,Ba,*a,) = D(a,p) = D(A). 


Die d Vektoren ¢, sind alle verschieden. Man erhilt sie aus einem beliebigen 
unter ihnen, wenn man ihn mit Hilfe aller Elemente von § kontragredient 
transformiert. Wir kénnen nun ausgehend von ¢, eine Darstellung # (ta) 
von © in der Form (8) bilden, indem wir eine Darstellung von 8, wihlen, die 
der Darstellung D(f) von & aquivalent ist. Diese Darstellung #(t«) wird, 
so behaupten wir, der Darstellung #(t«) aquivalent sein.. Denn wir werden 
wieder genau d Riume A” erhalten, von denen einer zu y; = gy gehéren muB. 
Thn wird gerade die Untergruppe S, die zu &, isomorph ist, invariant lassen 
und in ihm eine zu D(f) aquivalente Darstellung erfahren. Durch gleich- 
zeitigen Basiswechsel in allen Raumen Aj, erreichen wir, daB & gerade die 
Darstellung D(f) erfahrt, und jetzt kénnen wir, wie im 1. Teil gezeigt wurde, 
die Darstellung auf die eindeutig- durch gy, R und D(8) bestimmte Form 
D(ta) bringen. 

Wir wollen jetzt die Vektoren gy, konjugiert in bezug auf § nennen und 
uns einen Bereich F des Einheitswiirfels vorstellen, derart, daB zu jedem 
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kontragredienten Vektor y ein in bezug auf § konjugierter ¢ in F liegt, daB 
es also zu py ein « C § gibt derart? dab 

yey =q modl mit gpcF 
und daB8 ferner in F keine zwei Vektoren konjugiert sind. Zu jedem p c F 
gibt es dann eine Untergruppe &,, c §, die + invariant laBt und endlich viele 
irreduzible Darstellungen von &,. Wir behaupten dann: 

Satz 10. Zu jedem  c F gibt es genau so viele irreduzible Darstellungen 
von G, als es irreduzible und iniquivalente Darstellungen von R, gibt. Alle 
diese Darstellungen zusammen bilden ein vollstindiges System Z von irreduziblen 
und indquivalenten Darstellungen von 6. 

Beweis. Wir haben bereits gezeigt, daB es zu jeder irreduziblen Dar- 
stellung von © eine dquivalente in J gibt. Gesetzt nun, in J seien zwei ver- 
schiedene dquivalente Darstellungen # und @ von G, die zu den Vektoren y 
und @ gehéren sollen. Dann zerfallen die Darstellungsriume y und y unter J" 
in invariante Teilraume A, und A,, die in irgendeiner Reihenfolge in bezug 
auf J" einander operatorisomorph sein miissen. Zu A, sei etwa A, operator- 
isomorph, was bedeutet, daB A, und A, zum selben Eigenwert gehéren, also 

? = ¥1= 9, (modulo 1). 
Nun ist 9 zu @, konjugiert. Also sind auch g und @ einander konjugiert, was 
nach der Konstruktion von F nur méglich ist, wenn g = @. A, und A, sind 
also invariant unter derselben Untergruppe 8. Da nun /, und A, dquivalent 
sind, so erfahrt auch & in A, und A, dquivalente Darstellungen. £ enthilt 
aber zu jedem ¢ und & nur so viele Darstellungen, als es irreduzible und in- 


aquivalente Darstellungen von & gibt. # und # kénnen also im Widerspruch 
zur Voraussetzung nicht zwei verschiedene Darstellungen sein. 


§ 4. 

In der Darstellungstheorie der endlichen Gruppen erhalten wir eine 
Ubersicht iiber alle irreduziblen Darstellungen durch den Satz, daB jede 
irreduzible Darstellung vom Grade » genau m-mal in der reguliren Dar- 
stellung enthalten ist. Die regulire Darstellung einer endlichen Gruppe § 
kann man erhalten, indem man den h Elementen «, von § die h Basisvektoren , 
eines Vektorraumes S zuordnet. Bei Linksmultiplikation mit einem Element a, 
von § erfahren die «, eine Permutation, und man ordnet dem Elemente a, die 
lineare Transformation von S zu, die der entsprechenden Permutation der «, 
entspricht. . 

_ Es gelingt nun, diesen Satz auf unsere Theorie der beschrankten Dar- 
stellungen der Raumgruppen zu iibertragen, indem wir zu jedem Vektor 
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die ,,reguléire Darstellung von G zum Vektor ¢“ definieren. Sie entsteht aus 
einer Erweiterung der reguliren Darstellung von § dadurch, d2% wir die 
Wirkung von I" auf die Basisvektoren u, festsetzen, und zwar gemaB den 
Gleichungen auf 8. 197. 
a! 

tu, = A.(t)u, = fattne® du. 
Die Wirkung eines beliebigen Elements von © auf die A Basisvektoren ist 
damit klar, und aus den friiheren Rechnungen geht hervor, daB wir es wirklich 
mit einer Darstellung von © zu tun haben. Unter der Zdhligkeit von p wollen 
wir den Index der Untergruppe &, von § verstehen. Ein Vektor, der nur 
unter ¢ invariant ist, ist also h-zihlig. Besitzt ein Vektor y in bezug auf § 
d konjugierte, so ist er d-zihlig. d ist ein Teiler von 4. Nachdem war diese 
Begriffe eingefiihrt haben, kénnen wir aussprechen: 


Satz 11. Jede irreduzible Darstellung vom Grade n von © zum Vektor 
der Zihligkeit d ist schon in der reguléren Darstellung von G zum Vektor .p 


enthalien, und zwar genau 5 -mal. 


Beweis. Sei ¢ invariant unter 8, dann enthilt der Raum der reguliren 


Darstellung einen unter J’ und & invarianten Teilraum A, der Dimension 2 


q’ 
in dem die Untergruppe & selbst die regulire Darstellung erfihrt. Diese 
zerfallt, wie wir wissen, in irreduzible Bestandteile derart, daB jede Darstellung 
von & so oft vorkommt, als ihr Grad betragt. Ein Blick auf die Matrix (9) 
von 8. 200 lehrt aber, daB dies eine Zerfallung von © in irreduzibie Bestand- 
teile bedeutet. Satz 10 lehrt uns, da8 wir auf diese Weise alle irreduziblen 
Darstellungen von © zum Vektor ¢ erhalten. Ist eine von ihnen n-dimensional, 
so entspricht ihr eine »/d-dimensionale irreduzible Darstellung von & in -1,, 
womit alles gezeigt ist. 


§ 5. 


Die Punktgruppe § von G laéBt das von I’ erzeugte Gitter invariant, das 
durch die Matrix y charakterisiert werden kann, die den Ubergang von Gitter- 
koordinaten zu kartesischen Koordinaten vollzieht. Die arithmetische Kristall- 
klasse C von 6 wird definiert durch die Darstellung von § in Gitterkoordinaten. 
Wir wollen nun die Elemente von §, die uns durch ihre Matrizes « in Gitter- 
koordinaten gegeben seien, auf das reziproke Gitter beziehen, das bekanntlich 
durch die Matrix y* = (y~)’ charakterisiert ist. Auf kartesische Koordinaten 
bezogen bilden die Elemente von § orthogonale Matrizes «,, fiir .die 


S fa = e 
ab = (a) = % 
Mathematische Annalen. 118. 14 
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gilt. Im reziproken Gitter werden sie also durch die Matrizes 


* 


y*lapy* = y*laty* = (ylory)* = a® 


dargestellt. Die «* sind ebenfalls unimodular und ganzzahlig und definieren 
die zu C reziproke arithmetische Kristallklasse C*. Da der Ubergang von C 
zu C* durch die lineare Transformation y*-!y = y'y geschieht, so gehéren 
C und C* immer zur selben geometrischen Kristallklasse. In 47 Fallen laBt 
sich der Ubergang aber auch ganzzahlig unimodular erreichen, dann sind die 
Klassen zu sich selbst reziprok. Die iibrigen 26 arithmetischen Kristallklassen 
bilden 13 zueinander reziproke Paare, wie man durch Rechnung feststellen 
kann. 

Sei jetzt G* die symmorphe Raumgruppe von C*, also die Raumgruppe, 
die von den Elementen von § selbst und von der Translationsgruppe /* des 
reziproken Gitters erzeugt wird, dann sehen wir, da8 der in § 3 definierte 
Bereich F eine anschauliche Deutung als Fundamentalbereich von ©* zulaBt. 
Wir deuten namlich die Koordinaten eines kontragredienten Vektors als 
die auf das reziproke Gitter bezogenen Koordinaten eines Punktes g. Dann 
entsprechen konjugierten Vektoren im Sinne des § 3 gerade unter (* kun- 
jugierte Punkte. Wir kénnen F als konvexes Polyeder im primitiven Parallel- 
epiped des reziproken Gitters annehmen. Mit «*¥ bezeichnen wir das Polyeder, 
in das F durch «* iibergeht, sowie alle Polyeder, die aus «*F durch Trans- 
lationen von J* entstehen. Dann fiillen die «*F den ganzen Raum liickenlos 
aus. F selbst ist von allen Seiten mit Polyedern «*F umgeben, die an seine 
Seitenflichen, Kanten und Ecken anstoBen. Wir kommen so zu einer an- 
schaulichen geometrischen Ubersicht iiber alle irreduziblen Darstellungen 
von &. 

Ein innerer Punkt von F wird auBer von ¢ von keinem weiteren Element 
aus § modulo /™* invariant gelassen. Er ist also h-zaihlig und zu ihm gehért 
eine einzige irreduzible Darstellung: die regulire Darstellung. Entsprechend 
den 3 Freiheitsgraden des inneren Punktes von F erhalten wir eine Schar von 
3 Darstellungen vom Grade h. 

Ein Punkt einer Seitenflache o von F, der nicht auf einer Kante liegt, 
gehért auBer F noch genau einem a*F an, jedoch kann er nur dann unter «* 
invariant sein, wenn «*F mit der Fliche a*o an o anstoBt. Ist dies der Fall, 
so bedeutet «* auf o angewandt (immer unter Vernachlissigung von Trans- 
lationen aus /*) entweder eine Drehung um den Mittelpunkt, eine Spiegelung 
an einer Symmetrieachse oder die Identitét. Es bleibt also entweder kein 
Punkt, ein einziger Punkt, eine Strecke oder das ganze Innere von o invariant, 
und zwar genau unter «* und e¢, also unter einer Untergruppe & der Ordnung 2 
von §. Entsprechend den zwei irreduziblen Darstellungen dieser Untergruppe 
erhalten wir also entweder gar keine Darstellung, genau 2 Darstellungen, 
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2 Scharen von oo} Darstellungen oder 2 Scharen von ©? Darstellungen vom 
Grade es fiir die invarianten inneren Punkte von o. Zu den iibrigen Punkten 
im Innern von o gehért die regulire Darstellung vom Grade h. 

Analoges gilt fiir die Punkte auf den Kanten von F, nur ist hier die Unter- 
gruppe S im allgemeinen komplizierter. Eine ausgezeichnete Rolle kénnen 
die Kantenmittelpunkte spielen. Zu ihnen und zu den Ecken von F gehéren 
einzelne Darstellungen, deren Form, Grad und Zahl sich aus den Unter- 
gruppen R von § ergibt, unter denen die Kantenmittelpunkte und Ecken 
festbleiben. 

Ein Punkt auf einer Kante K von F hangt von einem Parameter ab, des- 
halb gehéren zu ihm Scharen von oc! Darstellungen. La8t man nun den 
Parameter frei variieren, so wandert der Punkt auf eine Kante «*(@ des an F 
anstoBenden «*F, wobei durchaus nicht K = G sein muB. Wir wollen solche 
Kanten zusammengehorig nennen und analog von zusammengehdrigen Flichen 
sprechen. Die Darstellungen, die zu zusammengehérigen Kanten oder Flachen 
gehéren, lassen sich in eine Schar zusammenfassen, wenn man sich fiir diesen 
Fall nicht auf F streng beschriinkt. Dies ist wegen des engeren Anschlusses. 
an die bestehenden Berechnungen der Raumgruppen vorteilhaft. 

Bevor wir dies im folgenden Paragraphen noch durch ein Beispiel illu- 
strieren, sei abschlieBend bemerkt, daB die hier fiir dreidimensionale Raum- 
gruppen entwickelte Theorie auch fiir beliebige »-dimensionale Raumgruppen 
gilt. Die Siatze von § 1 bis 4 bleiben dariiber hinaus giiltig, wenn § eine 
beliebige endliche Gruppe, J eine Abelsche Gruppe der Struktur Coo . . .o 
und © eine Erweiterung von J" mit § ist. 


§ 6. 

Zur Berechnung der Darstellungen kann man sich der ,,[nternationalen 
Tabellen zur Bestimmung von Kristallstrukturen‘ [5] bedienen. Ein Hilfs- 
mittel bietet die algebraische Aufstellung der Raumgruppen in kartesischen 
Koordinaten von F. Seitz [4]. Die arithmetische Kristallklasse zu jeder vor- 
gegebenen Raumgruppe und die zugehérige symmorphe Raumgruppe findet 
man bei Niggli und Nowacki [6]. Die dieser Arbeit beigefiigte Tabelle | ge- 
stattet zu jeder arithmetischen Klasse die reziproke Klasse, die geometrische 
Klasse und ihre gruppentheoretische Struktur abzulesen, sowie die Klassen- 
gleichung, die Zahl und Grad ihrer irreduziblen Darstellungen angibt. Zur 
Erlauterung von Tabelle 1 betrachten wir etwa Zeile 10. Das Symbol 
C, (ade) bedeutet: Die arithmetischen Klassen C,,,,, C;,.5, C;,, (Bezeichnung 


Sve 
nach Niggli und Nowacki [6]) gehéren zur geometrischen Klasse C,,. C6 
und C,,, sind zueinander reziprok, wahrend C,,. zu sich selbst reziprok ist. 
14* 

‘ 
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Die geometrischen Klassen C,, und Ds haben die Struktur €? (€, bedeutet 
zyklische Gruppe der Ordnung v, €? dazugehérige Diedergruppe, 7 Tetraeder- 
gruppe, O Oktaedergruppe); gem&B der Klassengleichung besitzen die Klassen 
von Zeile 10 zwei eindimensionale und eine zweidimensionale Darstellung. 


Tabelle 1. Gruppentheoretische Struktur der Kristallklassen. 


























Nr. eae Pt mana Struktur Klassengleichung 

1 C; é 1.12 = l 
2) ¢, C, (=) Cy (xB) €, ,2-= 2 
3 | Cs (xd) €, 3-2 = 3 
4} C, (af) 8, (xf) €, 4-I9= 4 
5 Cs; (ad) Cs, C; €, 6-12 ss 6 
6 Cy,(aB) Cy (aBy de) D,(aBy 4) €, x €, 4. 12 = @ 
7 |) Dan (By 9) €, x €, x @, 8.2= 8 
8 Cy, (eh) €, x ©, 8-127 = 8 
9 | Cer €, x ©, 12.12 = 12 
10 Cs, (ade) Ds; (ade) cP? 2-12+1.23 = 6 
11} Cye(@B) = Dya(aByd) D, (x8) ? 4-1941-2 = 8 
12 || Dyg(ade) Dsgp(Se) Cy, Deg Cc? 4-12242.22 = 12 
13 || Dyn (xB) Cc? x €, 8-124 2-29 = 16 
14 || Dy, Cc? x €, 8-194 4.29 = 24 
15 || T(«By) T 3-124 1-3? = 12 
16 |} Ta(aBy) O(aBy) 0 2-124+1-224 2.33 — 24 
17 |) 7, (a By) Tx, 6-12 4+ 2.39 = 24 
18 || O, (af v) Ox @ 4-1242.294 4.3? = 48 








Als Beispiel betrachten wir die Raumgruppen der hexagonalen Holoedrie, 
die alle zur selben zu sich selbst reziproken arithmetischen Klasse Dg, ge- 
héren. Dg,, bestehend aus allen euklidischen Bewegungen und Umlegungen, 
die ein hexagonales Gitter und den Gitterpunkt 0 festlassen, wird erzeugt von 
einer Drehung £ der Ordnung 6 um die z-Achse, einer Spiegelung 6 an der 
x-2-Ebene ‘und einer Spiegelung 7 an der 2-y-Ebene eines kartesischen Ko- 
ordinatensystems. Die Gruppe G* ist hier Dj,. Wir legen das reziproke 
Gitter so fest wie das Gitter von Dj, in den ,,Internationalen Tabellen“. Dann 
wird in der dort angewandten kristallographischen Schreibweise 


*=([«— yz], o* =[yxz], 1* = [xyz], 


was heiBen soll, daB der Punkt (2, y,z) durch &*, 4*, 7* in die Punkte 
(z — y, Z, 2), (y, x, z) und (2, y, — z) tibergefiihrt wird. Der Fundamental- 
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bereich F ist ein dreikantiges Prisma mit den 6 Ecken 
a;=(000) &=(00) = 49) 
=(004) be=(404) ce = (§ 4 9). 
F hat 2-3 +3 =9 Kanten, nimlich 
A = 4a, B =b,b. C =CyCe 
A, = b,c, B, = 4c Cy, = a,b, 


Ay = doce By = agle Cy = agbs; 


a 


to 


dabei sind A, und B, sowie A, und B, zusammengehérige Kanten. F hat ferner 
5 Seitenflachen, namlich 


a= bi cybecg B = a;C,Agcg y = a,b, agbe 


a= a,b,c; 4o = AgboCo, 


Tabelle 2. Die irreduziblen Darstellungen der Raumgruppen der hexa- 
gonalen Holoedrie. 




















Punktlage Symmetrie Index Zahl der Darstellungen vom Grade 
x (Pea-OTT 2 Tal 4 6 R 12 | 2 
a,|0 0 0|D.,=€) x &, 1 |8| 4 
b,|4 00)|D,,=@, x © x ©, 3 8 
c,| § 40|D,,=C? 2 4 2 
a,|0 04 /|D,=C€?x ©, 1 |8| 4 
by 3 0 4 Dg» =, x €, x €, 3 s 
co) § $4 | Ds,.=C? 2 4 2 
A|\0 02/)0,,=¢)? 2 4-001] |2-col 
Bis 02 |C,,=€,x, 6 4-col 
Cc % 42 C3,=C? 4 2.00! 1- est 
“| a2 x 0|C,.=6, x G 6 4-00! 
1 
C,|;z 00/C,,=¢, x €, 6 
ay 22 2 4/C,,=€, x €, 6 4 -col 
B, 
Cy xz 0 } Cov =, x € 6 4 -oo! 
at) P 
Bi 22 zz C,=G, 12 2 . co? 
y |}2 02] C,=¢, 12 2-00? 
a z y 0 Cc, % 12 2 -co* 
Xq z y 4 C,~, 3 12 2 - cot 
Fix yz| Ome 24 1-co3 
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a und # sind zusammengehérig. F wird so von den «*F umgeben, daB immer 
a*F mit «*o an die Fliche o und mit «*K an die Kante K stéBt, wobei alle 
Punkte von o und K invariant bleiben. 

Die in Ecken, Flichen und Kanten herrschenden Symmetrien, d. h. die 
Untergruppen &, kann man aus den ,,Internationalen Tabellen“ ohne weiteres 
ablesen. Tabelle 2 gibt die vollstindige Ubersicht iiber die irreduziblen 
Darstellungen einer Raumgruppe © der Klasse D,,, wie sie sich mit Hilfe 
von Tabelle 1 ohne weitere Rechnung herstellen la8t. 

Um noch zu zeigen, wie sich jetzt die Darstellungen explizit aufstellen 
lassen, behandeln wir die zur Kante C gehérigen Darstellungen. & ist C3,, 
erzeugt von £2 und £6. Aus der Zerlegung von § in Nebenklassen nach & 


H$=K+EK+nK+ ENK 
ergibt sich zunichst die Permutationsdarstellung: 
E> (12) (34), 5—>(12)(34), » > (13) (24). 


Unter den méglichen Darstellungen von & wihlen wir die zweidimensionale 
als interessanteste : 


D() = (1 3), Di) = (9 —})- 


Dann kommt nach (18) und (23): 


D'(é) = D(ée) 


Die) = (94): 
D1) = Dies) = (26), Dm =() 4), 


D2(—) = D(é—&) = De) =(; 73) 


01 1 0) 
D2(6) = Did) =() 4), Dem =(,)); 
D(Ene) = (54), 


D8(s) = D(&n§5d) = ( ~% D*(n) = (6 i)» 


D8 (€) = D(én) 


Ds (¢) = D(E&n) = Ding) = (} — 3), 


D4 (6) = D(n sd) = ( os D* (n) = <a 


SchlieBlich sind noch die 4, zu bestimmen nach der Formel 


> (t) - ent P 9. 
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Es ergibt sich fiir t = (m1, %o, 3) 
Ay = Ay (t) = 2 (Hm + me + ems) 
dg = Ag(t) = e7#(4™ + Gna t ema) 
Ag = Az (t) = 2 ti (Hm + m2 —=205) 
hg = Ag(t) = 2 (hm + Gma— ems), 


Dabei ist g innerer Punkt von C, also 0 < z < }. Die Darstellung von 6 
hat also folgende Gestalt: 
























































































































































0 -A, i, 0 
4, —A, 0 A, 
Ag 0 A, 0 
té&— - dg tn— 0 +, 
0 -A; /, 0 
4s —Asz 0 As 
hg 0 4, 0 
0 \4 0 i 
> & A, 0 
4, O 0 A 
0 hg dg 0 
hie A, 0 sd 0 hy 
0 ds dg 0 
} 0 0 As 
0 hy A, 0 
x © 0 A, 
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Fixpunktklassen. 

Teil II. 
Homotopieinvarianten der Fixpunkttheorie. 
Von 
Franz Wecken in Marburg a. d. Lahn. 


Einleitung. 


Die Ergebnisse der ersten Mitteilung!) werden in diesem Teil verschiarft 
und erweitert, wobei besonders die Tendenz leitend ist, méglichst weitgehende 
homotopieinvariante Aussagen iiber eine Abbildung f zu erhalten?). 

Die Fixpunktzahlen’) », der Fixpunktklassen wurden in W. 1 lediglich 
als eine ungeordnete, endliche Menge ganzer Zahlen gewonnen. Zur Pri- 
zisierung dieses Ergebnisses erscheint es notwendig, diese Zahlen als die Fix- 
punktzahlen ganz bestimmter Fixpunktklassen in einer invarianten Weise 
individuell zu benennen, indem man die Fixpunktklassen deformations- 
invarianten GréBen eineindeutig zuordnet. Dies gelingt nach Nielsen mit Hilfe 
der Fundamentalgruppe J) von Y und eines durch / induzierten Auto- 
morphismus H von I. 

Durch die stetige Abbildung / von $ in sich wird eine Transformation 
von J’in sich bekanntlich*) nur bis auf einen inneren Automorphismus fest- 
gelegt; einen bestimmten Automorphismus H erhilt man, sobald man einen 
Punkt p von } durch eine Kurve € mit seinem Bildpunkt /(p) = p’ verbindet 
und dadurch die Wegegruppen mit den Aufpunkten p und p’ eineindeutig 
aufeinander bezieht. H ist mit dem System {/,€} deformationsinvariant 


*) Fixpunktklassen. I. Math. Annalen 117 (1941), S. 659—671, zit. als W. 1. 
Dort findet sich in § 1 die Erklarung der haufig benutzten Bezeichnungen. Druckjehler- 
berichtigung zu W.1: auf 8. 663, Zeile 13 v.o. lies R— AAA statt R—-AOUA; 
Zeile 16 v.o. lies ,,obere“ statt ,,untere*. — Weitere Literatur: P. Aiexandroff u. 
H. Hopf, Topologie I. Berlin 1935 (zit. als AH.); J. Nielsen, Untersuchungen zur 
Topologie der geschlossenen zweiseitigen Flachen I. Acta math. 50 (1927), S. 189—358 
(zit. als N.); K. Reidemeister, Automorphismen von Homotopiekettenringen. Math. 
Annalen 112 (1936), S. 586—593 (zit. als R. 1); K. Reidemeister, Topologie der Polyeder 
und kombinatorische Topologie der Komplexe. Leipzig 1938 (zit. als R. 2); A. Speiser, 
Die Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung, 3. Aufl. Berlin 1937 (zit. als S.); 
H. Seifert und W. Threlfall, Lehrbuch der Topologie. Leipzig 1934 (zit. als ST.). 

2) Vgl. den Vorbericht in W. 1, S. 661. 

’) Der Ausdruck ,,Fixpunktzah|* bedeutet in dieser Mitteilung stets die algebraische 
Fixpunktzahl. 

*) Vgl. ST., S. 155f., 176. 
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verkniipft oder ist, wie man auch sagen kann, auf der Abbildungsklasse f 
im kleinen invariant. Die Gesamtheit der so durch f erzeugbaren Auto- 
morphismen, die sogenannte Automorphismenfamilie 2), ist dagegen eine 
homotopieinvariante Eigenschaft von / oder eine Invariante von f im grofen 
(§ 1). Es erweist sich weiterhin als zweckmaBig, im kleinen invariante Eigen- 
schaften zu untersuchen und hieraus spiter die angestrebten Invarianten im 
groBen abzuleiten. 


Die durch H in J" erzeugten H-Klassen pj) entsprechen bei geeigneter 
Definition eineindeutig den simtlichen Fixpunktklassen bei /, und dieser 
Sachverhalt bleibt bei Deformation von {/,€} bestehen (§ 2). Durch Kom- 
bination der p/ mit den zugehérigen Fixpunktzahlen v, wird so ein deforma- 
tionsinvarianter Ausdruck Rp, erhalten, der mehr als die Gesamtheit der +, 
beinhaltet. 


Fiir die folgenden Untersuchungen wird als neues Hilfsmittel die wniverselle 
('berlagerung 3 von f eingefiihrt (§ 3), auf die die urspriingliche Nielsensche 
Definition der Fixpunktklassen (N., 8. 289) wesentlich Bezug nimmt, die 
jedoch in § 1 und 2 sowie in Teil I und III nicht benutzt wird. Hierdurch 
wird ein tieferes Verstindnis des Voiangegangenen vermittelt; z. B. wird 
erkennbar, da die Deformation des Systems {f,€} nichts anderes bedeutet 
als die gleichzeitige Deformation von f(x) und einer dariiberliegenden stetigen 
Abbildung F(X) von P in sich; eine Fixpunktklasse bei /(x) erscheint als die 
Punktmenge, iiber der die bei einer Abbildung F(X) auftretenden Fixpunkte 
liegen. Gleichzeitig wird durch die Einfiihrung von Z die Briicke geschlagen 
zu einer Methode der kombinatorischen Topologie, die an den Begriff des 
universellen Uberlagerungskomplexes ankniipft und zur Zeit nicht durch 
aquivalente stetigkeitstopologische Verfahren ersetzbar ist, nimlich zur 
Theorie des Homotopiekettenringes eines Komplexes K. 


Eine simpliziale Abbildung von § in sich bestimmt eine Transformation 
der gewohnlichen Kettengruppen eines Komplexes X in sich. Eine dariiber- 
liegende Abbildung des universellen Uberlagerungskomplexes K in sich 
transformiert die Ketten von K oder Homotopieketten von X in sich, und zwar 
vermége ihrer Herkunft in spezieller Weise. Es entsteht so ein Automorphis- 
mus T des Homotopiekettenringes (Reidemeister, R. 1), der also das kom- 
binatorische Aquivalent einer bestimmten iiber f liegenden Selbstabbildung 
von  (entsprechend einem System {/,€}) darstellt. 

Die aus den Matrizen von 7 von Reidemeister gewonnene Spwren- 
invariante R wird nun in § 4 als mit der fiir die simpliziale Abbildung ge- 
bildeten GréBe Ry identisch nachgewiesen. Es ist damit gezeigt, wie sich Ro 
aus einer geeigneten Simplizialapproximation von / berechnen 1aBt. 
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Aus Rp lassen sich alle Fixpunktzahlen v,, daher auch die Lefschetzsche 
Zahl A = Lv, und die Zahl yw der wesentlichen Fixpunktklassen ablesen. 


k 

Hierdurch ist eine verbesserte untere Schranke fiir die Fixpunktmindestzahl m 
gewonnen, denn nach W. 1 gilt ja m = mw, waihrend aus der Kenntnis von A 
lediglich im Falle A + 0 die Abschitzung m = 1 folgt. Wie in Teil III gezeigt 
werden wird, gilt unter den dortigen Voraussetzungen m = yw; die aus der 
Homotopietheorie hergeleitete Invarianzaussage verscharft also das Ergebnis 
der Homologietheorie wesentlich, indem sie die genaue untere Schranke der 
geometrischen Fixpunktzahl liefert. 

In § 5 wird durch Beriicksichtigung des Einflusses der speziell gewahlten 
Kurve € auf H und Rp, ein im groBen homotopieinvarianter Ausdruck 2, 
gewonnen, der die bisher erwaihnten Invarianten umfaBt. 

Schon nach der Definition der durch einen Deformationsweg geleisteten 
Zuordnung zwischen den Fixpunktklassen homotoper Abbildungen (W. 1, 
S. 669) lag die Frage nahe, ob und unter welchen Bedingungen diese Zu- 
ordnung vom Wege unabhangig sei; doch erfordert ein genaueres Eingehen 
auf sie die in den vorigen Paragraphen entwickelten formalen Hilfsmittel. 
Ein Beispiel in § 6 zeigt, daB die Zuordnung vom Deformationswege wesentlich 
abhangen kann; es kénnen also durch geschlossene Wege auf f Permutationen 
unter den Fixpunktklassen bei / erzeugt werden. Dafiir, daB dies nicht eintritt, 
wird eine hinreichende Bedingung angegeben, die in wichtigen Fallen erfiillt ist. 

Bei den erwahnten geschlossenen Deformationswegen {f,} beschreibt jeder 
Bildpunkt /,(p) eines festen Punktes p ebenfalls geschlossene Wege; die 
durch sie bestimmte Untergruppe gs von J’, die deformationsinvariant mit 
{/, €} verkniipft ist, bestimmt die auftretenden Permutationen (§ 7). Aus 2, 
wird durch Hinzunahme von gz eine erweiterte Invariante 23; gewonnen. 

"In § 8 werden zur Veranschaulichung der Begriffe die Invarianten fiir die 
Abbildungen des Kreises in sich berechnet. 


§ 1. 
Die durch Abbildungen von $ erzeugten Automorphismen von I’. 


Es sei p ein Punkt des Polyeders $%. Die in p beginnenden geschlossenen 
Kurven 28 — homotope Kurven als nicht verschieden gerechnet — bilden 
bekanntlich5) die Wegegruppe oder Fundamentalgruppe I von J. Die Klasse 
der zu YW homotopen Wege bezeichnen wir mit [YB], im iibrigen die Elemente 
von J” mit a, B, ...*). Nicht notwendig geschlossene Kurven werden mit € 
bezeichnet. Auch fiir sie ist (bei Festhaltung der Endpunkte, vgl. W. 1, 








5) Zur Theorie der Fundamentalgruppe vgl. ST., Kap. VII. 
*) Geschweifte Klammern {}, die bei ST. Wegeklassen bezeichnen, benutzen wir 
fir Mengen aligemeiner Art. 
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8. 665) eine Homotopie und die Bildung von Klassen [€] erklart. Fiir das 
formale Rechnen mit diesen Klassen bestehen einfache Regeln’), die wir imi 
folgenden stillschweigend beniitzen. Die Klasse der in einem Punkte q be- 
ginnenden geschlossenen und zusammenziehbaren Wege bezeichnen wir 
mit [q]. 

j(z) = 2’ sei eine stetige Selbstabbildung von } und J’, die Wegegruppe 
von % mit dem Aufpunkt p. Nach den Uberlegungen in ST. (Schlu8 von 
§ 42) wird durch f eine homomorphe Abbildung®’) von I, in I, erzeugt. 


yt 
Da I, und J’, isomorph sind, kann man von einem Autohomomorphismus 
(wir sagen kurz Atuomorphismus) H von I’ sprechen, sohald J, und I, durch 
eine von p nach p’ verlaufende Kurve € eineindeutig aufeinander bezogen 


sind. Als Automorphismus von J, laSt sich H definieren durch 
(1) H [(3} = [€ /(QW) C-), 


wenn YB ein geschlossener in p beginnender Weg und /(¥8) sein Bild ist. 
H ist also durch f und € eindeutig festgelegt und andert sich auch nicht (ST., 
§ 50), wenn wir /, € und p einzeln oder gleichzeitig deformieren, wenn wir nur 
dafiir sorgen, daB stets zwischen p und seinem Bildpunkt Verbindung gehalten 
wird. Wir sagen also, daB H dem System {}, C} deformationsinvariant zugeordnet 
ist. Allgemeiner kann man sagen: Wenn der Abbildung / (durch zusitzliche 
Angaben) ein bestimmter Automorphismus H von J” zugeordnet ist, so laBt 
sich diese Zuordnungsvorschrift stets auf benachbarte Abbildungen g aus- 
dehnen, und der Automorphismus ist daher auf der Abbildungsklasse f im 
hleinen invariant. 

Schreibt man € nicht vor, so ist die Transformation von J’ nur bis auf 
einen inneren Automorphismus 7’, bestimmt (ST., § 42); genauer: ersetzt 
man € durch €, mit [C,] = y [C€], so erhalt man statt (1) 


) [Gs f(QB) Cx") = y(H (WW) 77! = 7, HW) 
mit T.a = yay"}, H ist also durch T,H ersetzt. Die Gesamtheit 
2, ={T,H (y eT) 


der so erhaltlichen Automorphismen nennen wir eine Automorphismenfamilte®). 


Jeder . morphismus aus 2; kann durch jede Abbildung aus f erz 
Jeder Automorphismus a yk lure] le Abbildung aus f erzeugt 
werden, 2, ist demnach auf € im grofen invariant oder ist eine Hemotoyie- 


iwmvariante der Abbildungen. 


7) Die [C] bilden ein Gruppoid nach H. Brandt, Uber eine Verallgemeinerung des 
Gruppenbegriffes. Math. Annalen 96 (1927), S. 360—366; vgl. auch S&., S. 4ff. 

5) Vgl. S., §9: — Statt ,.mehrstufig isomorph* sagen wir stets ,,homomorph*. 

*) Dieser Wortsinn ist weiter als bei Nielsen (N., 8. 244), der nur Autoisomorphis- 
men betrachtet. 
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Bei spezieller Gestalt von  erweist sich 2, als so gehaltvolle Eigenschaft 
von f, da8 f durch 2, schon vdllig festgelegt wird?°) und alle weiteren Aussagen 
iiber f aus 2, folgen; allgemein ist dies jedoch nicht der Fall. 


§ 2. 
Zuordnung zwischen Fixpunktklassen und H-Klassen. 


Haben p, / und € die obige Bedeutung, so kann man jedem Fixpunkt ¢ 
bei { gewisse Elemente « € J" zuordnen, indem man eine Kurve ©, von p 
nach q wahlt und 
(3) a = [€/(G,) C7") 


bildet (Fig. 1). Jedem Fixpunkt entspricht also eine nicht Jeere Menge von 
Gruppenelementen a, und jedem «€ J" eine (vielleicht leere) Menge von 
Fixpunkten. 


$ Bezeichnet man nach Reidemeister (R. 1, S. 589) 
zwei Elemente «, 8 € I als konjugiert beziiglich H, wenn 
g, p (4) B = (Hy)ay-? 
S mit passendem y € J” ist, so erhalt man eine Eintei- 
D lung von J” in Klassen konjugierter Elemente, kurz 
Fig. 1. H-Klassen"). 


Hilfssatz. Die angegebene Vorschrift (3) ordnet 
jedem Fixpunkt genau eine ganze H-Klasse, jedem Gruppenelement entweder 
nichts oder eine ganze Fixpunktklasse zu. Diese Zuordnung bleibt bei Defor- 
mation von {f, €} bestehen, soweit die Fixpunktklassen erhalten bleiben. Durch 
Deformation lift sich erreichen, daB einem vorgeschriebenen Gruppenelement 
eine Fixpunktklasse zugeordnet wird. 

Beweis. Wir ersetzen in (3) €, durch einen beliebigen Weg von p nach q. 
Jeder solche Weg kann durch homotope Deformation, die hier offenbar 
belanglos ist, in die Form YC, gebracht werden, und [YB] = y kann hierbei 
jedes Element aus J’ sein. Mit WC, statt €, erhalt man nun nach (3) und (1) 
statt « ein Element 


B = [€ f(W) fC) CPW) = [C /(W) C7) (C/O) C1] [BW] 
= (H [B))o [W-*)] = (Ay)ay-?. 
Dieser Ausdruck durchlaiuft in der Tat nach (4) eine H-Klasse. — Sind q, 
und q2 Fixpunkte von gleicher Fixpunktklasse, so sei die Kurve ©) von q; 


1) N., $§ 22, 27. Nielsen benutzt diesen Umstand zur Definition der Abbildungs- 
klasse. 

™) Nach Nielsen (N., S. 260) heiBen in diesem Falle a~' und f-' isogredient; an 
der Stelle der H-Klassen stehen dort die Jsogredienzklassen. 
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nach gg gewahit mit [Co] = [/(Co)]. Man erhalt dann nach (3) fiir g; und q, 
dasselbe Element «, sobald man von p nach q irgendeinen Weg €, und von p 
nach gz den Weg ©, = €,C, wahlt (Fig. 2). Sind umgekehrt g, und go zwei 
Fixpunkte bei /, denen dasselbe Element 


| (CHC)E") = (CHC)C") 
zugeordnet ist, so folgt sofort 
(f(a) CP") = (FC2)E>"), 
[C7 *C2] = [f(C,*C,)], 


und g, und gg miissen der gleichen Fixpunktklasse angehéren, da der Weg 
€;'€, von q; nach qe fihrt (Fig. 3). 





Fig. 2. Fig. 3. Fig. 4. 


Sind durch einen Deformationsweg zwei Fixpunktklassen verschiedener 
Abbildungen einander zugeordnet (W.1, § 3), so ist zu zeigen, daB ihnen 
dieselbe H-Klasse zukommt. Es sei also {f, (0 < t < 1)} ein Deformations- 
weg von f = fo nach f,, essei weiter fo (go) = Yo, fi(qi) =, €- = (9, (0S t S))}, 
2 = {f,(¢,) 0 St S 1), 


(5) {C,} = {C3}. 


Wir schreiben /o(z) = 2’, f,(z) = x”, entsprechend sei €,, ©,’ erklart (Fig. 4). 
€, = {p,(0 < t < 1)} sei ein Weg von p nach go, Cs = {f,(p) (0 S t S 1}. 
Als Weg von p nach q, wihlen wir €,€, und haben nun zu zeigen, daB die 
beiden Wegeklassen 


(6) [CCCP], (CC, CY CY Cy CP") 


beziiglich H konjugiert sind; wir werden sogar finden, daB beide Klassen 
identisch sind. 


Durch die stetige Kurvenschar 


CF = {fae(P.) OST S1); fo4e—or (Ge) O St S1)}} O So S)) 
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wird €* = CE, in 


Ct = {f.(p.) OS tS); hg) OSt <1) 


deformiert, es ist also nach (5) 
(7) [C,C,] = (€,,) = {GF}. 


Weiter wird die Kurve €¥, die sich auch als 
C= tfe(p2)OStS1s hee(Prss) (<r<1); hg) OSts 1)} 
schreiben lat, durch 


c* es fo, (p2—. ) (0 = . = 1); i -a—2ze Py. i< 1) 0 = . = 1); 
2 2 2 


stetig iiberfiihrt in 
CF = ff, (ro) OS tS); he) OStS); AY) OSt SI} 
= C3€;'C;, 


also folgt nach (7) 
[€,C,] = [CF] = [CF] = (C,€/C,], (C€) = (©, €, 6,6, "), 


und damit die Identitaét der Ausdriicke (6). — 

Zum Beweise der dritten Behauptung nehmen wir {/, C} sowie ein Element 
y € I als gegeben an und haben nun einen solchen bei f = fp beginnenden 
Deformationsweg {/, (0 S t S 1)} anzugeben, da8 einem bei /, auftretenden 
Fixpunkt das Element y zugeordnet wird. €, = {p, (0 S t S 1)} sei ein 
Weg von /(p) nach p, so daB [€C€,] = y ist. Den Deformationsweg wihlen 
wir so, daB 


(8) i(p) =p, 0 StS 1) 


ist; die Existenz werden wir sogleich zeigen. p ist dann Fixpunkt bei /,. Als 
Weg von p nach f,(p) (€ in Formel (3)) haben wir CC, zu verwenden; den 
Weg ©, in (3) unterdriicken wir, da der Fixpunkt mit p zusammenfallt. Dann 
wird nach (3) in der Tat « = [€€,] = y. — Um die Existenz von {/,} einzu- 
sehen, fiihren wir in einer geeigneten Umgebung von p ,,Polarkoordinaten“ r, 
ein!?); u(r, m) sei fir 0 S r < 2e der Punkt mit den Polarkoordinaten r 





*2) Es sei eine Zerlegung K von $ gewahit, bei der p als Ecke auftritt; der offene 
Simplexstern O,(p) (vgl. AH., 8S. 131) enthalte alle x € P mit o(z,p) 2. Setzt 
‘man den Abstand o(z, p) = r(x) und versteht unter o(zx) fiir r(x) < 2 e den Punkt 
des Begrenzungskomplexes B,(p) (nach AH., 8S. 131; des ,,Ringes um p“ nach R. 2, 


8. 50), in den z von p aus projiziert wird, so sind r(x) und (zx) als Polarkoordinaten 
von x verwendbar. 
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und ; er durchfegt die 2 e-Umgebung von p. Dann sei fiir 0 < t < 1 (mit 
r=r(z), p = 9(2)) 





Mo fir 0 <r Ser, 
f(x) = f (u(r — et, 9) fir er Sr Se, 
f(u@r+r—2er, go) fir eSrs2e, 
f (x) sonst fiir 2 € $B. 


Die Stetigkeit in t und x sowie die Bedingungen (8) und fy = f sind Jeicht zu 
verifizieren. Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 

Da die Zab] der Fixpunktklassen stets endlich ist (W. 1, Satz 1), die Zahl 
der H-Klassen p/’, p#, . . . jedoch unendlich sein kann (hierfiir sind sehr leicht 
Beispiele zu bilden), gibt es im allgemeinen H-Klassen ohne zugeordnete 
Fixpunktklassen. Kine einer H-Klasse pf zugeordnete Fixpunktklasse f, 
kann bei Deformation der Abbildung verschwinden und wieder auftauchen; 
da sie aber durch die H-Klasse p/ individuell kenntlich ist, ist es gerecht- 
fertigt, stets von der zu p gehérigen Fixpunktklasse {, zu sprechen, indem 
man f, als leer bezeichnet, wenn keine Fixpunkte p zugeordnet sind. Zufolge 
der letzten Behauptung des Hilfssatzes kommt dann bei jeder Abbildung aus f 
jeder H-Klasse eine Fixpunktklasse zu. Jede leere Fixpunktklasse soll durch 
Definition die Fixpunktzahl 0 erhalten. Diese erweiterte Definition der Fix- 
punktklassen erméglicht es, die Sitze 2 und 3 aus W. 1 in verscharfter Form 
auszusprechen, und wir gewinnen zusammenfassend folgendes Ergebnis: 


Satz 1. Nach Wahl von f und € besteht zufolge (3) eine eineindeutige und 
deformationsinvariante Zuordnung zwischen den H-Klassen und den Fixpunkt- 
klassen. Die algebraischen Fixpunktzahlen aller Fixpunktklassen sind de- 
formationsinvariant. Bei jeder Abbildung sind alle Fixpunktklassen bis auf 
endlich viele leer, aber keine Fixpunktklasse bleibt bei Deformation der Abbildung 
bestindig leer. 


Nach Satz 1 erscheinen die Fixpunktzahlen v, mittelbar den H-Klassen p# 
zugeordnet. Man kann in vektorieller Schreibweise?*) 


(9) Ry = Z vp 


die H-Klassen mit den zugeordneten Fixpunktzahlen zusammenfassen. In 
der Kombination 


(10) {H, Ro} 


sind alle von uns abgeleiteten deformationsinvarianten Eigenschaften von 
{f, ©} enthalten. 


13) Die additive Auffassung wird spater (§ 4) gerechtfertigt werden. 
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§ 3. 
Eine andere Definition der Fixpunktklassen. 

Die von Nielsen bevorzugte geometrische Deutung der (von ihm rein 
algebraisch eingefiihrten) Fixpunktklassen ist nicht die von uns angegebene. 
Wir benétigen sie jetzt, um die Identitét von Ry mit der Reidemeisterschen 
Spureninvarianten nachzuweisen (§ 4), und fiihren dazu die universelle Uber- 
lagerung ® von $ ein. 

Wir definieren in iiblicher Weise '*) ZB als die Gesamtheit der Klassen in p 
beginnender Wege in Y, wo p wie bisher ein fest gewahlter Punkt von B ales 
Als Punkte von 8 bezeichnen wir jene Wegeklassen auch mit P,Q, X, Y,. 
insbesondere sei [p] = P. Die Abhangigkeit der Ubetlagerung yp = %, 
von p ist nur eine scheinbare, da die Klassen von ZR, aus denen von ZR, ge- 
wonnen Werden kénnen durch eine triviale Linksmultiplikation, die alle 
wichtigen Eigenschaften von sy erhalt. 

Es sei g € $, € ein Weg von p nach qg; wir setzen [Cp] = Q. Jeder solche 
Punkt von P erlaubt eine Multiplikation von links mit Elementen aus I’: 


aQ = [WE], 


wenn « = [QQ] ist. / ist somit gleichzeitig eine Gruppe von Selbstabbildungen 
(Decktransjormationen) von ¥. Die Punkte «Q mit « € J’ heiBen die tiber g 
liegenden Punkte von BR. Topologische und metrische Eigenschaften von 9% 
lassen sich auf z iibertragen, z. B. durch die Festsetzung, daB als Entfernung 
& (Q:,Q2) zweier Punkte von Pp die untere Grenze der Durchmesser aller 


Wege € mit Q, (€] = Q-gelten soll. q wird hierdurch zu einem metrischen 
Raum. Die Decktransformationen sind stetig, isometrisch und fixpunktfrei. 
Durch die Funktion 


Q) = 4, 
die jedem Punkt Q = [€] den Endpunkt g der Wege © zuordnet, wird P 
stetig und im kleinen topologisch auf P abgebildet. Durch ihre Umkehrung ®-! 
wird jedem Wege € in $ eindeutig ein iiber € liegender Weg Cinf zugeordnet. 
sobald dessen Anfangspunkt aus den iiber dem Anfangspunkt von € liegenden 
Punkten gewahlt ist. Hierdurch wird es auch méglich, jede Simplizialzerlegung 
von $ nach LP durchzudriicken; PB ist, wie man alsbald erkennt, homéomorph 


4) Vgl. H. Weyl, Die Idee der Riemannschen Flache. Leipzig 1913. S751. 
B. v. Kerékjart6, Vorlesungen iiber Topologie I. Berlin 1923. S. 176. 

**) DaB die Klassen geschlossener Wege aus p gleichzeitig Gruppenelemente sind, 
wird nicht zu MiBverstandnissen AnlaB geben. 





Fixpunktklassen. II. 225 


zu einem lokal-endlichen Polyeder*) von gleicher Dimensionszahl wie $. 
ist also ein ,,Komplex‘!”). Ein einbettender euklidischer Raum wird durch 
diese Konstruktion nicht geliefert. 

Ist eine stetige Abbildung f(z) von $ in sich gegeben und ein Punkt 
P’ = [€) iiber f(p) gewahlt, so gibt es genau eine stetige Selbstabbildung 
F(X) von ZR, so daB 
(11) F(P)=P 


ist und aus F(X) = Y stets {(®@(X)) = O(Y) folgt. (Die Konstruktion 
von F erfolgt wieder mittels der Funktion ®-1.) Man sagt, daB F(X) eine 
iiber f(x) liegende Selbstabbildung von f ist; die simtlichen iiber / liegenden 
derartigen Abbildungen sind die Funktionen « F(X) mit « € J. Es zeigt sich, 
daB mit der oben getroffenen Wahl von € gerade eine bestimmte unter den 
iiber f liegenden Abbildungen festgelegt ist. 

An Hand der Uberlegungen von § 1 ersieht man, daB fiir « € J” 


F(a P) = (Ha)F(P) 


ist. wenn (11) vorausgesetzt ist; da F(a X) iiber f(z) liegt, folgt allgemein 


(12) F(aX) = (Ha) F(X). 
Ist q Fixpunkt bei /(z) und liegt Q iiber g, so mu8 mit passendem « € J” 
(13) FQ) =«Q 


sein; « hat den in (3) angegebenen Wert, denn aus F(({p]) = [€] folgt nach 
Fig. 1 aus Stetigkeitsgriinden 


F((Gi)) = (€/(C,)] = (C/Gy)TP") (Ci) = « (©). 


Die durch (13) erklarte Zuordnung zwischen Fixpunkten und Gruppen- 
elementen ist also die uns bekannte. Zufolge (13) liegt iiber g ein Fixpunkt 
bei der Abbildung «~!F(X). Ist q, ein Fixpunkt der gleichen Klasse wie q, 
ist also etwa 

FQ) = (Hy)ay"Qi. 
so folgt nach (12) 


F(y-1Q,) = a(y-*Q)). 


d. h. auch iiber g, liegt ein Fixpunkt (namlich y~'@Q,) bei derselben Abbildung. 
DaB umgekehrt jeder Fixpunkt bei «~!F iiber einem Fixpunkt bei / aus der 
genannten Fixpunktklasse liegt, ist nach dem Gesagten klar. So ergibt sich 
der Satz'8): Liegen tiber {(x) die Funktionen «1 F(X) (a € J’) mit den Fia- 


16) Vgl. AH., S. 129 und 149. 

17) Im Sinne von ST., S. 42. 

18) N., Satz 13. 
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punktmengen f,, so stellen die Punktmengen {, = ®(f,) die Fixpunktklassen 
bei f(x) dar. 


Es ist f, = fs, wenn « und # beziiglich H konjugiert sind. — Der eben 
ausgesprochene Satz liefert die angekiindigte Definition der Fixpunktklassen, 
die sich rein geometrisch formulieren la8t, scbald die universelle Uberlagerung p 
und die iiber / liegenden Selbstabbildungen von § eingefiihrt sind. 


§ 4. 
Die Reidemeistersche Spureninvariante. 


Zur praktischen Berechnung der Fixpunktzahlen kniipfen wir an friihere 
Uberlegungen an. Aus W. 1, S. 663 und AH., 8S. 528, 538, 542 entnehmen wir 
folgenden Hilfssatz: Es sei K, eine Unterteilung der Zerlequng K von $, g(x) 
eine simpliziale Abbildung von K, in K mit nur Grund-Fizsimplezen und 
g(c") der von g(x) in der r-dimensionalen Kettengruppe L’(K,) induzierte Auto- 
homomorphismus. Jedes Fixsimplex af bei g(c") enthélt genau einen Fixpunkt 
bet g(x); ist j seim Index, so ist 
(14) g(a;) = 2 lind, Ui =J- 


Abbildungen g(x) der bezeichneten Art liegen iiberall dicht in jeder Abbildungs- 
Klasse. 

Diese Tatsachen, die in derselben Gruppierung zum Beweis des Fix- 
punktsatzes verwendet wurden, kombinieren wir mit dem im vorigen Para- 
graphen ausgesprochenen Satze. 

K,, der universelle Uberlagerungskomplex™) von Kj, stellt eine Zer- 
jegung von Pp dar, und eine iiber g(z) liegende Abbildung G(X) ist eine Simpli- 
zialabbildung, die eine Transformation 7'(c) der Ketten von K 1 induziert. 
T ist ein Automorphismus des zu K, gehérigen Homotopiekettenringes™) im 
Sinne von R. 1. Die Abbildung x G(X) (x € J’) induziert den Automorphismus 
xT (¢). Die Zellen von K, bezeichnen wir mit ya, (y€ I) und schreiben 
fiir laj wieder aj. Ist etwa 
(14’) T (aj) = & tp, 


9(q) = 9, 9 € ai, Q iiber g, a-1G(Q) =Q, s0 ist das tiber a’, liegende, Q ent- 
haltende Simplex y~1ai, von K, Fizsimplez bei a-1T, und die Kette «1 T (y-10") 
muB8 nach (14) das Glied 
jy" *a; 
1%) Vgl. ST., S. 194; R. 2, 8. 182. 
*) Zur Definition der Homotopieketten vgl. auch R. 2, § 17-5. 
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enthalten. Wegen 
T (yc) = (Ay) T() 
[vgl. (11) und R. 1, (2)] und (14’) ist aber 
2-17 (y-1a%) = a1 (Hy)-} ~ tT ,.a;, 
also jy"? = a (Ay)? ti, 
ti, = j(Ay)ay™?. 
Es ist also ¢], der Index des betreffenden Fixpunktes, multipliziert mit einem 


Element der zugehérigen H-Klasse. Versteht man fiir y ¢ J’ unter |y| die y 
enthaltende H-Klasse p? und setzt fiir Gruppenringelemente”!) t — J n,y; 
i 


\¢| = 2 n|¥;3| = 2 mpi, 
so stellt die Retdemeistersche Spureninvariante®?) 


(15) R(T) =| 2 — 1)'t7,| = Z0ypi! 


genau das System der H-Kiassen, jede mit der zugehérigen Fixpunktzahl 
versehen, also den Ausdruck (9) aus § 2 dar. Wir kénnen demnach folgendes 
feststellen : 


Satz 2. Es set K eine Zerlegung von J und K, eine Unterteilung von K; 
g(x) set eine Simplizialabbildung von K, in K mit nur Grund-Fizsimplezen, 
g(c) der dadurch erzeugte Automorphismus der Ketten von K,. Bezeichnet Ry 
nach (9) das System der Fixpunktklassen bei g(x), so liegt tiber g(c) cin Auto- 
morphismus T des Homotopiekettenringes von K, mit 
(16) R(T) = Rp. 

Korollar 1. Die Invariante Ry einer Abbildung f laBt sich berechnen, 
indem mam fiir eine Simplizialapproximation g(x) nach Satz 2 die Spuren- 
invariante R(T) bildet; es gilt (16). 

Korollar2. Sind T,.und T, Automorphismen desselben Homotopie- 
kettenringes, die tiber homotopen Simplizialabbildungen der in Satz 2 bezeichneten 
Art liegen, so ist mit passendem y ¢ I” 

R(T:) = y R(T)). 

In Korollar 1 wird von dem Umstand Gebrauch gemacht, daB die Simpli- 
zialapproximation g(x) durch eine kleine Deformation aus f(z) hervorgeht; 
es ist darauf zu achten, da8 der richtige, d. h. dem System {f, €} entsprechende 
Automorphismus 7 genommen wird. — In Korollar 2 muBte beriicksichtigt 
werden, daB 7 durch die Abbildung des Grundkomplexes nur bis auf einen 


1) Der Ubergang von ¢ zu |t| im Gruppenring ist cine Restklassenbildung nach 
der (additiven) Untergruppe der ¢, mit |t)| = 0. 
2) In R.1 mit |s| bezeichnet. 


15* 
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inneren Automorphismus und R daher nur bis auf einen links stehenden 
Faktor aus /" bestimmt ist (R. 1, 8. 592). 

Die Frage, ob (16) stets gilt, sobald fitr eine Abbildung beide Seiten Sinn 
haben, kann hier iibergangen werden, da bereits die in Satz 2 zugelassenen 
Abbildungen in f iiberall dicht liegen. Die Identitaét (16) kann deshalb nicht 
in gleicher Allgemeinheit wie diejenige zwischen der Lefschetz-Hopfschen 
Spureninvarianten A und der Fixpunktgesamtzahl ausgesprochen werden, 
weil R zur Zeit nicht als stetigkeitstopologische GréBe definiert werden kann. 
A dagegen lieB sich durch Homologiegruppen ausdriicken und war deshalb 
schon unabhangig vom Fixpunktsatz deformationsinvariant. 


§ 5. 
Invariante Formulierung des Ergebnisses. 


Aus der in § 2, (10) gewonnenen von {/,€} abhiangigen deformations- 
invarianten GréBe haben wir nun eine von € unabhingige Homotopieinvariante 
abzuleiten. Es wire unzweckmaSig gewesen, von vornherein nur mit In- 
varianten im groBen zu arbeiten, da die Ubersichtlichkeit der Ausdriicke und 
die Durchsichtigkeit der Methode hierunter gelitten hatten. 

Wir wissen aus § 1: bei Ersatz von [€] durch y [€] geht H in 7, H iiber*). 
Aus (3) entnimmt man. da8 dann die den Fixpunkten zugeordneten Gruppen- 
elemente alle links den Faktor y erhalten. Jede H-Klasse ist also zu ersetzen 
durch die entsprechende 7 H-Klasse 


prt = ypi, 

der dieselbe Fixpunktklasse, also auch die gleiche Fixpunktzahl zugeordnet 
ist. Der Ausdruck Ry (Formel (9)) geht iiber in 2 nypt = y Ro. 

Satz 3. Es sei t eine Klasse von Abbildungen des Polyeders Y- in sich, 
I’ die Wegegruppe von J mit dem Aufpunkt p. Wahit man eine Abbildung f 
aus ft und einen Weg € von p nach {(p) und bildet nach §2 H und Ro, so ist 
(17) 2, = {T,H, yRo (y €T)} 
eine von f und € unabhingige Invariante. 

Der Ausdruck (17) soll die Menge aller Paare {7,, H, y Ro} bezeichnen, die 


erhalten wird, wenn man y ganz J" durchlaufen laBt. — Der Beweis wurde 
soeben erbracht. 


Die Tatsache, daB tf eine Automorphismenfamilie 2, invariant zugeordnet 
ist, ist in Satz 3 als Teilaussage enthalten. Desgleichen lassen sich aus (17), 


3) Im Falle mehrstufiger Automorphismen ist der Ausdruck T,H allgemeiner 
als HT, = Ty, H; vgl. R.1, S. 592. 
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ja schon aus dem Ausdruck Ry (Formel (9)), die Fixpunktzahlen v, ablesen; 
etwa nach nicht wachsenden Absoluthetrigen geordnet und bei g'eichem 
Betrag die positiven den negativen Zahlen vorangestellt, bilden sie eine wohl- 
bestimmte f invariant zugeordnete Folge von Zahlen 


(18) V1, Ve, ..., ¥, (fir » < o) bzw. v,, v2, ... (fiir » = o). 


Hier ist » die durch ['und H oder {T, H (y € I’)} festgelegte Zahl der H-Klassen. 
Es ist v, = 0 fiir k > y, falls y > vw; » + 0 fir kK Sw. Die Zahlenfolge 
v,,..., 0, War freilich bereits durch W. 1 als Invariante der Abbildungsklasse 
erkannt, doch enthalt (17) natiirlich mehr als dies. Durch (18) ist auch die 


Gesamtzahl der Fixpunkte, die Lefschetzsche Zahl A = 2% = 2 aus- 
t= = 


driickbar. Aus der Zahlenfolge (18) ist ferner zu ersehen, wieviel unwesent- 
liche Fixpunktklassen bei einer Abbildung aus f auftreten kénnen; denn aus 
dem Beweis des letzten Teiles des Hilfssatzes, in dem eine leere Fixpunktklasse 
.sichtbar gemacht“ wird, liest man ab, daB jenes Verfahren gleichzeitig fir 
beliebig (endlich) viele Fixpunktklassen durchfiihrbar ist, da es nur eine Ab- 
anderung auf einem beliebig kleinen Teilbereich an beliebiger Stelle erfordert. 
Es folgt: Im Falle » < oo gibt es maximal v — yu unwesentliche Fixpunktklassen, 
im Falle vy = o enthalt tf Abbildungen mit beliebig vielen Fixpunktklassen. 
In § 8 werden hierfiir Beispiele gegeben. 


§ 6. 
Zuordnung zwischen Fixpunktklassen verschiedener Abbildungen im groBen. 


Nach W. 1, Satz 2 besteht zwischen den Fixpunktklassen bei homotopen 
Abbildungen f und g eine eineindeutige Zuordnung, die durch einen De- 
formationsweg vermittelt wird. Die Frage liegt nahe, ob und wann diese 
Zuordnung vom Wege unabhingig ist, wann also eine Fixpunktklasse bei allen 
Abbildungen von f individuell wiedererkennbar ist. Die Invariante 2, gibt 
hieriiber keinen AufschluB. 

Bei solchen Fixpunktklassen, deren Fixpunktzah! in der Folge (18) nur 
einmal auftritt, ist es trivialerweise der Fall. DaB aber nicht stets durch den 
erwahnten Satz eine eindeutige Fixpunktklassenzuordnung ,,im groBen“, 
unabhangig vom Deformationswege, geliefert wird, ist an folgendem einfachen 
Beispiel zu erkennen. 

Mit &* bezeichnen wir fiir reelles £ die Restklasse der A mit 2 = & (mod 1). 
$ sei homéomorph zu einem Kreis; wir betrachten $ als Menge der &* 
(0 <& <1). Eine Schar von Abbildungen wird gegeben durch 


t(é*) = t* —&* (OS1t 51); 
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es entstehen bei /, die beiden Fixpunkte 


* * 

p= ($)) w=(F49)- 
Man sieht leicht, daB po und qo bei fo verschiedenen Fixpunktklassen an- 
gehéren ; jedoch ist fg = /, und der Deformationsweg {f, (0 < t < 1)} crdnet 
offenbar po und p; = go, qo und g,; = Po einander zu, vertauscht also die beiden 
Fixpunktklassen. 

Die Redeweise ,,in der gleichen Fixpunktklasse liegen“ ist daher, wenn 
es sich um verschiedene Abbildungen handelt, mit der gleichen Vorsicht zu 
verwenden wie der Ausdruck ,,dem gleichen Blatt- angehéren‘‘ bei Uber- 
lagerungen. (In der Tat handelt es sich hier um eine Uberlagerungsbeziehung.) 
Die geschlossenen bei einer festen Abbildung / € f beginnenden Deformations- 
wege erzeugen Permutationen unter den Fixpunktklassen; diese bilden eine 
Gruppe g, die augenscheinlich ein homomorphes Bild der Fundamentalgruppe 
von f ist. 

Wir fragen nun nach hinreichenden Bedingungen. unter denen die Zu- 
ordnung der Fixpunktklassen vom Wege unabhangig bleibt; oder, was auf 
dasselbe hinausliuft, nach notwendigen Bedingungen dafiir, daB zwei bei einer 
Abbildung f auftretende Fixpunktklassen f,, f, durch die Gruppe g transitiv 
verbunden™) sind. Diese Aussage hat einen geometrischen Sinn; es besteht 
dann zwischen f,; und fe die in W. 1, §3 erklarte Zuordnung. 

Es sei 
(19) {H, x v, pe} 


ein Wert der Invarianten (10), der durch {f, €} bestimmt ist, und g habe min- 
destens zwei Elemente. Durch einen bei f beginnenden geschlossenen De- 
formationsweg realisieren wir eine von der Identitat verschiedene Permutation; 
die Invariante hat ihren Wert behalten, doch hat [€] an der Deformation 
teilgexommen und ist etwa in x~![€] iibergegangen, und die den p? zu- 
geordneten Fixpunktklassen sind permutiert. Ersetzen wir nun wieder x~ 1 [€] 
durch [€], so nimmt die Invariante den Wert 


{T,H, X vyxpp'} 
an, der jedoch mit (19) identisch sein muB. Es folgt, daB 
(20) T.H =H 


ist und da8 unter den H-Klassen durch die Linksmultiplikation mit x eine 
Permutation erzeugt wird, bei der aus xp¥ = p/* stets v, = v, folgt. Die 
Bedingung (20) besagt, daB x mit jedem Element der Bildgruppe HJ" ver- 
tauschbar ist; jedes derartige x erzeugt unter den H-Klassen eine Permutation, 


*4) Uber Permutationsgruppen vgl. S., S. 110. 


Fixpunktklassen. II. 231 


der aber nicht ohne weiteres eine geometrische Bedeutung zuzukommen 
braucht. Wir fassen das Ergebnis zusammen. 


Satz 4. Damit zwei bei einer Abbildung f{ auftretende Fixpunktklassen 
fi, fe durch g transitiv verbunden sind, isi notwendig, 


a) dap thre algebraischen Fixpunktzahlen gleich sind: 0; = v9; 


b) daB inT ein x + 1 evxistiert, das mit jedem Element der Gruppe Ar 
vertauschbar ist; 


c) daB mit einem solchen x € I xp! = pi gilt. Hierbei ist H irgendein 
durch { erzeugter Automorphismus von I’. 

Die Bedingung b) ist besonders bequem anwendbar, weil sie nur die 
Kenntnis von J’ und H voraussetzt. Sie ist sicher nicht erfiillt, wenn folgende 
zwei Bedingungen gelten: 


a) H ist einstufig, dh. HI = TJ. 
B) Das Zentrum von I° enthalt nur das Einselement. 


Bedingung «) ist insbesondere bei topologischen Abbildungen stets erfiillt. 
Beide Bedingungen sind in dem von Nielsen vorwiegend untersuchten Falle 
(geschlossene Flichen mit einem Geschlecht gréBer als 1) erfiillt. Dort ist 
also die Aussage, daB zwei Fixpunkte homotoper Abbildungen der gleichen 
Fixpunktklasse angehéren, ohne weiteres sinnvoll. Im allgemeinen aber kann 
man héchstens die Aussage machen, da8 zwei solche Fixpunktklassen dem 
gleichen transitiven System angehéren. 


§ 7. 
Eine weitere Invariante. 


Aus den Uberlegungen von § 6 entnehmen wir, da8 ein geschlossener, 
bei / beginnender Deformationsweg {/, (0 < t < 1)} nur dann eine von der 
Identitat verschiedene Permutation unter den Fixpunktklassen bei / erzeugen 
kann, wenn das System {/, €} durch die Deformation wesentlich geiindert wird. 
Der Bildpunkt von p beschreibe hierbei den Weg 


(21) W, = {f,(p) 0 St S1)}; 
es gehe [€] dadurch iiber in 
(22) (CW) = x * [(C) 


und die Fixpunktklassen bei / mégen die Permutation //, erleiden. [28,] und »; 
bestimmen sich nach (22) gegenseitig eindeutig. Die Menge aller in (22) 
méglichen Elemente x, heiBe gs. Indem man in (22) einen and>ren derartigen 
Weg We (mit zugehérigem xz, //2), dann Wr? und W,W, einsetzt, erkennt 
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man, daB gs eine Untergruppe von J° ist, die durch die Zuordnung x — // 
homomorph auf die Gruppe g der Permutationen // abgebildet wird. UmfaBt g, 
diejenigen Elemente x von gs. die die identische Permutation erzeugen, fiir 
die also 


(23) xopH = pZ (= 1, ..., ») 


ist, so ist gg Normalteiler von gs, und g ist isomorph zur Faktorgruppe g3/d,. 

Ist g, die Menge der y € J’, die die Bedingung b) in Satz 4 (oder (20)) 
erfiillen, so ist g, Obergruppe von g3; bezeichnet man noch mit go die Unter- 
gruppe von g;, deren Elemente « 


(24) {T,H, «Ro} = {H, Ro} 


erfiillen, also nur solche H-Klassen permutieren, deren Fixpunktzahlen gleich 
sind (Bedingung a) und c) in Satz 4), so hat man 


(25) I'> 91> G2> Gs> M- 


Hier ist g, durch J’ und H, gy durch J, H und Ro, gg und damit auch g 
durch J’, H und gs bestimmt. Jedoch kann gz aus den bisher besprochenen 
Invarianten nicht abgelesen werden; es lassen sich Beispiele finden, aus denen 
ersichtlich ist, daB selbst durch XY, noch nicht festgelegt wird, ob g mehr als 
nur ein Element enthalt. 

Die Gruppe gs, die hier durch {/,€} bestimmt wurde, ist offenbar de- 
formationsinvariant. Um eine homotopieinvariante Aussage zu erhalten, 
fragen wir nach dem Einflu8 einer unstetigen Abanderung von © auf g3. 

Aus (21) erkennt man, da8 ein Ersatz von [€] durch y[€] eine Trans- 
formation x, -> Tx, zur Folge hat. Es geht also g, (entsprechend iibrigens 
auch g;, G2, 94) in eine konjugierte Untergruppe T,g3 tiber. Durch Kom- 
bination dieses Ergebnisses mit ¥, erhalten wir den invarianten Ausdruck 
(TH, yRo, T,9s (y € I}. 


Satz 5. Die Menge 
(26) Za = {T,H, yRo, 7,93 (YE!) 
ist eine Homotopieinvariante. g, ist die Menge der x, € I’, fiir die (21) und (22) 
erfiillbar ist. Die Gruppe g der Permutationen der Fixpunktklassen bei f{ ist 
isomorph 2u Q3/q,, wo G4 die Menge der xo € gs mit (23) ist. 


§ 8. 
Beispiele. 


Zur Veranschaulichung der Verhiitnisse betrachten wir (wie schon in § 6) 
Abbildungen des Kreises in sich. $8 sei wieder die Menge der * mit 0 S & <1; 
p = O*; « sei die den Weg {r* (0 S t S 1)} enthaltende Klasse. J° ist eine 
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freie zyklische Gruppe mit dem erzeugenden Element «. Da J” abelsch ist, 
enthalt jede Automorphismenfamilie nur ein Element; es ist g; = J. Ein 
Automorphismus H von J’ wird véllig festgelegt durch Angabe von Ha; es 
gibt unendlich viele Automorphismen, sie werden definiert durch 

Ha = a” (n = 0,4 1,42,...). 
Die Abbildung 

for(e*) = n&* 

erzeugt den Automorphismus H,; jedes / gehért also einer besonderen Ab- 
bildungsklasse f, an. Wir iibergehen den sehr leichten Beweis, da8 hiermit 
simtliche Abbildungsklassen erschépft sind. (In dem Beispiel in § 6 war 
n = — 1). Fiirjedes nist /” (p) = p. Stets ist ein geschlossener Deformations- 
weg angebbar, bei dem der Bildpunkt von p einen Weg der Klasse « beschreibt, 
namlich f™ (&*) = /™ (&*) + t* (0S t S 1); daher ist g, = J. Die Be- 
dingung fiir die Konjugiertheit zweier Elemente «*, « nach H,, lautet 


a! = (HM, a") akan? = a" — Mgt; 


die H,,-Klassen sind daher die Restklassen (oder Nebengruppen) nach der von 
a"~* oder a"~"! erzeugten Untergruppe J", _,). Die Zahl der H-Klassen 
ist also 

Y, =|n— 1 fir » +1, 

Y= @. 
Da gg das Element « enthalt, das, als linker Faktor zu den Restklassen nach 
I\,, 1, gesetzt, eme zyklische Vertauschung bewirkt, sind jeweils simtliche 
Fixpunktklassen durch g transitiv verbunden. Es ist g, = /'\, _ ,,, daher ist 
Q = Q3/Q_ zyklisch von der Ordnung |m — 1| (fiir » + 1) bzw. von der Ord- 
nung o (fiir » = 1). 

Alle Fixpunktzahlen v\” miissen bei festem » gleich sein, daher ist « = 
oder « = 0. Im Fallen = 1 (Klasse der Identitat) folgt hieraus schon u = 0, 
da nicht « = oo sein kann. Es gibt also bei f, keine wesentlichen Fixpunkt- 
klassen ; in der Tat gestattet ja der Kreis fixpunktfreie Deformationen in sich. 
Es gibt aber unendlich viele unwesentliche Klassen; es mu8 also Deformationen 
des Kreises mit beliebig vielen nicht leeren Fixpunktklassen geben. Solche 


erhalt man in der Tat z. B. in der Gestalt 
(27) {2 (&*) = (€ + wsin 27 €)* ( > O fest). 
Die (aus der Hopfschen Spurformel berechenbare) Gesamtfixpunktzahl 
von @ ist A™ = 1 — m, daher haben wir 
p=v=n—1, 4 =—1 fir n>], 
w=e=v=l—n, 4 = 1 fir <1, 


u=0,"=0, 4» =0 fir n=1. 
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Fiir » + 1 gibt es also nur |m — 1| wesentliche Klassen und keine unwesent- 


lichen. 
Da ZB die Zahlengerade ist, sind die iiber den f aus f liegenden Ab- 
bildungen von § stetige reelle Funktionen 


F(E) = n, 
die einer Funktionalg)eichung 


F(E+1) =F(E)+n 


geniigen. Hieraus sind die obigen Angaben iiber « und » ebenfalls leicht zu 
entnehmen. Insbesondere erhalt man die Fixpunkte von (27) klassenweise, 
wenn man die iiber /” liegenden Abbildungen 
at FO (£) = E+ wsin2xt Hk 

betrachtet und fiir verschiedene Werte von k diesen Ausdruck mit £ gleichsetzt. 

Bei diesen Beispielen war stets J’ = g,; = ge =g3. Da der Fall 
9; = {1} eintreten kann, d. h. daB schon g, nur das Einselement von J’ enthilt, 
wurde auf §. 231 erwahnt. — Wire stets go = gs, so ware g; durch 2» be- 
stimmt, was, wie schon in §7 behauptet, nicht der Fall ist. Dann und nur 
dann, wenn ge = gz ist, wenn also aus (20) (24) folgt, kann man Rp als Funk- 
tion von f und H, insbesondere bei festem H die Fixpunktzahlen als eindeutige 
Funktionen der H-Klassen betrachten. Jedoch lassen sich auch fiir go + g3 


leicht Beispiele bilden. Man kann deshalb nicht allgemein die Fixpunktzahlen 
den H-Klassen eindeutig zuordnen. 


(Eingegangen am 16. 4. 1941.) 








Uber die Irreduzibilitét von Polynomen. 
Von 
Stephan Lipka in Szeged (Ungarn). 


1. Das bekannte Irreduzibilitatskriterium von O. Perron lautet folgender- 
maben?): 


Sind die Koeffizienten des Polynoms 
f(z) = a +a,2"-'4+---+a4, 
ganze rationale Zahlen und ist dabei 
(1) |ai| > 1 + [aa] + |as| +--+ |@,|, 
a, + 0, 


so ist das Polynom f (x) im KG6rper der rationalen Zahlen irreduzibel. Dieses 
Kriterium ist eine einfache Folgerung eines Mayerschen Satzes2), nach dem 
das Polynom f(z) » —1 Wurzeln innerhalb des Kreises |z| = 1 hat, wenn 
die Koeffizienten von f(z) der Ungleichung (1) geniigen. Der Beweis des 
vorigen Kriteriums folgt unmittelbar daraus, daB f (x), wenn es reduzibel ist, 
wenigstens einen Faktor enthalten muB, dessen simtliche Wurzeln absolut < 1 
sind und der also ein konstantes Glied absolut <1 enthilt. Das konstante 
Glied soll aber hier, nach a, + 0, eine von Null verschiedene ganze Zahl sein, 
was unmdglich ist. 

L. Berwald hat folgenden Satz bewiesen*): Geniigen die Koeffizienter 
des Polynoms f(z) der Bedingung 


(1') jax| > |1 + a2| + |as| + --- + [an], 
so hat das Polynom f(x) » — 1 Wurzeln innerhalb des Kreises |z| = 1. Aus 


diesem Satz folgt ebenso wie vorher die folgende verschirfte Form des Perron- 
schen Kriteriums: 


Geniigen die Koeffizienten des Polynoms f (x) der Unglewchung (1') und ist 
a, + 0, so ist f (x) trreduzibel. 


*) O. Perron, Algebra II (1933), 8. 35. 

*) D. E. Mayer, Sur les équations algébriques. Nouv. Ann. Math. (3) 10 (1891), 
8. 111—124. 

’) L. Berwald, Uber einige mit dem Satz von Kakeya verwandte Satze. Math. 
Zeitschr. 37 (1933), S. 75. 
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Von O. Perron stammt auch der folgende Satz*): Wenn die Koeffizienten 
von {(z) der Bedingung a, > 0 und auBerdem der Ungleichung 


Gy > 4"~" (|a,| + |a3| + |ag| + --- +] a,|) 


geniigen, so ist / (x) irreduzibel. Ich werde zeigen, daB in der vorigen Un- 
gleichung der Faktor 4"~—' sich durch einen wesentlich kleineren ersetzen laBt. 
Es gilt nimlich der folgende: 

Satz 1. Wenn die Koeffizienten des Polynoms { (x) der Bedingung a. > 0 
und auferdem der Unglewhung 


(2) Vay > 21 (Ja| + las] + lau] +--+ + lal, On +0, 


geniigen, so ist f (x) irreduzibel. 

Zum Beweis des Satzes bendtigen wir den 

Hilfssatz. Es sei f(z) = 2 +a,2"~'+---+ 4a, ein Polynom mit 
reellen Koeffizienten, und es bedeute — 6 << x < 6, 6 > 0, ein Intervall, das 
alle reellen Wurzeln von { (x) enthalt. Die Koeffizienten von f(x) und 6 sollen 
den folgenden; Bedingungen geniigen : 


(3) a, > 0, 

(4) 6>1, 

(5) a, > &4+(A—1)844, 

wo 

(6) A = |a,| + [as] +|a4] +--+ + [an] 
ist, und 

(7) la,| Ss A-—1. 


Dann hat das Polynom { (x) keine reellen Wurzeln auBerhalb des Intervalles 
—-Il<2z<l. 

Beweis. Da 4(> 1) nach Voraussetzung eine obere Grenze fiir die 
positiven Wurzeln von f (z) ist, so muB das Polynom f (z) fiir alle z > 1 von 
Null verschieden sein, wenn /(z) fiir 1 < z <6 nicht verschwindet. Ist 
nun z > 0, so gilt nach (3) 


\f (z)| = aga*—* — 2* — |a,|2*—* — |as|2"—* — -- -— |a, |, 


und hieraus folgt 
(8) \f (z)| > 9, 


wenn 


1 1 
as > + |a|e + |os| > +--+ lel =~ 





*) O. Perron, Neue Kriterien fiir die Irreduzibilitat algebraischer Gleichungen. 
Journ. f. d. Math. 132 (1907), S. 75. 
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Diese Ungleichung wird nun fiir 1 < z < 6 erfiillt, wenn 
|ag| + lag] +--+ + lan] 


z 





@, > 2 + \ay\z+ 
(lsS239) 
genommen wird, und nach den Bedingungen (6), (7) um so mehr erfiillt, wenn 


a, > a +(4—1)2+4 
(ls2s 6d) 


vorausgesetzt wird. Wichst nun z von | bis 6, so zeigt eine leichte Rechnung, 
daB die rechte Seite der vorigen Ungleichung den gréBten Wert fiir z = 6 
annimmt. Die Ungleichung (8) ist also fiir alle z = 1 sicher erfiillt, wenn a, 
der Bedingung (5) geniigt. Wir miissen noch zeigen, daB das Polynom f (zx) 
auch fiir alle <= —1 von Null verschieden ist. Setzt man hierzu in 
dem Polynom — z statt «(> 0) und betrachtet das normierte Polynom 
(— 1)*-f (— 2) statt f(z), so kann man, da der Koeffizient von z*~* wieder 
positiv ist, so wie in den vorigen Uberlegungen schlieSen, daB fiir alle z < — 1 
die Ungleichung (8) gilt. Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 

Beweis des Satzes 1. Fiir den Fall » = 2 ist der Satz richtig; es sei also 


(9) n> 2. 
Nach (9) und der Ungleichung |a,| = 1 folgt 
(10) A = |a;| + |@3| + |a4| +--- +|@,| 21 


und hieraus nach (2) 
(11) a >1+A4, 


da a, > ; Azt> 3A >1+A gilt. Das Polynom hat ilso zufolge (11) 
(nach Mayers Satz) »— 2 Wurzeln innerhalb des Einheitskreises. Zwei 
Wurzeln von f (z) liegen also auBerhalb des Kreises |z| = 1, und wir behaupten, 
daB die beiden Wurzeln konjugiert-komplexe Zahlen sind. Bedeutet namlich 
H den absoluten Betrag des absolut gréBten negativen Koeffizienten von f (z), 
so ist 1 + H eine obere Grenze der positiven Wurzeln des Polynoms f (z)5), 
und ebenso ist 1 + K eine obere Grenze fiir absolute Betriige der negativen 
Wurzeln, wenn K den absoluten Betrag der kleinsten negativen Koeffizienten 
des normierten Polynoms (— 1)*/(— 2), (2 > 0), bedeutet. Da in den 
Polynomen f(z) und (— 1)" (— 2) die Koeffizienten a, bzw. (— 1)*"~* ag 
positiv sind, so gilt offenbar: 


Max {H, K} S |a,| +|a3| + |a4| +--- + |a.| =A, 


5) Vgl. z. B. Bieberbach-Bauer, Algebra (1928), S. 129. 
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Die reellen Wurzeln von f (z) liegen also simtlich im Intervall — (1 + A) < 
<2<1+A. Man wende nun den vorigen Hilfssatz fir 6 = 1+ A an. 
Die Bedingungen (3), (4) sind hier selbstverstandlich erfiillt. (5) ist auch 
erfilllt, da nach (2) a, > A? ist und auBerdem wegen (7) die rechte Seite 
von (5) (fiir 6 = 1 + A) der Ungleichung 


oe 


9 A 
(12) zy Ao (l+4P+ (44-1) + Wy 
geniigt. Die Richtigkeit von (7) folgt nach (9) und der Voraussetzung |a,| > 1. 
Das Polynom f(z) hat also keine reellen Wurzeln auBerhalb des Kreises |x| = 1, 
und im AuBeren des Kreises |x| = 1 liegt ein Paar konjugiert-komplexer 
Wurzeln. 

Wenn wir nun annehmen, da8 das Polynom / (x) reduzibel ist und etwa 
in zwei Faktoren zerfallt, so muB einer der Faktoren — es sei der erste — 
die beiden, auBerhalb des Kreises |x| = 1 liegenden konjugiert-komplexen 
Wurzeln enthalten. Der zweite Faktor soll dann lauter Wurzeln haben, deren 
absolute Betrige kleiner als 1 sind. Dies ist aber nach obigem unmédglich. 
Die Annahme der Reduzibilitét war also falsch. 

Wir bemerken nachtraglich, daB beim Beweis des Satzes 1 die rechte 
Seite von (12) auch der Ungleichung 
-4_ 
i+aA 
geniigt und deshalb die Voraussetzung (2) sich durch folgende ersetzen lat: 


Vag > V2(1 + || + |as| +--- +|,)). 


Die letztere Voraussetzung ist weniger weitgehend als (2), wenn A > 2 ist; 
A > 2 besteht z. B. dann, wenn das Polynom / (x) mindestens fiinf von Null 
verschiedene Koeffizienten hat. 


Satz 2: Das Polynom f(z) habe nun eine Liicke, und zwar sei 
a = 0. 
Geniigen dre Koeffizventen von f (x) den Ungleichungen 


2(1 + Aj? => (1+ A)? + (42-1 + 


a, > 0, a, + 0, 
(13) Vag > V3 (las| + |a4| +--- +]a,|)%, 
so ist f (x) trreduzibel. 


Beweis. Wir werden den folgenden Laguerreschen Satz anwenden ®): 
Ist in der Gleichting a) 2” + a, 2"—* + --- +a, = 0 mit reellen Koeffizienten a, 


*) Vgl. z. B. E. Pascal, Repertorium der héheren Analysis, Bd. I (Aufl. 2), S. 352. 
Leipzig u. Berlin 1910. 
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der erste der negativen Koeffizienten, also ao, a, ..., @;_,, positiv und be- 
deutet H den absoluten Betrag des absolut gréBten negativen Koeffizienten, 
so ist 

H 
Got a, +-* +4@;_, 





1+ 


eine obere Grenze fiir die positiven Gleichungswurzeln. Aus diesem Satz ergibt 
sich, da a; = 0 und a, > 0 ist, die obere Grenze 1 + a, fii die positiven 
Wurzeln von f(z). Bedeutet ferner K den absoluten Betrag der kleinsten 
negativen Koeffizienten des Polynoms (— 1)"-/(— 2), (x > 0), so ist 
1+; * _ cine obere Grenze fiir die absoluten Betrage der negativen Wurzeln 


1+a, 
von f(z). Setzt man 


A = |as| + |a4| +++ +|a,|, 
so gilt offenbar 
Max {H, K} < A, 


und infolgedessen liefert der Wert 1 + its. eine obere Grenze fiir die 
a 


reellen Wurzeln von f(z). Wendet man nun den Hilfssatz fiir 6 = 1 + é 
3 
an, so gewinnt man fiir (5) 


a= >(1+S) + 4-145) +7. 





Dies ist aber sicher erfiillt, da nach (13) = < ; besteht und man auBerdem 
2 


A = 1 annehmen kann. Das Polynom / (z) hat also keine reellen Wurzeln 
auBerhalb und (nach Mayers Satz) » — 2 Wurzeln innerhalb des Kreises 
|z| = 1, weilag >3 A > A +1 ist. Ebenso wie beim Beweis des Satzes 1 
schlie8t man nun, daB das Polynom f (z) irreduzibel ist. 


Satz 3. Fiir den Grad n von fj (x) gelte nun die Voraussetzwng 
n> 4. 
Geniigen noch die Koeffizienten von f(x) der Bedingung a, > 0 und auferdem 
der Ungleichung 
(14) Yo, > a + |a| + |ap| + as] +|a5| +++ +|aa|), Oe + 0, 
so kann f{ (x) héchstens in zwei Faktoren zerfallen. 


Beweis. Wir zeigen, daB das Polynom f(z) keine reellen Wurzeln auBer- 
halb des Kreises |z| = 1 hat. Man setze 


A = |a;| +|@9| + |as| + |a5| +--+ |@pl- 
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Da in den Polynomen {(z) und (— 1)"-/(— 2) die Koeffizienten a, bzw. 
(— 1)*"~* ag positiv sind, so sollen die simtlichen reellen Wurzeln von f{ (z) 
im Intervall — (1 + A) < g <1+A4 liegen. Das Polynom f(z) hat also 
keine reellen Wurzeln auBerhalb des Kreises |x| = 1, wenn |f(z)| > 0 fiir 
l1<251-+A ist. Die letztere Forderung ist aber erfiillt, wenn 


' 1 , 
a, > x + |a,| 2* + |a,| 2? + |a3| z+ |a5| ry +---+|a,|— 
(i s231+A4) 
gilt, und nach den Beziehungen |a,| < A, |a.| < A, {a3} < A um so mehr, 
wenn 
(15) ag > (1 + A)* 4+ AK(1 + APS + (1 4+ AP 4+ (14+ 4) +4 


gesetzt wird. Es gilt aber die Ungleichung 
2(1 + Ajt > (1 + AY + A{(1 + AS + (14+ 42 + (1+ 4) = 2, 


und infolgedessen, weil nach (14) a, > 2 (1 + A)* ist, ist die Forderung (15) 
erfiillt. Das Polynom f(z) hat also keine reellen Wurzeln auBerhalb des 
Kreises |z| = 1. Nach (14) folgt fiir a, die Ungleichung a, > 1 + A, das 
Polynom / (xz) hat also » — 4 Wurzeln innerhalb des Kreises |x| = 1 (nach 
Mayers Satz). Im AuBeren des Kreises |z| = 1 liegen also zwei konjugiert- 
komplexe Wurzelpaare von / (z). Wenn wir nun annehmen, da das Polynom 
/ (x) in drei Faktoren zerfallt, so mu8 einer der Faktoren lauter Wurzeln 
haben, deren absolute Betriige < 1 sind. Dies ist aber unméglich. Das Polynom 
kann also héchstens in zwei Faktoren zerfallen. 

2. Aus dem Mayerschen Satz lassen sich noch die folgenden Irreduzi- 
bilitatskriterien ableiten: 

Satz 4. Sind ao, a,, ...,-4, feste ganze Zahlen und a, + 0, so ist 

f(z) = agp* +a,2+--- + 4,2" 


irreduzibel, falls p eine Primzahl und k eine geniigend grofe ganze positive Zahl 
bedeutet. 


Beweis. Wenn wir annehmen, daB das Polynom { (x) reduzibel ist und 
etwa in zwei Faktoren zerfallt, so zerfallt das zu / (x) reziproke Polynom auch 
in zwei Faktoren. Es ist also 
agpta + a2"! 40+ bay + 


(16) t 1 
= (ap p* 2" + a, 2"~ +--+ a,) (op ~ "2 + p, 2° +-°* +@,). 


Dabei kann x < k — x angenommen werden. Bedeutet p” die gréBte Potenz 
von p, durch welche der Koeffizient a, + 0 teilbar ist, so folgt nach der Formel 


a, = a p* By + a fo p*~* 
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Faktors von (16) absolut immer gréBer als a Cr ist. Nach * Satz 


werden aber die absoluten Betrige der Wurzeln von (16) beliebig klein, wenn 
nur k eine geniigend groBe ganze positive Zahl bedeutet. Die Zerlegung (16) 
ist also unmédglich. 


Satz 5. Sind ay, a,, ..., a, feste ganze Zahlen und ist p eine geniigend 
groke Primzahl, so ist 


f(z) = agp +a,2 + aga? 4+---+a,2" 
trreduztbel. 
Beweis. Ist p geniigend groB, so liegen alle Wurzeln von f (z) auBerhalb 
des Kreises |z| = |@)|. Wenn nun das Polynom { (2) in zwei Faktoren zerfiallt, 


so mu8 einer der Faktoren ein konstantes Glied haben, dessen Betrag < |@o| 
ist, was unmédglich ist. 


Dieser Satz ist sonst eine unmittelbare Folgerung eines Satzes von 
O. Ore’). 


Aus den Sitzen 4 und 5 folgt leicht der folgende Satz von L. Weisner®): 
f (x) sei ein ganzzahliges Polynom n-ten Grades und ¢ bezeichne eine feste 
ganze Zahl. Hat nun das Polynom / (x) mindestens eine rationale Wurzel = 
und ist p eine geniigend groBe Primzahl, so ist das Polynom-f (xz) + cp irre- 
duzibel. Ist ferner /’ ( 3) + 0, p eine Primzahl und k eine geniigend groBe 
ganze Zahl, so ist das Polynom i) + cp* irreduzibel. 


Man setze zum Beweis z = 3 + y.und bilde die Gleichung 


f(z) +ept = (5 + y) +eph. 
Multipliziert man die beiden Seiten dieser Gleichung mit f*, so gewinnt 
man das ganzzahlige Polynom 
B" (f (2) + cp*) = doy” + by" + +--+ bay + Prep. 
Man kann nun fiir dieses Polynom den Satz 4 anwenden. 

3. Definition. Es sei f(z) = agz* + a,2"~' +--- +a, ein Polynom 
mit reellen Koeffizienten. In einer Ebene mit einem Descartesschen Ko- 
ordinatensystem betrachte ich das Polygon mit den Eckpunkten: 

(— 1,0), (0, ao), (1, 4), (2, ae), ..., (m,a@,), (m + 1, 0). 
Dieses Polygon nenne ich das Koeffizientenpolygon des Polynoms f (z). 


7) O. Ore, Einige Bemerkungen iiber Irreduzibilitat. Jahresbericht d. DMV, 44 
(1934), S. 151, Satz 5 

8) L. Weisner, Criteria for the irreducibility of polynomials. Bulletin of the 
American Math. Soc. 40 (1934), S. 864--870. 
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Satz 6. Sind die Koeffizienten des Polynoms f(x) = x" + a, 2*~'+ 
+-+++ 4, ganze positive Zahlen und ist das Koeffizientenpolygon von { (x) 
im Punkte (1, a,) konkav (von unten), in den anderen Eckpunkten konvex, so 
ist f (x) irreduzibel. 

Beweis. Vom Verfasser riihrt der folgende Satz her®:) 

Es sei g(z) = 492" + a,2"~'+---+a, ein Polynom mit reellen 
positiven Koeffizienten. Wenn das Koeffizientenpolygon von g(z) in dem 
Eckpunkt (k, a,) konkav (von unten) und in den anderen Eckpunkten konvex 
ist, so hat das Polynom g(z) » — k Wurzeln innerhalb und k Wurzeln auBer- 
halb des Kreises |z| = 1. 

Wendet man diesen Satz auf f{(z) an, so ergibt sich, daB m — 1 Wurzeln 
von / (x) innerhalb des Kreises |z| = 1 liegen. Nach dem Perronschen Prinzip 
ist also das Polynom irreduzibel. 

Beispiel. Es sei f(z) = 2* + 102° +622+32+1. Das Polynom 
{ (x) ist nach Satz 6 irreduzibel. Die, Irreduzibilitét von f(x) folgt hier aus 
dem Perronschen Kriterium nicht, da |a,| < 1 + |a,| + |@3| + |a,| ist. 


4. E. L. Petterson benutzte mit Erfolg die folgende Irreduzibilitits- 
bedingung): Liegen m — 1 Wurzeln des ganzzahligen Polynoms / (z) des 
Grades  auBerhalb des Kreises |x| = 0 und ist 0 < / (0) S 9, so ist f(z) 
grreduzibel. Durch Anwendung dieser Bedingung hat Petterson unter anderem 
den folgenden Satz bewiesen: 

Es sei /(x) ein normiertes Polynom der Form”) 


f(z) =9(z)z + M (a), 


wo g(x) und M(x) ganzzahlige Polynome sind. f(z) ist dann irreduzibel, 
falls es eine Zahl o gibt, die folgende Bedingungen erfillt: 

1. g(x) hat keine Wurzeln innerhalb des Kreises |z| = 9. 

2. |g(z)| > = langs des Kreises |x| = 0. 

3.15 |M(0)| So. 
Wir beweisen nun die folgende Erginzung dieses Satzes: 

Satz 7. Es sei f(x) ein Polynom der Form 

f(z) = 9(z)z + M (2), 
*) St. Lipka, Zur Theorie der algebraischen Gleichungen mit positiven Koeffi- 


zienten. Acta litt. ac Sc. Math. § (1931), S. 76, Satz V. 
1°) E. L. Petterson, Einige aus den GréBenbezieh der Wurzeln abgeleitete 





— a 


Irreduzibilitatskriterien. Math. Annalen 114 (1937), S. 79. 


11) Wir bemerken, daB die Voraussetzung, laut der f(z) ein normiertes Polynom ist, 
eigentlich iberflissig ist. 
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wo g(x) und M (x) ganzzahlige Polynome sind. { (x) ist dann irreduzibel, falls 
es eine Zahl 0 gibt, die folgende Bedingungen erfiillt: 

1. g(x) hat keine Wurzeln innerhalb des Kreises |x| = y, bis auf die 

Stelle x = 0, wo g(0) = 0 ist, aber g'(0) + 0. 

2. |g(z)| > =o laings des Kreises |x| = 0. 

3. M (x) hat keine reellen Wurzeln innerhalb des Intervalles - 9 < 2 < ». 

4. sgn M (0) = sgnq’ (0). 

5. 1 <|M(0)| Se. 

Beweis. Nach der Voraussetzung 1. liegen zwei Wurzeln des Polynoms 
zg(x) innerhalb des Kreises |z| = 9. Nach Voraussetzung 2. besitzt also 
f (x) gleichfalls zwei Wurzeln innerhalb des Kreises |x| = 0 (laut des Rouché- 
schen Satzes). Wegen 1., 3. und 4. hat aber das Polynom /{ (x) keine reellen 
Wurzeln innerhalb des Intervalles — 9 < x S o. Infolgedessen hat / (z) ein 
Paar konjugiert-komplexer Wurzeln innerhalb des Kreises |z| = 9. Wenn 
wir nun annehmen, da8 das Polynom f (x) in zwei Faktoren zerfallt, so muB 
einer der Faktoren lauter Wurzeln haben, deren absolute Betriige gréBer als 0 
sind. Das konstante Glied dieses Faktors ist dann absolut gréBer als 0, was 
der Annahme 5. offenbar widerspricht. 

Als Beispiel erwahne ich das ganzzahlige Polynom 


f(z) = (a& +a) 22+ 2% +5, 


wo g(z) = (2" + a) xz und M (z) = 2” + bist. Dies ist irreduzibel, wenn m 
gerade, a > 0, 6 > 0 und 


ist. 
Aus Satz 7. und Uberlegungen von Petterson [vg]. FuSnote 1)] lassen 
sich noch die folgenden Satze ableiten: 


Satz 8. Es sei f(x) ein ganzzahliges Polynom der Form 
f(z) =g(z)xa+a, a+0. 
€ 
Die stimtlichen Wurzeln von g(x) seien reell, ferner sei x = 0 eine einfache 
Wurzel von g(x) und 
sgn g’ (0) = sgna. 
Ist dann o der absolute Betrag der absolut kleinsten reellen Wurzel der Gleichung 
|9 (2)| = |2|, 
so ist f(x) trreduzibel fiir 
jal <e. 
16§* 
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Der Satz 8 laBt sich auf das Polynom f(z) = 2? I (x — 6.) +a mit 
ganzen 6, und a anwenden: 
Satz 9. Das Polynom 
} (x) = # I] (2 — b,) +a, a + 0, 
wo a und alle b, ganz sind und 


1 < {b;| S.|b9| 


lA 


ooo S [6,|, 
ferner 

san I] 6, = sgna 
ast, ist irreduzibel fiir 

ja| < |b,| —1. 


5. Mit Hilfe der Pettersonschen I[rreduzibilitaétsbedingung und meines 
Satzes [vgl. FuBnote °)] lassen sich noch die folgenden Irreduzibilitatssatze 
ableiten: 


Satz 10. Geniigen die Koeffizienten des ganzzahligen Polynoms { (zx) 
= doz" + a,2"~'+---+ a, der Ungleichung 


|@n—1| > |ao| |@n|"~* + |ar| [an|*—* + |as| [an|*—* + 
+++ + [aye] [aj +1, a, +0, 


so ist { (x) irreduzibel. Der Beweis folgt aus der Irreduzibilitatsbedingung von 
Petterson fiir 9 = |a,| mit Hilfe des Mayerschen Satzes. 


Satz 1l. Geniigen die Koeffizienten von { (x) den Ungleichungen 
@,-2>090, a,> 0, 
@,-2 % > A? {| ao| a,” " + |a,| a,” =8 + 


+ | as! a,” a. ors + |@, _3| 4x? + a, _ 4| +I}, 


A = |@o| + |@;| +--+ +|Gn_3| + |@,~1| + |4nl, 


ist, so ist { (x) irreduzibel. Man beweist genau so wie beim Satz 1, daB das 
Polynom f(z) »—2 Wurzeln auBerhalb und zwei konjugiert-komplexe 
Wurzeln innerhalb des Kreises | z| = a, hat. Nach der vorigen Irreduzibilitats- 
bedingung folgt also, daB f (x) irreduzibel ist. 
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Satz 12. Sind die Koeffizienten des Polynoms f (x) = agz" + a,2"~* + 
+ :+-++-+ 4, ganze positwe Zahlen und geniigen sie den Ungleichungen 


hae 4,2 a1 
< 3a,’ = oe %< 35 . = a. 





a 
a, < oa,’ 





so ist f(x) wrreduzibel. 


Beweis. Wir wenden die Pettersonsche Irreduzibilititsbedingung fiir 
0 = 4, an und beweisen, daB das Koeffizientenpolygon des Polynoms 
{ (a,2) im Eckpunkte (m — 1, @,_,4@9) konkav und in anderen Eckpunkten 
konvex ist. Es gelten wirklich die Ungleichungen 


o,_,0,~***+e,,,03~°~" 

2 
fiir k = 0, 1, 2,...," — 2, woa, = 0 fiir A < 0 ist, da nach Voraussetzung 
(@,,, — 24@,a,)a"—*—" positiv sind. Laut meinem Satze hat also das 
Polynom / (zx) eine Wurzel innerhalb und nm — 1 Wurzeln auBerhalb des Kreises 
|z| = a,. Daf (0) = a, ist, folgt nach der vorigen Irreduzibilitétsbedingung, 
daB f(z) irreduzibel ist. , 


n—k 
a,4,, <= 





(Eingegangen am 23. 12. 1940.) 








Eine neue Einteilung der Permutationen. 


Von 
Lothar v. Schrutka in Wien. 


1. Aufstiege und Abstiege. Profil einer Permutation. Ist ab... ik... m 
eine Permutation der Zahlen 1, 2, ..., m, so mége gesagt werden, daB zwei 
nebeneinander stehende Zahlen (Elemente) « und k einen Awfstieg oder einen 
Abstieg bilden, je nachdem i < k oder t > & ist. Die Anzahl der Aufstiege 
und der Abstiege zusammen betragt » — 1. Ein Aufstieg mége durch das 
Zeichen /, ein Abstieg durch das Zeichen \. angedeutet werden. Jeder 
Permutation entspricht daher eine Aufeinanderfolge von n—1 Zeichen 
/ oder \, die etwa das Profil der Permutation genannt werden mége.. 
Dagegen entsprechen einem solchen Profil im allgemeinen mehrere Permu- 
tationen, wie schon daraus ersichtlich ist, daB es n! Permutationen, dagegen 
2"-! Profile gibt, und da8 zwar fiir » = 1 und 2 n! = 2"~}, dagegen fiir 
n=3 n! > 2"! ist. So z.B. entspricht der Permutation 1675243 das 
Profil “7 \\. /\, umgekehrt diesem Profil nicht nur die Permutation 
1675243, sondern auch 1453276, 1276354 und noch andere. 

Permutationen, die Auf- und Abstiege in regelmaBigem Wechsel auf- 
weisen, sind von D. André in Journ. de Math. (3) 7 (1881), 8. 167 und Paris 
C. R. 97 (1883), S. 983, 1356 betrachtet und alternierende genannt worden; 
er hat einen bemerkenswerten Zusammenhang mit den Sekanten- und den 
Tangentenkoeffizienten aufgedeckt (auch dargestellt in E. Netto, Lehrbuch 
der Kombinatorik, § 60, 63). Solche alternierenden Permutationen sind z. B. 
25143, 51324 usw. 


2. Aufstiegziige und Abstiegziige. Kine Gruppe von Elementen mit lauter 
Aufstiegen, die beiderseits von einem Abstieg eingeschlossen werden oder bis 
an den Rand reichen, bildet einen Aufstiegzug. Hierunter soll auch der Fall 
von 0 Aufstiegen eingeschlossen werden. Ganz entsprechend ist ein Abstiegzug 
zu erkliren. Die Anzahl der Aufstiegziige und der Abstiegziige zusammen 
betriigt n + 1. In der Permutation 1675243 bilden also 167, 5, 24, 3 Aufstieg- 
ziige, 1, 6, 752, 43 Abstiegziige. 

Das letzte Element eines Aufstiegzuges bildet mit dem ersten des folgenden 
einen Abstieg, und umgekehrt bilden die beiden Elemente eines Abstiegs 
das Ende und den Anfang je eines Aufstiegzuges. Daher ist die Anzahl der 
Aufstiegziige um 1 gréBer als die der Abstiege. Ebenso ist die Anzahl der 
Abstiegziige um 1 gréBer als die der Aufstiege. Bei Anzahlbestimmungen 
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kann man sich daher auf die Auf- oder Abstiege beschrinken. Im folgenden 
sollen in erster Linie die Abstiege gezihlt werden. 


Die Auf- und Abstiegziige sind von J. Bienaymé [Paris C. R. 81 (1875), 
S. 418] unter dem Namen steigende und fallende Sequenzen behandelt worden 
(auch dargestellt in E. Netto, Lehrbuch der Kombinatorik, § 60). 


3. Kennzeichnung der Profile durch Zahlen. Setzt man in einem Profil 
fiir / die Ziffer 0 und fiir \, die Ziffer 1 ein und liest die Zahl im Zweier- 
system, so bekommen lle méglichen Profile fortlaufende Zahlen von 0 bis 
2-1-1, 

4. Einteilung der Permutationen. Die Anzahlen C’,. Man kann die Per- 
mutationen nach der Zahi der Abstiege einteilen. Es sei C? die Anzahl der 
Permutationen von n Elementen mit k Abstiegen (daher mit » — 1 — k Auf- 
stiegen). Schreibt man alle Permutationen in umgekehrter Anordnung, so 
wird aus jedem Aufstieg ein Abstieg und umgekehrt. Also ist C} = C?_, _ ,. 
Hierbei mu8 n = 2 sein. 


Als Beispiel seien die 24 Permutationen fiir » = 4 angefiihrt: 


















































P i Profil — = P i | Profil — | — 
ermatation ‘0 a er ermutation ro dya- ka- er 
ditch | diach | Abstioge dite | $k | Avstioge 
1234 |,,/| 000 | 0 0 3124 |\ 7] 100 4 1 
1243 | 7 7\|| 001 1 1 3142, W\7\] 101 5 2 
1324 | /7\ 7} 010 2 1 3214 I\\ 7] 110 | 6 2 
1342 | 7/\j 001 | 1 1 3241 I\/\| 101 | 5 2 
1423 | ~\ || 010 | 2 1 a4i2 | 7 7|| 010 | 2 1 
1432 ’7\\j O11 | 3 2 3421 |/\\/ 011 | 3 2 
2184 i\7/| 100 | 4 1 4123 }\ 7/7) 100 | 4 1 
2148 «NX 77\ jf 101 | 5 2 4182 |\/\j 101 | 6 2 
2314 +f /\/] 010 | 2 1 4218 I\\ 7] 110 | 6 2 
2341 I’, /\j 001 | 1 1 4231 |\ /\j 101 | 5 2 
24138 «|’7\ /] 010 | 2 1 4312 I\\/| 110 | 6 2 
2431’ 7\\f O11 | 3 2 4321 #\\\j 111 | 7 3 








Zahlt man ab, so findet man fiir die Permutationen mit 0, 1, 2, 3 Abstiegen 
die Anzahlen 1, 11, 11, 1. Bei » = 3 findet man in ahnlicher Weise fiir die 
Permutationen mit 0, 1, 2 Abstiegen die Anzahlen 1, 4, 1. Bei n = 2 gibt es 
nur die beiden Permutationen 12 und 21; die erste hat keinen, die zweite einen 
Abstieg. Bein = 1 gibt es nur die eine Permutation 1, die keinen Abstieg hat. 


5. Riicklaufformel fiir die Zahlen C}. Fiir héhere n wire die Auszihlung 
schon sehr miihsam. Die C} lassen sich aber riicklaufend (rekurrent) berechnen. 
Zur Herleitung dient ein Verfahren, das auch von D. André angewendet wird. 
Wird in einer Permutation von 1, 2, ..., » die Zahl m gestrichen, so bleibt 
eine Permutation der Zahlen 1, 2, ..., » — 1 iibrig. Stand » am linken Rand, 
so fallt im Profil das erste Zeichen \. weg; stand » im Innern, so wird ein 
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Zeichenpaar / \. durch / oder durch \, ersetzt, je nach der GréBenbeziehung 
der beiden Elemente, die dem » benachbart waren; stand endlich n am rechten 
Rand, so fallt das letzte Zeichen / weg. Im ersten Fall wird die Anzahl der: 
Abstiege um eins kleiner; im zweiten Fall wird sie um eins kleiner oder sie 
bleibt unveriindert, je nachdem / oder \, an Stelle von / \ tritt; im dritten 
Fall bleibt sie unverindert. Also werden aus jeder der C? Permutationen von 


1, 2,..., m mit k Abstiegen so viele Permutationen von 1, 2, ..., » — 1 mit 
k — 1 Abstiegen, als sie selbst Aufstiege haben und noch eine dazu, somit 
n—1—k+1=n-—k, und so viele Permutationen von 1, 2,...,»—1 mit k 


Abstiegen, als sie selbst Abstiege haben und noch eine dazu, somit k + 1. 
Also gilt die Riicklauf- (Rekursions-) formel 


Cr =n—kOR-i+k+1C37%. 


Nach dieser lassen sich die Zahlen C leicht berechnen. 
6. Werte der Zahlen C}. Die ersten Werte enthilt die folgende Tabelle: 








k 
0 1 2 3 4 6 
n 
1 1 
2 1 1 
3 1 4 1 
4 1 ll ll 1 
5 1 26 66 26 1 
6 1 67 302 302 57 1 
7 1 120 1191 2416 1191 120 
8 1 247 4293 15619 15619 4293 
9 1 502 14608 88234 156190 88234 
10 1 1013 47840 455192 1310354 1310354 





























In gewissem Sinne ist eine Anordnung im Dreieck, wie bei den Binomial- 
koeffizienten, anschaulicher: 


1 
1 1 
1 4 1 
1 ll 1] 1 
1 26 66 26 1 


Nach der Bedeutung der Zahlen C% ist die Summe der Zahlen in jeder 
Zeile gleich »!. Dasselbe folgt durch vervollstindigte Induktion aus der 
Riicklaufformel. 

7. Auftreten der Zahlen C?, als héhere Differenzen. Die Zahlen C7? treten , 
an verschiedenen Stellen in der Mathematik auf. Sie finden sich zuerst bei 
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P. 8. Laplace, Mém. de l’acad. des sciences & Paris 1777, 8. 99 usw., und bei 
S. F. Lacroix, Traité des différences, t.3, 2°° éd. 1800, S. 114 (beides an- 
gefiihrt nach L. Saalschiitz, Vorlesungen iiber die Bernoullischen Zahlen, 
Berlin, Springer, 1893, 8.65, Anm.1, mit einigen Erginzungen nach 
J.C. Poggendorff, Lit.-biogr. Handwérterbuch, Band 1; bei Saalschiitz 
ist C} = Af,,). Die Formel von Laplace lautet [Saalschiitz, Vorl., S. 63, 
Formel (32); S. 76, Formel (12)]: 


cy =k + yr — ("tes (Ee ap— eape "EY 


Sie kann sogleich durch Nachweis der Riicklaufformel in 5. bestitigt werden 
(L. Saalschiitz, Vorl., 8. 63, 64). 

Fiir die Laplacesche Formel kann noch eine recht anschauliche Dar- 
stellung gegeben werden. Sie unterscheidet sich namlich von der Formel fiir 


die (n + 1)-te Differenz fiir die Zahlenfolge der »-ten Potenzen der ganzen 
Zahlen 


(a+ntiy—("T")@+npt (*t")e + n—1)*—--. + (= 1)+1¢8, 
woa = —n,—"+1,..., — 1 zu setzen ist, nur dadurch, daB an Stelle der 
n-ten Potenzen der negativen Zahlen 0 eintritt. Die Zahlen C? sind daher die 
(nm + 1)-ten Differenzen der Zahlenfolge ..., 0, 0, 0, 0, 1", 2", 3", 4", ..., 
soweit sie nicht Null sind. Der Fall » = 4 sei hier mit Hilfe des Differenzen- 
spiegels dargestellt : 


0 +4 0 
0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 1 
0 0 1 
0 1 u 
0 1 12 
1 13 11 
i 14 23 
15 36 1 
16 50 24 
65 60 0 
81 110 24 
175 84 0 
256 194 24 
369 108 0 
-. = ws = s 
1296 105 42 #94 
2401 


8. Auftreten der Zahlen C} als Entwicklungskoeffizienten in héheren 2:b- 
leitungen. Die Zahlen Cy treten ferner, mit abwechselnden Vorzeichen, als 
Koeffizienten der Zahler der Ausdriicke 


v v ? v ag v "\r\r 
(1 + »)?’ (apa): (>(a) )>(»(G to) ) re 
auf (L. Saalschiitz, Vorl., 8. 60; siehe auch G. Frobenius, Sitzungsb. d. preuB. 
Akademie d. W., 1910, 8. 826). Durch eine kleine Umformung kann man 
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daraus auf die héheren Ableitungen von — 2 gelangen. In der Tat ist 








F +] ~k — ~ at 


EW -he) - eee - OS 


l |" ore] s et +2677 3 e* + e*).—e* _ oF 4+ 40°74 63% 

















1" Qi—e) (1—e) (1 —e*)* agp ° 
und wenn 
l n) Cher +Ote®*#+.-- +0", e%* 
F +] as (1 — e*)**1 


gesetzt wird, so folgt 
1 Yr Cpe + 207 #4305 F* + --- +m Cn_ 1 0"* 
; +5] a (1 —e*)"*? 
(OR e+ OM F*# +... +O%_ e189 408_ 16%) -—é 
+1 (1 —e*)**2 


e"* _ On e** — 208 &* —--. — 











poe ae +++ +nCe_, 





— 9-10) _.e?_ nore titp np osety 


+x-pl1Cre*+...4 nF10%_, ce? 4+n4+10%_,e%+!* 


\ 








(1 —e*)"*? 
[Op e* + (207 + Cp) 7 + (3C2 +n—1OT)*+--.4 
\ +(nO%_,+20%_,)e"*40"_, oh ¥l2 
aS a ae Sl (1 — ez)" +2 


und nach der Riicklaufformel 

l n+) Catt ett ontl Se onti sey ... pontigneroatl satis 
womit die allgemeine Giiltigkeit der Formel nachgewiesen ist. 

Im Zusammenhang damit steht das Auftreten der Zahlen C in der Ent- 
wicklung von = nach Potenzen von wu (L. Saalschiitz, Vorl., S. 74). 


p—ce 








Es sei noch auf eine Abhandlung von E. Unferdinger im Archiv der’ 


Mathematik und Physik 41 (1864), S. 145—151 hingewiesen. 

9. Zusammenhang der Zahlen Ci, mit gewissen Reihen. Hier mogen noch 
kurz einige Abhandlungen von L. Toscano, u.a. Tohoku math. Journal 38 
(1933), S.332—342; Boll. Un. Mat. Ital. 15 (1936), S.8—12; 16 (1937). 
S. 144—149 angefiihrt werden. In der zweiten sind insbesondere auch die 
in 6. angegebenen Zahlenwerte enthalten. 


(Eingegangen am 23. 6. 1941.) 





ao 





Modell einer Differentialrechnung 
mit aktual unendlich kleinen GréBen erster Ordnung. 


Von 
Ludwig Neder in Minster i. W. 


Zweck der vorliegenden Arbeit ist der Nachweis der Widerspruchsfreiheit 
einer durch Weglassung der unendlich kleinen GréSen héherer Ordnung 
vereinfachten, im iibrigen aber ganz Leibnizischen Differentialrechnung mit 
aktual unendlich kleinen GréBen (Differentialen) erster Ordnung?). 

Dabei tritt an die Stelle des Satzes, daB das Produkt zweier unendlich 
kleinen GréBen (1. Ordnung) eine unendlich kleine GréBe 2. Ordnung ist, 
der Satz, daB dieses Produkt exakt verschwindet: Es wird also genau so ge- 
rechnet, wie in der guten alten Zeit der Differentialrechnung. 

Die Grundlage unserer Betrachtungen ist ein System von komplexen 
Zahlen der Gestalt 


A = 4, + 437, wo @,, a, reelle Zahlen und 7? = 


Dieses System ist nun keineswegs neu. Es kommt vielmehr (als System der 
dualen Zahlen) in der Literatur vor, neben anderen, allgemeineren Systemen, 
in denen es als Teilsystem oder als Spezialfall enthalten ist. 

DaB solche Systeme fiir geometrische Zwecke bereits Verwendung ge- 
funden haben, entnehme ich einer liebenswiirdigen Mitteilung des Herrn 
van der Waerden. 

Im einzelnen sind zunichst folgende Verfasser anzufiihren: A. Kotjelni- 
koff?), D. Seiliger*), Joh. Petersen‘), E. Study’), J. Griinmwald*). Sodann 
erkannte P. Predella’), daB das obengenannte komplexe Zahlsystem auch als 


') Optimisten médgen hoffen, daB man die hier vorgetragenen Betrachtungen 
eines Tages dazu verwenden wird, eine neue (und keineswegs zu verachtende) Begriin- 
dung der Differentialrechnung zu geben. 

2) Schraubenberechnung und einige Anwendungen derselben auf Geometrie und 
Mechanik. Kasan Univ. 1895/96. 

3) Hauptformeln der komplexen Liniengeometrie. Kasan Univ. Nr. 12 (1897). 

*) Nouveau principe pour études de géométrie des droites. Oversigt over det 
K. Danske Vidensk. Selskabs Forhand]. 1898. 

5) Wir zitieren nur: Geometrie der Dynamen, 8. 195ff. Leipzig 1903. 

*) Uber duale Zahien und ihre Anwendung in der Geometrie. Mon.hefte f. Math. 
17 (1906). 

7) Saggio di Geometria non-Archimedea. (Nota II.) Giorn. di Mat. di Battaglini 
50 (1911). Vgl. Abschn. X. 
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(,,eindimensionales‘) nicht-archimedisches Zahlsystem interpretiert werden [ 
kann. (Er sagt auch geradezu: a,7 heiBt unendlich klein.) Weiter sind dann 
noch zu nennen C, Segre*) und Chr. Betsch®). 

Auch der Funktionsbegriff, den wir benutzen, kommt (bis auf eine 
Kleinigkeit) in der Literatur bereits vor: Petersen hat — allerdings nur fiir 
ganze rationale, exponentielle und goniometrische Funktionen, sowie fiir deren 
Umkehrungen -- in anderer Bezeichnung die Eigenschaft 

f (@, + 42y) = f (@) + f (Gi) - aay, 


die er aber nicht zu einer Definition erhebt. Und Predella definiert 


f a a 
f(x + Zo, Y1 + ¥2%,°**) = Hayy) + (mgh + wege t---)™ 


was mit unserer Definition der Funktion beinahe iibereinstimmt. 


§ 1. 
Die Arithmetik des Bereiches der Verinderlichen. 
1. Das bereits erwihnte Gréfensystem, in dem unsere Gedankenginge 
verlaufen werden, besteht aus den geordneten Paaren reeller Zahlen 


A=[a,c], B=([b,f), .... X =[z,4,... 


Wir bezeichnen sie als gemischte Groen und fiihren weiterhin folgende Be- 
zeichnungen ein: 

[a, a] heiBt endlich, wenn a + 0; 

(0, a] heiBt wnendlich klein; 

[a, 0) heiBt real. 
Wir rechnen also [0,0] zu den unendlich kleinen GréBen. 


2. Die (exakte) Gleichheit ist erklart durch 
A=Bze=-b,a4=f: 
Diese Beziehung ist offenbar reflexiv, symmetrisch und transitiv. 
3. Die Ordnung wird hergestellt durch die hinzutretende Definition?®): 


A<Baza<b oder a=b,a<f. 


5) Le geometrie projettive nei campi di numeri duali. Atti R. Accad. delle Sc. 
di Torino 47 (1912). 

®) Zur analytischen Geometrie der dualen GréBen. Diss. Tibingen 1917, gedruckt 
1918. 

1) Daher ist das System der gemischten GréBen ebenso sehr oder ebenso wenig 
enschaulich wie das System der reellen Zahlen. 
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Die so erklarte Kleinerheit ist transitiv. Da ferner die drei Méglichkeiten 
(a < b oder a = b, a < B) oder (a = b, « = ) 
oder (a = b, a > B oder a > d) 
eine vollstandige Disjunktion bilden, ist auch die Disjunktion 


A<B oder A=B oder A>B 
vollstandig. 


4. Die Addition ist erklart durch 
A+B=[a+6b, «+ }"). 


Wegen dieser Definition gehorcht sie offenbar den iiblichen Gesetzen (vor 
allem dem kommutativen und dem assoziativen) und besitzt einen Modul 
(auch Nullelement genannt) 

O = [0, 0}. 
Auch das Monotoniegesetz 


A<A'’>-A+B<A'HB 


besteht zu Recht, wie leicht zu sehen ist. 
Ferner gilt: Die Summe zweier unendlich kleinen GréBen ist unendlich 
klein. 


5. Die Subtraktion. Die Differenz A — B ist erk‘art als die Auflésung der 
Gleichung 
X+B=A. 
Aus unseren Definitionen folgt 
t+b=a, §+f=a 
und daher 
A— B= [a—b, a — §]. 


Und es gilt: Die Differenz zweier unendlich kleinen GréBen ist unendlich 
klein. 


6. Die Fast-Gleichheit. Da man wiinscht, zwei gemischte GréBen bereits 
dann zusammenzuwerfen, wenn sie in ihren realen Bestandteilen iiberein- 
stimmen, hat man Veranlassung, den folgenden Begriff der Fast-Gleichheit 
einzufiihren: 


A+Baa=b. 


11) Daher ist 
(a, 2] = [2,0] + (0, a), 


also jede gemischte GréBe die Summe einer realen und einer unendlich kleinen GréBe. 
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Es gilt dann: Die Differenz zweier fast gleicher GréBen ist unendlich klein. 
Und man hat die Subsumptionsregel 
A=B-A=B. 
7. Die Multiplikation zweier gemischter GréBen ist erklart durch 
A-B = [ab, aB + ba). 
Diese Operation ist offenbar kommutativ und assoziativ. Auch ist sie distri- 
butiv zur Addition. Und sie besitzt einen Modul (auch Einselement genannt) 
E = [1, 0). 


Ferner gilt: Das Produkt zweier endlichen GréBen ist endlich. Das 
Produkt einer endlichen und einer unendlich kleinen GréBe ist unendlich 
klein. Das Produkt zweier unendlich kleinen GréBen ist exakt gleich Null??). 

Letzteres ist (da wir unendlich kleine GréBen héherer Ordnung nicht be- 
sitzen) der hier angemessene Ausdruck der Tatsache, daB das Produkt zweier 
unendlich kleinen GréBen (1. Ordnung) gegen jede unendlich kleine GréBe 
(1. Ordnung) zu vernachlassigen ist. 


8. Die Division. Der Quotient A: B = 
der Gleichung 


4 


3 ist erklart als die Auflésung 


X-B=A. 
In dieser Hinsicht gilt hier Folgendes: 
a) Durch eine endliche GréBe kann jede gemischte GréBe dividiert werden. 
Denn man hat infolge der letzten Gleichung: 


_. ba—aB 


th=a, c=; Fht+bé=e, ae 


so daB sich ergibt 





<= [¢.-*4] bei b + 0. 


b) Durch eine unendlich kleine GréBe kann nur eine unendlich kleine 
GréBe dividiert werden. Denn die Definitionsgleichung des Quotienten ergibt 
als Folge von b = 0 die Beziehung a = 0. 

c) Der Quotient zweier unendlich kleinen GréBen ist nur bestimmt bis 
auf die willkiirlich bleibende zweite Komponente £. Denn man hat 


(z, €]- [0,8] = [0,28 + 0-€] = [0,a], r= Fz E beliebig. 
Daher wird hier 
4 =[%,0] bei 0 oder B+O 
a. a [5 ; | ei p+ er + 0. 
**) Deshalb kann das Monotoniegesetz nicht gelten. 





' 


' 
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Die iiblichen Quotientenformeln gelten fiir das Rechnen mit unendlich 
kleinen GréBen nur zum Teil. So ist z. B. die Formel 


A-B 
A= 


falsch, dagegen die (spater gebrauchte) Formel 
A=4-B bei B+O 
richtig, weil man hat 
a 
(0,a] = (5. €]- (0,8), 
ganz gleichgiiltig, welchen Wert £ auch haben mag. 
9. Ein wichtiger Satz: Die Beziehungen 
A=B und A: [0,y] = B-[0,y] 
sind bei [0, y] + O (d. h. bei y + 0) fiir einander notwendig und hinreichend. 
Beweis. Die beiden Beziehungen besagen 
[a,«) = [6,8], d.h. a=b 
beziehungsweise 
(a, «} - [0,7] = [6, B]- [0,7] oder [0, ay] = [0, by], 
d.h. ay = by bei y + 0, also a = b. 
10. Das System der realen Gréfen (a, 0] gehorcht, wie die vorstehenden 
Betrachtungen zeigen, den folgenden Gesetzen: 
{a, 0] = (6,0) >a=b, [a,0] < [4,0] =a <b, 
{a, 0] + [b, 0] = [a + b, 0}, 
[a, 0}-[b, 0] = [ab, 0], {a,0]:[b, 0) = [+ 0] bei b+0. 


Diese Gesetze zeigen, daB das genannte System vollkommen isomorph ist 
mit dem System der reellen Zahlen. Fiir alle Anwendungen kann daher ersteres 
an die Stelle des letzteren treten. Und man darf dann die Stellvertreter mit 
dem Namen der Vertretenen bezeichnen: 


{a, 0] = a. 


§ 2. 
Die Funktion einer gemisebten Veriinderlichen. 


1. Der Funktionsbegriff. Wir haben nicht die Absicht, hier die allgemeine 
gemischte Funktion einer gemischten Veriinderlichen zu studieren. Vielmehr 
wollen wir unsere Betrachtungen beschrinken auf die ,,Deckfunktion“ 
F (X) = F [z, &], die zu einer reellen Funktion f (x) gehért, und die folgender- 
maBen erklirt ist: 
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Definition. Als gemischte Funktion, die eine gegebene reelle, differen- 
tiierbare Funktion / (xz) ,,deckt“, bezeichnen wir den Ausdruck 
F(X) = F{a, €) = [f (2), &f'(2)). 
Setzen wir darin speziell /(z) = ¢ (konstant), so erhalten wir 
C = [e, 0], 


eine Konstante, die wir auch mit c bezeichnen diirfen und wollen. Zur Deck- 
funktion gehért also notwendig die (iibrigens reale) ,,Deckkonstante“. 

Man kann aber auch anderweitig einsehen, daB unreale Konstanten 
unzulassig sind. Namlich deshalb, weil man mit ihnen eine vorliegende Deck- 
funktion nicht immer multiplizieren kann, ohne den Funktionsbereich zu 
verlassen. Denn man hat, wenn C jetzt eine beliebige gemischte Konstante 
bedeutet : 


C- F(X) = [c.y)- (f (@), € f(a] = [ef (2), Eef’ (x) + yf (@)), 


und dieser Ausdruck fallt (im wesentlichen) nur fiir y = 0 unter unseren 
Funktionsbegriff. 

Bemerkung. Da8 Summe, Differenz, Produkt und Quotient zweier 
Deckfunktionen wieder eine Deckfunktion ist, kann leicht bewiesen werden, 
soll aber hier nicht benutzt werden, da man zum Beweise den Ableitungs- 
kalkiil braucht. 


2. Folgerung aus vorstehender Definition. Wenn man setzt 
X, = [#, 6], Xe = [#, &], 


so ergibt sich 
F (X,) — F(X) = [f (2), &:/'(2)] — Uf (2), Sef’ (2)) 
= (0, (€; — §e) f' (x)) - (0, &; pt &s] . if'(z), 0) se (X; — X2) BD (f(z), 0}. 
Nach § 1, Nr. 8, c) ist daher 


F(X,)— F(x , 
SS + Uf 0} 


was unabhiangig ist von X, und Xg. 


Dies besagt ganz genau die den alteren Analysten wohlvertraute Tatsache, 
da8 die Funktion in ihren kleinsten Teilen geradlinig verlauft. 


3. Die ganzen rationalen Funktionen '3) sind erklart durch die Formel 


G(X) = G(x, §] = (g(a), &g9' (z)], wo g(x) = Sex mit c, + 0. 
v=0 





18) Hier wird ausnahmeweise die Forme! fiir die Differentiation. einer Summe 
und eines Produktes verwendet. 
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Dazu tritt noch die Funktion, die identisch verschwindet. Dann gelten 
folgende Sitze: 

a) Jede ganze rationale Funktion besitzt eine endliche Potenzrethen- 
entwicklung. Denn man hat, wenn die auftretenden Summen von 0 bis n laufen: 
G(X) = [Ze, 2°, EL ve,2"—*] 

= T{e,2’, Eve,z”~"] = J [e,, 0) - [z’, v2"~"] = Lo, X". 

b) Es gilt eim Nullitdtssatz: Eine ganze rationale Funktion vom Grade 

n = 1 besitzt héchstens n ,,Wurzelgebilde“. Denn die Annahme 
G[z,,&)=0 gibt g(z,)=0 und ,9(z,) =0 
und umgekehrt. Und man erkennt so: 

a) Jeder einfachen Wurzel von g(x) entspricht ein (iibrigens realer) 
Wurzelpunkt von G (X), namlich 

X, = [z,, 1. 

f) Jeder mehrfachen Wurzel von g (x) entspricht eine Wurzelstrecke von 

G(X), gegeben durch 
X, = [z,, 6], wo —w<&<+o. 


c) Daraus folgt der Identitédtssatz: Wenn eine ganze rationale Funktion 
vom Grade < » in (m + 1) Punkten verschwindet, von denen keine zwei 
fast-gleich sind, so verschwindet sie identisch. 


d) Wenn ein realer héchster Koeffizient ¢c = [c, 0] und  reale und ver- 
schiedene Wurzelpunkte X, = [z,, 0], y = 1, 2, ..., m gegeben sind, so be- 
steht eine Produktentwicklung 

ce: 17 (X — X,) = [e, 0] - 77 [x — z,, §] 

= [e, 0] - (7 (2 — z,), ELI (w@ — a,)) 
= [ell (x — «,), Ec 211 (x — 2,)] = G(X). 
Il bedeutet, daB der v-te Faktor wegzulassen ist. 

4. Die goniometrischen Funktionen. Von diesen sind die beiden ersten 

erklart durch die Formeln 
Sin X = [sinz, cos z], Cos X = [cos z, — & sin 2}. 
Indem wir darauf verzichten, die Additionstheoreme zu verifizieren, stellen 
wir nur fest, da der Pythagoras gilt: 
Cos? X + Sin? X = [cos? z, — 2 & sin x cos z] + [sin® z, 2 € sin z cos 2] 
= [1,0] =E. 

Ferner sieht man sofort, daB der Sin X in den Punkten 

X, =[vx,0), » = 0, +1, +2,..., 
verschwindet, und sonst nirgends. 


Mathematische Annalen. 118. 17 
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Weiter ist die Funktion Tan X zu erkliren durch die Gleichung 
1 
Tan X = [tan q, g satal: 
Sie geniigt der Beziehung 


Tan X = Sin X:CosX = [S2=,g°MP= SZ Tess) bei cos 2 +0. 





5. Die Exponentialfunktion ist fiir jeden Wert von X erklart durch die 
Formel 
eX = [e*, £ e*]. 
Sie ist stets endlich (also niemals Null), da e* nirgends verschwindet. Und es 
gilt das Additionstheorem : 
eX « Xs = fet, &, e*] - (6%, £, €**] 
= [e* e*, e*' &, e% + &, e*1 e%] = [e% * 72, (€, + &g) e+) 
a ex + x2, 
6. Der natiirliche Logarithmus ist fiir jeden endlichen ,,positiven‘‘ Wert 
yon X erklart als die Auflésung der Gleichung 


e¥ = X. 
Diese liefert 


[e’, ne”) = [2 §], also e&¥ = 2z,y = logz; nx = é, n=§~. 


AJs Wert des natiirlichen Logarithmus ergibt sich daher 


Log X = [log 2, € =], 


z 


was ganz genau unter unseren Funktionsbegriff fallt. 
Das Multiplikationstheorem folgt aus der Definition der Funktion und 
dem Additionstheorem der Exponentialfunktion: 


et = X;, et? = Xe; etit Y2 a X, Xo; 
Log (X,X2) = Y, + Yo = Log X, + Log Xz. 


7. Die drei trrationalen Rechenoperationen kénnen immer dann eingefiihrt 
werden, wenn eine Exponentialfunktion und ein natiirlicher Logarithmus als 
gegeben vorliegen. Man hat dann zunichst zu setzen 


A® — eB: Log a 


und findet dann fiir die beiden Umkehrungen 


B 
.. B. Log A 
4 = 4¥s; \4 = tog B 


Die Rechengesetze ergeben sich dann (soweit sie gelten) wie iiblich. 
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§ 3. 
Die Differentialrechnung der Funktionen einer Veranderlichen. 


Es handelt sich hier um Gleichungen, die einerseits zwischen Differentialen 
und anderseits zwischen Differentialquotienten und gemischten GréBen 
stattfinden. Dabei ist zu beachten, da® bei ersteren nur die exakte Gleichheit 
sinnvoll ist, wahrend bei letzteren die Fast-Gleichheit in Aktion tritt, da es sich 
hier um Quotienten von unendlich kleinen GréBen handelt, die in der zweiten 
Komponente unbestimmt bleiben: 


1. Differentiale. Unter dem Differential der unabhingigen Verinder- 
lichen X = [2, £] verstehen wir die unendlich kleine GréBe 


dX = (0, &), 
worin *’ willkiirlich bleibt. 
Unter dem Differential der abhangigen Verinderlichen, genommen im 


Punkte X = [z, &], verstehen wir die (wie sich ergeben wird) gleichtalls 
unendlich kleine GréBe 


dF (X) = F(X + dX) — F(X). 
2. Der Differentiationsproze8 verliuft nunmehr wie folgt. Es ist zunachst: 
aF (X) =F [2,£+&)—F [z, §] 
= [f (2), (E+ &)f (2) — ¥ @, Ff (2) = (0, FF (x) 
= [f' (z), 0] - [0, &'). 
Man hat also 
(1) dF (X) = [f' (x), 0] dX. 


Diese Differentialgleichung kann nach §1, Nr. 8, c) bei dX + O geschrieben 
werden 


d F(X 
“gy 4X = [f @),0)-aX, 


so daB sie nach § 1, Nr. 9 (interessanterweise) vollkommen gleichwertig ist 
mit der Differentialquotienten-Fast-Gleichung 


Oe =U (@),0). 





3. Die Grundformeln der Differentiation ergeben sich jetzt mit einem 
Schlage wie folgt: Wir setzen zunachst, unter der hier erfiillten Voraus- 
setzung, daB auch f” (x) existiert, 

F'(X) = [f'(z), &f" (a)}, 
17* 
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was also nicht die Ableitung der gemischten Funktion F (X) vorstellt, sondern 
die Deckfunktion der reellen Funktion f(z). Man konstatiert dann sofort, 
daB die Beziehung (1) gleichbedeutend ist mit 

dF (X) = F’(X) -dX. 


Und genau so wie in Nr. 2 sieht man, da8 diese Differentialgleichung gleich- 
wertig ist mit der Differentialquotienten-Fast-Gleichung 


aF(X) . » 
ar Ff (X). 
Man hat daher ohne weiteres simtliche Grundformeln der Differentiation, 
wie z. B. die Differentialgleichungen 
dX" = nX*-1-dX, deX = eX -dX, dSinX =CosX-dX, 
oder die Differentialquotienten-Fast-Gleichungen 
ee. 8, Of 5 ts. 
dx =) nX 1 ax = eX ax = Cos X. 

4. Noch eine Differentiation. Wenn auf eine gegebene Funktion eine 
Operation ausgeiibt wird, oder mehrere gegebene Funktionen miteinander 
verkniipft werden, so besteht die Méglichkeit, daB man nicht wei oder nicht 
benutzen will, ob in der zweiten Komponente der erhaltenen Funktion die 
Ableitung der ersten Komponente vorschriftsgema8 auftritt. Man hat dann 
Veranlassung, die Funktion anzusetzen in der Gestalt 


F (X) = [f (2), €y (2), 


und erhalt daraus, wenn man die Rechnungen aus Nr. 2 wiederholt, 


dF (X) =[y(z),0]-dX oder 2) = (9/2), 0). 


5. Die kombinatorischen Formeln der Differentiation. Man hat zunichst 
bei U(X) = [u(z), Eu'(z)]) und c-U(X) = [eu(z), Ecu'(z)], 
und zwar ohne Benutzung der Tatsache, daB cu’ (x) die Ableitung von cu(z) ist, 


de U(X) , wy 
—ax ° 


Die weiter noch in Betracht kommenden Formeln 
d(U+V) .-dU 








+= [cu’ (z),0] = e-[w’ (z), 0] +o — 


dX * @z ~~ dz" 

d(U-V) . » dU 

ar > anda > tadedit 
, aU adv 

a(U:V) _ ' aX —U-F3 

qz:°CO ma Serer, 


dF(U(X)) | dF(U) aU (X) 
—_— oe ax 
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kénnen auf Grund der vorstehenden Betrachtungen direkt bewiesen werden. 
Dies ist jedoch nicht nétig, da die Formeln in der im niachsten Paragraphen 
bewiesenen Differentiationsformel (2) enthalten sind. 


§ 4. 
Die Differentialrechnung der Funktionen zweier Verinderlichen. 
1. Unter einer Funktion zweier Variablen X = [x, &], Y = [y, 7] ver- 
stehen wir den Ausdruck 
F(X, Y) = F ([z, €), [y, ]) = Uf (2, y), Efi (2, y) + nfe (2, y))- 


Wir betrachten also auch hier nur die Funktion, die eine gegebene reelle 
Funktion f (z, y) ,,deckt“. 

Nebenbei stellen wir fest, daB jede Funktion einer gemischten Verander- 
lichen X oder Y auch eine Funktion zweier gemischter Variablen X und Y ist. 


2. Unter den Differentialen der unabhdngigen Verinderlichen X bzw. Y 
verstehen wir die unendlich kleinen GréBen 
dX = [0,é’] bzw. dY = (0, »/J. 
3. Unter den partiellen Differentialen der abhiingigen Verdnderlichen ver- 
stehen wir die gleichfalls unendlich kleinen GréBen 
0,F = F(X +dX, Y) —F(X, Y) 
= F ({z, € + €), [y, n)) — F (Lz, 1, Ly. 1) = (0, & A(z, y)), 
0.F = F(X, Y + dY) — F(X, Y) 
=F ([z, §], Ly, "+ 7) -F ([z, §], Ly, n)) = [0, 1 fe(z, y)}. 


Nach § 3 gilt dann 


oF = [h(z,y).0), 
0,F 


2 & 


adY 7 [fe (z, 9), 0}. 


Wie man sieht, miissen im Zahler runde, im Nenner aber gerade d stehen. 
Im Sinne des vorliegenden Aufbaues der Differentialquotienten sind 
also die runden @ im Nenner nicht zu vertreten. 


4. Ferner gilt der Satz: Wenn 


F (X, Y) = [f (2, y), ge (zy) + ny (2, y)) 
so gelten die Formeln 


2 


\F 


= (9 (z, y), 0], 


» & 
hy 


1 


y= [yp (2, y), 0]. 


a 
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5. Das vollstindige Differential einer Funktion F(X, Y) im Punkte 

X = [z, &], Y = [y, 7] ist gegeben durch die Formel 
dF = F(X +dX, ¥ +dY)—F(X,¥) = (0, £'hl(e,y) +: helwy))- 
Es gilt also die Beziehung 
dF = 0,F + O2F. 

Dieselbe geht nach § 1, Nr. 8, c) bei ,,Erweiterung“ mit dX bzw. d Y iiber in 
0,F 
ay 


eine Formel, die ihren geheimnisvollen Nimbus jetzt vollkommen verloren hat. 


a,F | 
dF= Fy dX+ es, 


6. Differentiation zusammengesetzter Funktionen. Ist nunmehr 


Z=F(U,V), wo U=U(T), V = V (DP), 
so ist nach 5 
ar=%* au + %* av, 
und hieraus folgt durch Division mit dT 
@) aF FP dU | FP av 
dT dU dT dV dT 


was eine wohlbekannte Formel vorstellt. 


Zusatz bei der Korrektur: Formel (2) und ihr Beweis erfordert die 
Bedingungen 
Es ist daher besser, die kombinierenden Formeln der Differentation (§ 3, 


Nr. 5) direkt und ohne Heranziehung von (2) zu beweisen, wozu oben- 
stehend alles bereit liegt. 


(Eingegangen am 1. 12. 1940.) 








Bemerkungen 
zu einigen von Herrn Collatz angegebenen Eigenwert- 
abschitzungen bei linearen Integralgleichungen. 


Von 


Rudolf Iglisch in Braunschweig. 


$1. 
Ubersicht. 
In einer kiirzlich erschienenen Arbeit!) hat Herr Collatz folgende Frage- 
stellung angeschnitten: Zugrunde gelegt sei die Integralgleichung 


(1) v(s) — 2) K(s,t) (dt =0 

mit symmetrischem Kern, fiir den ein iterierter Kern K,,(s, t) von endlicher 
Ordnung » = 1 stetig sei). Die Buchstaben s und t kénnen mehrdimensionale 
Punktvariable vertreten, das Integral sei wie alle folgenden iiber ein und 
dasselbe endliche Grundgebiet $ erstreckt. Von einer beliebigen Funktion 
F,(s) ausgehend wird 


(2) F,(s) = | K(s, t)Fo(t) dt, 
allgemein rekursiv 
(3) F,(s) = | K(s, 0F,_1() dt 
gebildet. 
Jetzt wird abkiirzend bezeichnet 
(4) a, =|F,,(s)F,_,(s)ds (fir m = 0, 1, .,.; m <n) 
und 
(5) pO = “a=! 
n a ’ 


weiter rekursiv 





B 
es _§+r7—1 gd. 
(6) fy * —G=5 Fi Mn+. ? 
Pn+1 ‘l+r-il1 


‘) L. Collatz, Schrittweise Naherungen bei Integralgleichungen und Eigenwert- 
schranken. Math. Zeitschr. 46 (1940), S. 692— 708. Diese Arbeit werde ich bei kiinftigen 
Hinweisen stets kurz mit C. bezeichnen. In meinen Bezeichnungen und Begriffs- 
bildungen werde ich mich an diese Arbeit anschlieBen. 

*) Diese Aussage enthalt fiir n = 2 die Voraussetzung der mittleren Stetigkeit 
bei C. 
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dabei bedeutet A, den v-ten Eigenwert (ein mehrfacher Eigenwert wird so 
oft hingeschrieben, wie seine Vielfachheit angibt) des zunachst als positiv 
definit angenommenen Kernes K(s,t). Dann ist das grundlegende Ergebnis 
von C.: 


(7) wo >, S44, (W223; 1=0, 1, 2,..,), 


dabei bedeutet r den niedrigsten Index der bei Entwicklung von F,(s) nach 
den Eigenfunktionen ¢,(s) von K(s,t) auftretenden Eigenfunktionen; mit 
anderen Worten: F,(s) ist zu 9,(s), yo(s), ..-, Pr—1(8) orthogonal, nicht aber 
zu @,(s). Beim Beweise dieser Ungleichung (7), aus der die iibrigen Ergebnisse 
der Arbeit C. folgen (mit Ausschlu8 des Kap. 11, von dem spiter die Rede 
sein wird), benutzt Herr Collatz den Entwicklungssatz fiir F,(s). In der Ein- 
leitung seiner Arbeit weist Herr Collatz selbst darauf hin, daB es wiinschens- 
wert wire, den Entwicklungssatz aus dem Beweise zu entfernen, da man 
dann statt von F; (s) gleich von Fo(s) ausgehen kénnte, also sich einen Iterations- 
schritt erspart hatte. Diese Abanderung des Beweisganges von Herrn Collatz 
bringe ich in § 3. Die Aussage (7) hat dann also fiir mn => 1 Giiltigkeit. Der 
Beweis von Herrn Collatz und damit auch meine kleine Anderung beruhen 
auf einem Hilfssatz (C. Kap. 4), zu dessen Beweis Herr Collatz auch den Ent- 
wicklungssatz heranzieht. Da dies gleichfalls nicht notwendig ist, stelle ich 
den Beweis dieses Hilfssatzes in § 2 noch einmal — mit einer unwesentlichen 
Verscharfung, die auch fiir die Folgerungen aus dem Hilfssatz zutrifft — voran. 

In C. Kap. 11 zeigt Herr Collatz, da8 unter sehr speziellen Voraus- 
setzungen zwischen GréBtwert und Kleinstwert der Funktion 


(8) G(s) = re 





ein Eigenwert A, von (1) liegt. In einer brieflichen Mitteilung an den Verfasser 
teilte Herr Collatz mit, er vermute,.daB dieser Satz wesentlich allgemeinere 
Giiltigkeit besitze. Dies ist tatsichlich der Fall, wie in § 5 bewiesen wird’). 
Der Beweis beruht auf einem Satz iiber die Anderung der Eigenwerte bei 
einem Kern mit Parameter, den ich in § 4 voranstelle. Dieser Satz leistet 
iibrigens, wie vielleicht bei anderer Gelegenheit mitgeteilt werden soll, bei 
vielen anderen Problemen einfachere und bessere Dienste als das bisher zu 
deren Behandlung herangezogene Minimum-Maximum-Prinzip der Eigen- 
werte. — In §7 beschaftige ich mich noch insbesondere mit dem leichter 
zu behandelnden Fall, daB K(s, t) eine positive Eigenfunktion besitzt. Hier 
ist fiir die Anwendungen ein Satz besonders niitzlich, der bei positiven Kernen 
mit im Inneren des Integrationsgebietes wesentlich positiver Spur die Existenz 


3) Inzwischen teilte mir Herr Collatz einen anders gearteten Beweis des fiir die 
Praxis wichtigsten Teiles dieses Satzes mit. Dieser wird in Kiirze veréffentlicht werden. 
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einer positiven Eigenfunktion sicherstellt; und zwar gehért diese zum absolut 
kleinsten Eigenwert 4,, der zudem einfach und positiv ist. Dieser Satz ist 
zwar in der Literatur langst bekannt*), ich benutze jedoch die Gelegenheit, 
in § 6 einen mir besonders einfsch erscheinenden Beweis hierfiir mitzuteilen. 


§ 2. 
Der Hilfssatz von Collatz. 


Man gehe bei Bildung der GréBen a, und yu, in (4) und (5) statt von 
der Funktion Fo(s) aus von der abgeinderten Funktion 


(9) F$(s) = Fo(s) — 2 ils) J Folt) put) tt (r=), 


die als nicht identisch verschwindend angenommen sei, und bezeichne die 
entsprechenden GréBen mit a* bzw. u*. Ist nun K(s, t) ein positiv definiter 
symmetrischer Kern, so gilt 


(10) ue >A. 
Beweis. Der abgeinderte symmetrische Kern 
(11) K*(s,t) = K(s,) — 5 VO eo 
v=1 baal 
besitzt nicht mehr die Eigenfunktionen ¢,(s) fiir 9 = 1, 2, ..., 17, alle iibrigen 


Eigenfunktionen g,(s) mit o >r von K(s,t) sind noch Eigenfunktionen 
von K*(s,t) zu den gleichen Eigenwerten, weitere Eigenfunktionen besitzt 
K*(s,t) nicht. A*(s,t) ist mithin wieder positiv definit. Man setze 

(12) f(s) = FE (s) — uf FT(s) 


und betrachte die Lésungen «u(s,A) der inhomogenen Integralgleichung 
[C. (4. 4)] 


(13) u(s, 2) — A K*(s, t) u(t, A) dt = f(s). 
Analog C. 8. 696 betrachte man die Hilfsfunktion 
(14) W* (2) = | u(s, a) f(s) ds. 


1. Fall. f(s) =0. Dann ist F*(s) Eigenfunktion von K(s, t) und K*(s, t) 
zum Eigenwert uf, mithin von selbst uf = A,,,, da FE (s) zu ¢,(s) (oe = 1, 
. , r) orthogonal ist. 








*) Vgl. z. B. O. D. Kellogg, Orthogonal functions sets arising from integral equa- 
tions. Amer. Journ. of Math. 40 (1918), S. 145—154. Die kurzen Andeutungen in 
C. 8S. 707, Absatz 2 sind kein Beweis dieses Satzes; sie sind vielmehr Folgerungen aus 
ihm. Vgl. dazu etwa O. Blumenthal, Uber die Knickung eines Balkens durch Langs- 
krafte. Zeitschr. f. angew. Math. u. Mech. 17 (1937), S. 232—244. 
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2.Fall. /(s)+0. Wir nehmen entgegen unserer Behauptung an, 

K*(s,t) besitze zwischen 0 und pz} keinen Eigenwert. Dann wire W*(A) 
nach (14) fiir 0 < A S uF eindeutig bestimmbar. Uherdies wire 

W*(0) = { P(s)ds > 0 
und (vgl. C., 8. 696) 

oO) — ff w(s, 2) K(s, t)u(t,a)dsdt = 0, 
da K(s,t) positiv definit sein sollte. Aus diesen beiden Tatsachen wiirde 
W*(u*) > Ofolgen. Andererseits ergibt sich aber, da fiir 4 = u¥ (12) und (13) 
identisch sind, wegen u(s, u¥) = FF(s) 

W* (ut) = | FR (s) (FR (s) — ut FF (s)) ds = a% — utat = 0 
zufolge der zu (5) analogen gesternten Beziehung. Dieser Widerspruch lést 
sich nur, wenn der erste Eigenwert von A*(s,t), also A,,,, nicht hinter yu? 
liegt, womit die Behauptung (10) fiir » = 1 bewiesen ist. Fiir allgemeines n 
ergibt sich ihre Richtigkeit entsprechend, da mit F*(s) auch alle weiteren 
F*(s) zu den ersten r Eigenfunktionen orthogonal sind. (Vgl.C. (4. 3)). 





§ 3. 
Die Hauptungleichung von Collatz. 


In diesem Paragraphen soll die fundamentale Aussage (7) fiirm = 1,2,... 
bewiesen werden. Dabei wird K (s, t) wieder als positiv definiter, symmetrischer 
Kern vorausgesetzt; iiber die Verschiedenheit der Eigenwerte braucht keine 
Annahme gemacht zu werden, wie dies in ©C.6 noch zusatzlich geschieht. 


Fo(s) sei zu ~,(s) fiir 9 = 1, 2, ..., 7 — 1 orthogonal, nicht aber zu 9,(s). 
Wir schreiben 
(15) Fo(s) = cr @r(s) + fri(s) mit f f-41(s) g-(s) ds = 0. 


Dann wird [vgl. C. (2. 2)] 
(16) Fy(s) = +8 + | Kels.Nheor(bat = eel) | K¥ (s,t) fr+1(t)at, 


T T 
wo K*(s, t) den n-ten iterierten Kern zum Kern (11) bezeichnet. Wir benutzen 
jetzt die quadratische Integralform 








(17) J(K*; Fo) = [{ Fo(s)K¥(s, t) Fo(t) ds dt. 
Mit dieser Schreibweise wird nach (4) 
(18) a, = | Fo(s)F,(s) ds = J(K*; Fo), 
(19) Pt A ke 
a, J (K*; F4) 
(20) Pee ke. J(Kn—1 — 4, Ens Fo) 


a, her J (K*; Fy) o 
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Nach C.3 findet man 


(21) Bn — Pn+1 = 0. 
Der in (20) auftretende Kern 
(22) L® ,(s,t) = K*_,(s, t) — 4,K*(s, t) 


ist ein positiv definiter symmetrischer Kern mit den Eigenfunktionen @,(8) 
fir 9 =r+1,7r+2,... au den Eigenwerten 


gn—l. A, 
Ao : (1 - Z) ° 
Wir betrachten jetzt die GréSen 


 . 
(23) Thing = = Ay lt = Thy 13 Fe ot Fo) > 
e  Fegi m4 OF? SUH) 





Diese Formel hat den gleichen Bau wie (19). Daher erhalt man wie vorhin 
J (LO 1; Fo) _ 


24 (lh) I. OE 
oe) J (L™; Po) - 


Ps * 





mit der Abkiirzung 
(25) L® 1 (8, t) = L® ,(s, t) — A. L(s, 0). 


Von diesem Kern zeigt man leicht, daB er @,.,;(s) nicht mehr als Eigenfunktion 
besitzt, aber noch g,(s) mit 9 =r+ 2, r+ 3, ... zu den Kigenwerten 


ae: (1 — 2)(1— +). 


q 0 





Genau wie vorhin (21) folgt jetzt fiir die analogen Bildungen 
(26) wD? — w.. 2 0. 


Entsprechend C. (6.7) setzen wir allgemein 


4 J (L)_ 13 Fo) 








27 - r+il—l C—) — 
te Pa ae 
mit 

(28) L0_,(8, t) = LUx)(s, t) — Ag 1-1 LA-"(, t). 
Wieder folgt wie friiher 

(29) 1 — pO, , > 0; 0-44.20. 


Die « bilden also fiir jedes / eine monoton abnehmende, durch 4,,, be- 
schrinkte Zahlenfolge, die mithin konvergiert. Da L‘” _, (s, t) gerade die Eigen- 


funktionen ¢,(s) mit 9 27 +1 zu den Eigenwerten 


a1 Z) 0-38) 0- 42) 


o 
. 
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besitzt, ist zufolge (27) 


(30) lim uo ag Aoetees uo = wo, l> 

a> =x 
wo die ganze Zahl q = 0 folgende Bedeutung hat: Fo(s) ist zu allen ¢,(s) 
mit o=r+l, r+1+1, ..., r+1+4q—1 orthogonal, nicht aber zu 


r+1+¢(8). Die Formeln (29) sind mit unserer Behauptung (7) gleichwertig, 
Formel (30), die sich auch in C. 6 findet, ist eine genauere Aussage. Hieraus 
wird am Schlu8 von C. 6 folgende spezielle Folgerung gezogen: Ist Fo(s) 
nicht zu ,.;(s) orthogonal, ist A,,,,; >A,., und » so groB gewiahlt, 
daB 4,.,.,; > u®,, (p =1, 2, ...) ausfallt, so erhailt man fiir A,,, die 


n+p 


Schranken (6. 9) 


0) ® 


ia 1 4 
(31) we, -> _"< Asis we, 1 
rt+i+l =" 
t 
ws 
§ 4. 


Uber die Anderung der Eigenwerte bei einem Kern, der in spezieller Weise 
von einem Parameter abhingt. 

Ich beweise hier folgenden 

Hauptsatz: K(s,t) sei ein symmetrischer Kern, fiir den ein iterierter 
Kern K,,(s,t) von endlicher Ordnung n = 1 stetig sei, H(s,t) set in beiden 
Verdnderlichen stetig und nach t differenzierbar. Es sei mit nur reellen 
GréBen 
(32) Gy 2(8) — 4,,H(s, t) | K(s,t) @,,(t) dt = 0. 
Dann gilt, wenn durch herangesetzte Striche Ableitungen nach dem Para- 
meter t bezeichnet werden, 
(33) (A,,H(s, 1)!’ mu als Funktion von s das Zeichen wechseln. 


Bemerkung. Da8 (32) nur reelle Eigenwerte besitzt, kann etwa so5) 
gezeigt werden: Sei ®(s) + i¥(s) eine komplexe Eigenfunktion zum Eigen-. 
wert A. Multipliziert man (32) mit K (z, s) und integriert iiber s, so kommt mit 
der Abkiirzung 


K,(z,t) =| K(z, s) H(s, t) K(s, t) ds, 
J K(z, s) [O(s) + iP (sds =A, | Kole, t) (OW) + tw) de. 








5) Im AnschluB an Joseph Marty, Existence de solutions singuliéres pour certaines 
équations de Fredholm. C. R. 150 (1910), S. 1031— 1033. 
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Multiplikation mit ®(z) — iW (z) und Integration liefert 
(34) {f K(z, 8) [O(s) + iP (s)) (O(2) — iW (e)] ds dz 

= A,, {{ Kelz, t) (®( + iO) (Oe) — i (e)) de dt. 


Da infolge der Symmetrie von K(z, s) und K¢(z, t) beide Integrale reell sind, 
mu8 nach (34) auch A,, reell sein. 


Beweis des Hauptsatzes. Differenziation von (32) nach rt liefert 
(35) (8) — 4,,H(s, t) | K(s,t) g(t) dt 
= [A,,H(s, t)] | K(s, t) y, ,(t) dt. 
Die zu (32) adjungierte Gleichung 
(36) v,.(8) — 4,, | K(s,t) H(t,7) y, (dt = 0 


besitzt die Eigenfunktion 


(37) yt = pee 


H(s,r) ° 
Nun folgt aus (35) 
{f 4, H(s, OF y,.(8)K(s, 0) 9, (i) ds dt = 0 
und unter Verwendung von (32) und (37) 
(38) | (A, A(s, OY y2,(s) ds = 0. 
Hieraus folgt unmittelbar die Behauptung (33). 


1.Folgerung. Ist speziell mit einer Konstanten C und nicht kon- 
stantem G(s) 


(39) H(s;t) =C-1+ (1 — rt) G(s) = G(s) + r(C - G(s)), 
so wird 

(40) [A, H(s, rt)! = 4, (G(s) + t(C — (s))] + A,,(C — G(s). 
Gilt nun 

(41) G(s) + 1(C—G(s)) >0 fir 057 Sl, 

so erhalt man im Falle 

(42) C— G(s) 20 sign 4’ = — sign A,_, 

dagegen im Falle 

(43) C—G(s)S0 _~ signd#, = _ signA,,. 


2. Folgerung. Wechselt C — G(s) nicht das Vorzeichen, so mu8 nach (40) 
stets 4, + 0 sein, kann also nicht sein Vorzeichen wechseln. Ersetzt man 
(41) durch 
(44) - €>0, 


so bleiben die Aussagen (42) und (43) erhalten, da fiir tr = 1 (41) zu Recht 
besteht. 
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§ 5. 
Der allgemeine EinschlieBungssatz. 


Behauptung. Zwischen GréStwert und Kleinstwert der in (8) und (2) 
definierten Funktion G(s) liegt mindestens ein Eigenwert des symmetrischen 
Kernes K(s,t). Dabei sei der Einfachheit halber etwa vorausgesetzt, daB 
GréBtwert und Kleinstwert von G(s) endlich sind. 

Beweis. Der Beweis wird ersichtlich erbracht sein, wenn gezeigt ist, 
daB folgende Aussagen unmdglich sind: 


a) G(s) liegt ganz zwischen zwei aufeinanderfolgenden verschiedenen 
positiven Eigenwerten A* und A;, , oder zwei aufeinanderfolgenden negativen 
Kigenwerten A> und 4/7, ;. 

b) @(s) liegt zwischen dem ersten negativen Eigenwert Ay und dem ersten 
positiven Eigenwert A}. 


c) G(s) liegt oberhalb des gréBten positiven Eigenwertes A*, bzw. bei 
Fehlen positiver Eigenwerte oberhalb des kleinsten negativen Eigenwertes Ay. 
Analog: G(s) liegt unterhalb des kleinsten negativen Eigenwertes A> oder 
im Falle des Fehlens negativer Eigenwerte ganz unterhalb A}. 

Ist iibrigens G(s) = A = const, so ist aus (2) und (8) sofort abzulesen, 
daB F(s) Eigenfunktion von K (s, t) zum Eigenwert A ist. Kiinftighin braucht 
also nur der Fall eines nichtkonstanten G(s) beriicksichtigt zu werden. 

Ich zeige zunachst den Widerspruch der Aussage 


a) Ware z. B. 
(45) A* = G(s) S As,,, 
so setze man 
(46) H(s,t) = A; t + (1 — 1) G(s). 
Fiir t = 0 erscheint aus (32) 
(47) Pyo(8) — Ayo G(s) | K(s, t) pot) dt = 0. 


Diese Gleichung hat nach (2) und (8) die Eigenfunktion Fo(s) zum Eigenwert 1. 
Fiir t = 1 kommt 

(48) Go 18) — 4,,A* | K(s, t) gy, (t) dt = 0. 

Da (41) und (43) erfiillt sind, liegt nach der 1. Folgerung aus unserem Haupt- 


satz in § 4 der v-te positive Eigenwert 4*, von (47) vor dem »-ten positiven 
Eigenwert A>, von (48), d.h. 


(49) at, <1. 
Verwentdet man statt (46) die Funktion 
(59) H*(s, t) = At, ,(1 — t) + rG(s), 


so folgt analog 
(51) ats >1. 
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Nach (49) und (51) kénnte 1 nicht Eigenwert von (47) sein, was unseren 
obigen Feststellungen zuwiderlauft *). 

Genau so zeigt man, da8 G(s) nicht zwischen A> und 47, , liegen kann. 
Man braucht zu diesem Zwecke iibrigens nur von K (s, t) zu — K(s, t) iiberzu- 
gehen. 

b) Die Annahme 


A> < G(s) < at 


wird in gleicher Weise zum Widerspruch gefiihrt, wenn man statt der 1. Fol- 
gerung aus § 4 die 2. Folgerung benutzt. 
c) Der gleiche SchluB liefert sofort, daB bei Fehlen negativer Eigen- 
werte nicht 
Gis) SAF =A, 
sein kann. 


Macht man die Annahme, da8 4* der gréBte positive Eigenwert ist und 
(52) Ay SG(s) SM 


gilt, so folgt wie oben, daB der n-te positive Eigenwert von (47) kleiner ist 
als 1; 1 kann auch nicht (” + 1)-ter positiver Eigenwert von (47) sein, da 
dieser (n + 1)-te positive Eigenwert gréBer sein miiBte als der entsprechende 
Eigenwert von 


y (s) — AM | K(s,t) p(t) dt =0. 


Diese Gleichung besitzt aber keinen (m + 1)-ten positiven Eigenwert. Durch 
Ubergang zu — K(s,t) folgt die Unméglichkeit der iibrigen unter c) an- 
gefiihrten Aussagen. 


§ 6. 


Uber Integralgleichungen mit positivem Kern. 


Es handelt sich hier um einen Beweis fiir den folgenden wohl auf O. D. 
Kellogg’) zuriickgehenden 


Satz. Gilt fiir den reellen, stetigen, symmetrischen Kern K(s, t) 


(53) K(s,t) 20 
und auBerdem 


(54) K(s,s) >0 


6) Statt dieses indirektex Beweises kénnte man auf die gleiche Weise direkt zeigen, 
daB zwischen Minimum und Maximum von G(s) mindestens ein Eigenwert von K (a, ¢) 
liegt, wie dies Herr Collatz in der in FuBnote 3 erwihnten Arbeit tut. 

7) Vgl. FuBnote 4. 
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im Innern des Integrationsgebietes B, so ist der absolut kleinste Eigenwert A, 
positiv und einfach, die zugehdrige Eigenfunktion ,(s) ist im Innern von B 
positiv, — A, ist kein Eigenwert. 

Den Beweis fiihre ich in mehreren Schritten: 

I. Bei jedem A zwischen 0 und dem ersten positiven Eigenwert A, 
(0 < A < A) hat fiir eine stetige positive rechte Seite p(s) > 0 die Gleichung 
(55) y(s) — 2{ K(s,t) y(t) dt = p(s) 
eine positive Lésung y(s) > 0. 

Beweis. Fiir 4 = 0 ist der Satz richtig. Man lasse A bis A, wachsen. 
y(s) andert sich stetig mit 4. Wiirde zum ersten Male ein Wert A) < A, 
existieren, fiir den y(so) = 0 ist, so liefert die Integralgleichung (55) fiir 
$ = 8 einen Widerspruch. 

II. Ist nun A, einfacher Eigenwert, so kann die zugehérige Eigenfunktion 
¢(s) nicht das Vorzeichen wechseln, sie darf also als nicht negativ angenommen 
werden. Andernfalls gibe es nimlich eine zu g;(s) orthogonale positive 
Funktion p(s) derart, daB Gleichung (55) fiir A = A, lésbar ist, und zwar 
kann man durch Zufiigen eines passenden Vielfachen von ,(s) erreichen, 
daB die Lésung y(s) Werte beiderlei Vorzeichens annimmt. Man wihle ein 
geniigend kleines positives ¢ und betrachte die Gleichung 


(56) —-y(s) — (a1 — &) | K(s,t) y(@) dt = p(s) + e | K(s, t) y(t) dt. 


Diese hat bei immer noch positiver rechter Seite eine durch Null gehende 
Lésung y(s) fiir A; — ¢ < 4,, was I widerspricht. 

III. Die Bedingung (54) sorgt dann dafiir, daB y,(s) im Innern von 8 
wirklich positiv ist. Sei etwa s, eine isolierte Nullstelle im Innern, so liefert 


(57) 91(81) — A | K(s1,t) gi) dt =0 


sofort einen Widerspruch. Die Annahme ganzer Bereiche von Nullstellen 
wird ebenso zum Widerspruch gefiihrt, wenn s,; als Randpunkt eines solchen 
Nullstellenbereiches gewahlt wird. 

IV. Unter der Voraussetzung, da8 iiberall K(s,t) > 0 gilt, laBt sich 
leicht zeigen, daB A, einfacher Eigenwert sein mu8. Sonst giibe es dazu namlich 
mindestens eine das Zeichen wechselnde normierte Eigenfunktion 9, (s). 
Man bilde dann mit kleinem ¢ > 0 den positiven Kern 


(58) Ko(s, t) = K(s,t) + & gy (s)- gi (t). 


Dieser hat ‘lie gleichen Eigenfunktionen wie K(s,t) zu den gleichen Eigen- 
werten, nur gehért jetzt p(s) zum Eigenwert 


Ay 
'eu.>* 
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Nach III miiBte hierzu aber eine durchweg nicht negative Eigenfunktion 
gehéren, was zum Widerspruch fiihrt. 

V. Setzt man nur (53) voraus, so soll jetzt gezeigt werden, daB zum 
ersten positiven Eigenwert wenigstens eine nicht negative Eigenfunktion ¢, (s) 
gehért. Nach II braucht nur noch die Annahme beriicksichtigt zu werden, 
daB 4, mindestens zweifacher Eigenwert ist. Es gibt also zu A, auch eine 
Eigenfunktion g,2(s), fiir die 


(59) | y2(s)ds =0 
ist. @2(s) ist damit auch Eigenfunktion fiir alle Kerne 
(60) K,(s,t) = K(s,t)+¢e>0 (e > 0). 


GemaiB IV gilt fiir die ersten positiven Eigenwerte 4,, dieser Kerne 
A, < Ay ° 


Daher kann man aus den zugehérigen nichtnegativen normierten Eigen- 
funktionen ¢,,(s), die ja gleichgradig stetig und gleichmaBig beschrinkt sind 
(Schwarzsche Ungleichung!), eine konvergente Teilfolge zu konvergenten A, , 
aussondern; ihre Grenzfunktion sei ®(s) > 0, der Grenzwert der A,, sei 
A, SA. 


Offenbar gilt 
P(s) — A, { K(s, t) O(t) dt = 0, 


woraus A, = A, folgt. Zum kleinsten positiven Eigenwert gehért somit 
mindestens eine nichtnegative Eigenfunktion. Wie unter III folgt, daB diese 
im Falle des Bestehens von (54) im Innern von $ wirklich positiv ist. 

VI. Sei im folgenden r ein beliebiger Randpunkt von 8. Wir wollen 
zunichst annehmen 


(61) K(r,t) 0 . 


als Funktion von ¢ fiir jeden Randpunkt r. 


Setzt man in (57) s; = 7, so ist sofort zu sehen, da die nichtnegative 


Eigenfunktion g,(s) am Rande nicht verschwinden kann. Damit ist also 
fiir alle s 





(62) 1(s) > 0. 

Nun gibt es eine negative untere Grenze — m des Quotienten 
__ s (8) 

(63) Q (8) — V1 (8) , 


wenn unter 2(s) eine zweite zu ;(s) orthogonale Eigenfunktion zu A, ver- 
standen wird. Damit ist o(s) = m¢(s) + ge(s) =] 0, mithin eine nicht- 
negative Eigenfunktion, die auch den Wert Null annimmt; daB diese Nullstelle 
nicht im Innern von 8 liegt, folgt wieder aus (57), daB sie nicht auf dem Rande 
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liegen kann, sagen die zu (62) fiihre-den Uberlegungen aus. Wir erhalten 
so aus der Annahme der Existenz eines y2(s) einen Widerspruch. 

VII. Jetzt soll die Annahme (61) eliminiert werden. ®, sei die Gesamtheit 
der Randpunkte, fiir die 


(64) K(r,t)=0; r< ®, 

gilt. Um jeden Punkt r < &, schlagen wir eine Kugel (von der Dimensionen- 
zahl von 8) vom Radius 6. 8, enthalte alle Punkte von 8, die in einer dieser 
Kugeln liegen. Der Inhalt von 9%, ist ersichtlich kleiner als Ad, wo A eine 
von 6 unabhangige Zahl ist. — m bezeichne jetzt die untere Grenze von Q(s) 
aus (62) im Restbereich B, = 8 — B,. Dort ist also mq, + gs = 0, wobei 
das Gleichheitszeichen fiir mindestens einen Punkt von 8, (eventuell auf dem 
Rand) gilt. In %, ist 4, K(s,t) < «, wo ¢ mit 6 nach 0 strebt. Wegen 

P2(8) = A, K(s, t) pe(t) dt 
erhalt man daher mittels der Schwarzschen Ungleichung fiir Punkte s < 8, 


(65) | p2(s)| <e{|g2()|/dt<e VB Vi o2 @ de a 


wenn B den Inhalt von 8 bedeutet. Mithin ist dort 


(66) m 91(8)-+ go(s) > —e VB. 
Nun betrachten wir 


m 9x(8) + g2(s) = ay | K(s;t) (mo, (t) + po(t)} dt 


+ Ay | K(s,t) [mo (t) + go(t)} at. 
8 
Da,der zweite Summand rechter Hand positiv ist, gilt unter Beachtung 
von (66) in 8, 
mx(s) + po(s) = — VBe (Ae). 
Fortgesetzte Wiederholung dieser Abschitzung liefert in 8, 
mx(s) + g2(s) = — VBe(Aed)", 
also schlieBlich mit wachsendem n 
m 9, (8) + p2(s) [0 in ganz B. 
Da dabei das Gleichheitszeichen fiir einen nicht zu ®, gehérenden Punkt 
zutrifft, erhalten wir den gleichen Widerspruch wie unter VI. Damit ist also 
ganz allgemein das Vorhandensein von mehr als einer Eigenfunktion zum 
kleinsten positiven Eigenwert 4, als widerspruchsvoll pachgewiesen. 
VIII. Jetzt soll gezeigt werden, da8 es iiberhaupt einen positiven Eigen- 
wert A, gibt. Zu diesem Zweck betrachten wir den iterierten Kern 


(67) K,(s,t) = | K(s, r)K (r,t) dt, 
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der die gleichen Eigenschaften (53) und (54) besitzt wie K(s,¢). Zu ihm ge- 
héren die gleichen Eigenfunktionen wie zu K(s,t), die Eigenwerte sind die 
Quadrate der urspriinglichen Eigenwerte. Da jeder symmetrische Kern 
mindestens einen Eigenwert besitzt, gibt es einen kleinsten Kigenwert A? zu 
K,(s, t), der nach VII einfach zahit und zu dem eine positive Eigenfunktion 
1(s) gehért. Dann ist ¢,(s) Eigenfunktion von A(s,t) zum Eigenwert 
A, > 0, da fiir — A, < 0 die eventuell zugehérige Eigenfunktion nicht durch- 
weg positiv sein kénnte. Gleichzeitig zeigt dieser SchluB, daB — A, iiberhaupt 
nicht Eigenwert von K(s,t) sein kann. 

Damit ist unser Satz in vollem Umfang bewiesen. 

Bemerkung. Da sich bei weiterer Iteration des Kernes stets die Eigen- 
schaften (53) und (54) iibertragen, la8t sich der Satz auch aufrechterhalten, 
falls K(s, t) selbst nicht stetig ist, wohl aber ein n-ter iterierter Kern K,,(s, t). 


§ 7. 

Der EinschlieBungssatz bei Kernen mit positiven Eigenfunktionen. 

In engem Anschlu8 an C. 11 zeigen wir noch folgenden einfachen 

Satz. Ist die zur Bildung der Funktion G(s) nach (8) verwendete Funktion 
F,(s) [vgl. (2)] positiw und besitzt K (s, t) eine positive Eigenfunktion p,(s) zum 
Figenwert 4,, so liegt A, zwischen dem Maximum und dem Minimum von G(s). 

Beweis. Aus 

Fo(s) — G(s) | K(s, t) Fo(t) dt = 0 
folgt 
Fo(s) — A, § K(s, t) Fo(t) dt = (@(s) — 2,) { K(s, t) Fo(t) dt 

und daher 
(68) { @,(s) @(s) — 4,) Fils) ds = 0. 
Da alle iibrigen Faktoren positiv sind, mu8 hiernach G(s) — A, das Zeichen 
wechseln. 

Nimmt man das Ergebnis von § 6 hinzu, so folgt der 

Zusatz: Ist neben F,(s) = 0 (53) und (54) erfiillt, so liegt zwischen 


GréBtwert und Kleinstwert von G(s) der absolut kleinste Eigenwert A,; 
dieser ist positiv und einfach, — A, ist kein Eigenwert. 


(Eingegangen am 1. 7. 1941.) 











Inversion 
und konforme Abbildung von Komplementirgebieten. 


Von 


Ernst Richard Neumann in Marburg. 





In zwei friiheren Arbeiten habe ich das folgende Problem behandelt: 
Angenommen, man kenne die Riemannsche Abbildungsfunktion (Abbildung 
auf den Einheitskreis) fiir eines der beiden von einer Jordankurve ¢ begrenzten 
Gebiete — gesucht wird die Abbildungsfunktion fiir das andere. 

Unter gewissen iiber die Kurve gemachten einschrinkenden Voraus- 
setzungen (nimlich stetiger Biegung und endlicher Kriimmung) habe ich 
dieses Problem in jenen Arbeiten gelést'). Ich fiihrte nimlich die potential- 
theoretischen Randwertprobleme und damit auch die Abbildungsaufgaben 
fiir das Innen- und fiir das AuBengebiet einer geschlossenen Kurve zuriick 
auf die Ermittlung der gleichen zwei Belegungen dieser Kurve o selbst, nimlich 
der ,,natiirlichen Belegung“ und der ,,Grundrestbelegung‘‘, und dann zeigte 
ich weiter, wie man diese beiden Belegungen bestimmen kann, wenn man nur 
die Abbildungsfunktion eines der beiden Gebiete kennt. — Ich wies ferner 
schon darauf hin, daB man sogar die zweite, die Grundrestbelegung, entbehren 
kann, wenn man speziell den Ubergang vom Innen- zum AuSengebiet voll- 
ziehen will [vgl. II, 8. 699]. 

In dieser Mitteilung will ich nun zeigen, daB man bei diesen ebenen 
Problemen*) iiberhaupt die Grundrestbelegung ganzlich aus- 
schalten kaon, wenn man noch das Hilfsmittel der Inversion zu Hilfe 
nimmt — gleichgiiltig, ob man vom Innen- zum AuBengebiet iibergehen will 
oder umgekehrt. 

Danach konzentriert sich dann das Interesse im wesentlichen auf die 
,natiirliche Belegung der Kurve o, d. h. die Gleichgewichtsverteilung eines 
elektroiden Fluidums (von der Masse 1) ohne Einwirkung auBerer Krifte, und 
das einzige, was ich aus den friiheren Arbeiten benutze, und was ich daher 
hier kurz rekapitulieren méchte, ist das Verfahren, wie man die Dichtigkeit 
dieser natiirlichen Belegung einer Kurve o ermittelt, wenn eine Abbildungs- 
funktion ihres Innengebietes 3 gegeben ist: 

1) Math. Annalen 116, S. 534—554 und S. 664—700 — im folgenden kurz mit I 
und II zitiert. — An den erwihnten Voraussetzungen iiber die Kurve o sei auch im 
folgenden immer festgehalten. 

3) Im Raume liegen die Verhaltnisse wesentlich anders: Da sehe ich bisher keinen 
Weg, der ohne Benutzung der Grundrestbelegung einen Zusammenhang zwischen den 
Randwertproblemen von Innen- und AuBenraum herstellt. 
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Diese als bekannt vorausgesetzte Abbildungsfunktion sei 
(1) z= ¢ (w), 


— genauer eine Funktion, welche den Einheitskreis der w-Ebene auf das 
Gebiet 3 abbildet. Dann kann man zunichst mittels dieser Funktion ein 
System von gewissen reellen GréBen J,,, einfiihren, oder eine Matrix 


z 


Jo. Joe Jos 
Ji, Jy2 Ji3 
(2) (J) = Jo Joo ’ 


und zwar sind diese GréBen J, , im wesentlichen die Real- und Imaginarteile 
der Koeffizienten in der Entwicklung des Logarithmus des Differenzen- 
quotienten von @ (w), also von 
(3i) log 2(1) — # Y (Wa) 

Ww, — W, 
in eine Doppelpotenzreihe der Argumente w, und w, (wegen der Einzelheiter 
sei auf Il, 8. 674 verwiesen). — Ferner vermittelt jene Funktion (1) nach 
bekannten Prinzipien [vgl. z. B. II, 8. 666] die Kenntnis derjenigen Greenschen 
Funktion 6,,, des Gebietes 3, deren Pol o = (0) ist. Die in Punkten s 
auf o anzutreffenden Werte des zu dieser Greenschen Funktion ©,,),, = /(z, y) 
konjugierten Potentials ~ (x, y) liefern dann auf o einen Parameter, der sich 
bei einer Umlaufung von o monoton um 272 4ndert. 

Als Funktion dieses Parameters soll dann die Dichtigkeit o, der natiir- 
lichen Belegung von o bestimmt, nimlich durch eine Fouriersche Reihe dar- 
gestellt werden. Freilich wollen wir nicht die Fouriersche Reihe fiir o selber 
suchen, was an sich nahelige, sondern fiir den Quotienten zwischen o und 
einer der Abbildungsfunktion (1), und damit den zugehérigen ,,Greenschen 
Koordinaten 2 und «“ [vgl. II, 8. 669] charakteristisch zugehérigen Funktion, 
namlich der Dichtigkeit 


(4) os = 


der dem Koordinatenpole o entsprechenden ,,Greenschen Belegung“ [vgl. I, 
S. 541]3). — Wir machen demnach fiir die Dichtigkeit o, der natiirlichen 
Belegung den Ansatz 


1 ab 
22 od», 





[vgl. II, 8. 671] 


(5) 2 = no(% + D0) Po), (tr = feodo = 1), 
- 

3) Man kénnte diese Belegung zweckmaBig etwa als ,,Koordinatenbelegung“ 
bezeichnen. — In allen Punkten s von oa ist ihre Dichtigkeit ,,,, > 0. 
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wo die ,,Kreisfunktionen p,(z)‘‘ die in geeigneter Weise normierten Funktionen 
sin (vy)z und cos(v)z sind und das Symbol (v) in der Bedeutung steht: 





, +1 
(5’) (») = [ "S | (vgl. II, 8. 674]. 
Wir bezeichnen (5) als die ,,Robin-Entwicklung“ der Funktion o und die 
Koeffizienten +, als ihre ,,Robin-Koeffizienten“. — Diese allein gilt es dann 


also noch zu bestimmen — und hierfiir habe ich die folgende Regel abgeleitet : 
Man fiihre noch die Matrix (J) der ,,nullfreien“ GréBen J,, ein, d.h. die 


symmetrische Matrix der von (J ) bei Streichung der ersten Zeile verbleibenden 
Elemente: 


Jir Jie Sis 
Jo, Jae Jos 
(6) (J) =| Jai Joe 


und bilde weiter die Matrizen 
(7) (J) {L+W)+UP+-+ (J) fir »=1,2,3.... 


Alsdann sind die gesuchten Robin-Koeffizienten r, in (5) die Grenzwerte, denen 
sich bei fortgesetzter VergréBerung von u die Elemente der ersten Zeile dieser 
Matrizen nihern. - Damit kénnen wir die natiirliche Belegung 0 
als aus der Abbildungsfunktion des Innengebietes 3 bestimmt 
ansehen. 


Nach dieser Rekapitulation wenden wir uns nun dem Hauptproblem zu: 
Wir nehmen jetzt also die Abbildungsfunktion g (w) fiir eines der beiden 
von unserer Kurve o begrenzten Gebiete als bekannt an, gleichgiiltig ob dieses 
das Innen- oder das AuBengebiet ist. Dieses ausgezeichnete Gebiet nennen 
wir 3 und sein Komplementargebiet 8 (wie schon in II, 8. 699). — Dem 
Gebiet 3 kann man mittels seiner Abbildungsfunktion g (w) ein System von 
charakteristischen Zahlen Z, , zuordnen, und zwar verstehen wir unter ihnen, 
falls 3 das Innengebiet $ ist, die schon oben eingefiihrten GréBen J, ,, wenn 
aber 3 das AuBengebiet & darstellt, sind unter den Z,, die GréBen A,, zu 
verstehen, die aus der Entwicklung von 





(3a) Jog (2 —°) ¥ (ey) — (0 — 0) v (9) [vgl. II, 8. 678] 


o, — % 
ebenso hervorgehen wie oben die J, , aus der Entwicklung der Funktion (3i). 
Dabei sind y(w) und c erklart durch die Beziehung 
(3’a) p(w) = 2) (je} <1) 


w—e’ 
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welche die bekannte polare Unstetigkeit der Abbildungsfunktion ¢ (w) des 
AuBengebietes zum Ausdruck bringt. 


Aus den so dem Gebiete 3 zugeordneten GréBen Z,, bilden wir nun 
wieder zwei Matrizen: 


Zo1 Zos Zos “*. Zi, Zie Zis 
Zi Ziz Zis eee : Z21 Zoe Ze3 
a. @=1k, &.-. ..-| af. Hels 


Weiter nehmen wir in dem Komplementiargebiet  von3 einen beliebigen 
Punkt & an und bilden die z-Ebene mit den beiden Gebieten 3 und & durch 
Inversion mit dem Zentrum k auf eine Z-Ebene ab. Dann ist das zu 3 kon- 
jugierte Gebiet 3 sicher das Innengebiet der zu o konjugierten Kurve G, 
denn wenn eben & nicht zu 3 gehért, so gehért auch der zu & konjugierte 
Punkt, d.h. der Punkt o, nicht zu 3. 

Mit dem Ubergang von o zu G gehen gleichzeitig aber auch alle Greenschen 
Niveaukurven und Radiallinien, d.h. alle Koordinatenlinien im Gebiete 3 
[vgl, II, S. 668] iiber in entsprechende Kurven im Gebiete 3, und es haben 
sogar korrespondierende Punkte von 3 und 3 gleiche Greensche Koordinaten, 
wenn wir nur zu Polen o und o’ der Systeme konjugierte Punkte wahlen, und 
ganz entsprechendes gilt natiirlich auch von den Gebieten 8 und R. — Diese 
Uberlegungen in Verbindung mit (4) fiihren leicht zu folgendem ganz all- 
gemeinen Resultat: Zwischen den Dichtigkeiten der zu irgend zwei kon- 
jugierten Polen p und p' gehérigen Greenschen Belequngen von o bzw. & besteht 
in konjugierten Pumkten s und s' die Beziehung 


(9) ls %(p)s = Tx THo')s's 
also fiir die ,,Koordimatenbelegungen“: 
(9) To) « _ ty Moye" 


wenn x stets den Abstand vom Inversionszentrum k bedeutet*). 

Nach diesen mehr allgemeinen Vorbemerkungen wollen wir jetzt daran 
gehen, die Zahlen Z,, = J,, des Gebietes 3 zu berechnen: Die Abbildungs- 
funktionen g und @ der Gebiete 3 und 3 auf den Einheitskreis der w-Ebene 
hangen in folgender Weise zusammen: 

(10) 9 (w)— k= py a - | (Ausdruck der Inversion), 

*) Diese Beziehung hat schon C. Neumann, freilich auf einem wesentlich anderen 
Wege, bewiesen [vg]. Leipz. Ber. 62.(1910), Formel (A), S. 154], denn seine ,,induzierte 


Belegung y[P« ist eben nichts anderes wie unsere ,,Greensche Belegung ac” {vgl. I, 
8. 541, Anm. 7}. 
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Daraus ergibt sich: 





(11 i) log F (w,) — & (ws) = log @ (w,) — —@ (ws) 


+21 
— log (¢ (v0;) — k) — log (gp (ws) — &), 


und hieraus ersehen wir, da8 von den Entwicklungskoeffizienten der 
Logarithmen der beiden Differenzenquotienten alle nullfreien siberein- 
stimmen, denn die Zusatzfunktionen rechterhand hingen lediglich von je 
einer der Variablen w, und tw, ab, liefern also bei der Doppelreihenentwicklung 
nur Beitrage zu den Gliedern mit Koeffizienten mit mindestens einem Index 0. 
— Diese Ubereinstimmung iibertragt sich von den Entwicklungskoeffizienten 
auf die GréBen Z und Z [vgl. II, 8. 674]. — Dabei ist allerdings zunichst 
vorausgesetzt, daB beide Gebiete 3 und 3 Innengebiete sind, was ja beziiglich 
3 nicht zuzutreffen braucht; trifft es zu, so ist also 


~ 


(121) Z.,=d,,, sobald v,x +0, 


ist aber 3 das AuBengebiet von a, so erhalten wir unter Beriicksichtigung 
von (3’a): 


(lla) log 





@ (w,) — G (ws) _ lo (wg — ¢) py (w,) — (w, — ©) Y (ws) + xi 
WwW, — Wy = 2G uw, — We 


— log (py (w,) — k(w; — e)) — log (p(w,) — k (w, — ¢)), 


woran sich ganz entsprechende Schliisse kniipfen lassen wie oben an (111). 
Das Resultat ist: 


~ 


(12a) Z,. = A,,z, sobald v,x+0. 


Also stimmen stets die nullfreien GroéBen Z und Z iiberein: 


~- 


(13) Zin = Zz, sobald v,x +0, 


oder: Die ganze Matriz der nullfreien GréBen Z verhilt sich der Inversion 
gegentiber invariant : 


(13*) (Z) = (2). 


Auch die Anderungen, welche die Elemente Z mit einem Index 0 erfahren, 
kann man den Gleichungen (11i) und (lla) sogleich entnehmen: Es ist all- 
gemein 


-- 


(14) Lox = Zox — 3x (k), z= 1, 2,3... 
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wo die 3,(k) aus den Entwicklungskoeffizienten der Funktionen 


(15i) log (p(w) — k) 
bzw. 
(15a) log (y (w) — k(w — ¢)) 


ebenso entstehen, wie die J,, und A,,, aus denen der Funktionen (31) bzw. (3a): 
hervorgingen [vgl. II, 8. 674 (17)). 

Nachdem wir so iiber das ganze System der dem Gebiete 3 charak- 
teristischen GréBen Z,,=J,,, Bescheid wissen, kénnen wir in der Robin- 
Entwicklung der Dichtigkeit @ der natiirlichen Belegung der Kurve & 


(16) Gv = Toye (1+ 3? 07. Pr (@e)) 

1 
die Koeffizienten 7, nach den obigen Regeln sofort angeben und damit 9 be- 
stimmen. — Dieses 0 kann man nun aber auch ansehen als die Dichtigkeit 


der dem speziellen Pole o entsprechenden Greenschen Belegung von 3°). 
Gehen wir also jetzt von o zur urspriinglichen Kurve o zuriick, so liefert (9): 
ty Oy = ty Tio) s! = Ue Nk) s 
und (9’): 
Te Mo's’ = Ts%)0) 8» 
und daraus ergibt sich in Verbindungen mit (16), da ja @, =, ist, das 
Resultat : 


Ms = no)s(1 +270) ry Pr (w,))- 


So haben wir denn die Greensche Belegung der Kurve o bestimmt, wie sie 
einem Punkte k des Komplementirgebietes R von 3 als Pol entspricht — 
vorausgesetzt, daB wir die Abbildungsfunktion des Gebietes 3 kennen. 


Zusammenfassung. 


Ist eine Abbildungsfunktion gy (w) des Innen- oder Auengebietes emer 
Jordankurve o bekannt, und ist o derjenige Punkt dieses so ausgezeichneten 
Gebietes 3, dem der Anfangspunkt w = 0 der w-Ebene entspricht, so kann man 
nach friiher auseinandergesetzten Prinzipien dem Gebiete 3 ein System von 
Zahlen Z,,, zuordnen (niimlich das System der Gréfen J,,, bzw. A, meiner 
Arbeit I, vgl. S.674 und 678), wnd zugleich erhalten wir durch Abbildung der 
Kreise \w| = const und der Radiivektoren argw = const in 3 ein Greensches 
Koordinatensystem 2, (mit dem Pole 0) und damit auch einen Parameter w, 
zur Bestimmung von Punkten s auf o. 


5) Das folgt aus Jen Formeln (14) und (16) in I, S. 541 und 542, wird aber z. B. 
auch bestatigt durch die Formeln (30) bzw. (30*) daselbst S. 549 und 550. 
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Alsdann gilt fiir die Dichtigkeit der 2u einem beliebigen Punkte k des Kom- 
plementirgebietes R von 3 als Pol gehérigen Greenschen Belegung von o als 
Funktion dieses Randparameters w die Robin-Entwicklung 


ae 
(17) Nes = moye( I +): (v) r, (k) p, (w,) 
I 


wo die p, die Kreisfunktionen sind [vgl. I1, S. 674] und die 7, (k) die Grenzwerte 
bedeuten, denen sich die Elemente der ersten Zeile in den Matrizen 
(Z){1+(Z)+(Z2 +--+ (Ze) w= 1,28... 
mit wachsendem yu niithern. — Dabei bedeutet (Z) die Matrix der nullfreien 
Gripen Z,, und die Matriz (Z) entsteht aus ihr, wenn man sie noch durch Dariiber- 


na 


setzen einer weiteren Zeile ergédnzt: 


Zoi — 31 (k) Zo2—32(k) Qos — 39 (k) 


Zi, Zi Zy3 
(Z) = Ze, Zs. ’ 


die einzigen in der Formel (17) auftretenden GréBen, die von der Lage von k 
abhangen.) 

Mit der Greenschen Belegung (17) von o, wie sie einem Pole k aus & 
entspricht, ist aber auch die Greensche Funktion dieses Komplementiar- 
gebietes R mit dem Pole k bekannt [vgl. I, 8S. 541] und damit auch diejenige 
Abbildung von & auf den Einheitskreis der w-Ebene, bei der k in w = 0 
iibergeht*). Diese Abbildung wird vermittelt durch die Funktion 

— Jngey = oe (z—D 1 a5 
"w(z) = ef.ek—" (2 — ke * [vg]. II, S. 699] 


mit beliebig reellem « (Drehung). — Damit ist unser Problem gelést. 


Bemerkt sei noch, daB, wenn & das Innengebiet von a ist, der Faktor e*~ 4 
fortfallt (gleich 1 wird) — andernfalls sind J7, und I’ = J7, als Potentiale 
der natiirlichen Belegung zu berechnen, deren Dichtigkeit o, sich nach (5) 
und (7) ergibt. 


®) Wir kénnen also bei diesem Verfahren, auch wenn wir von der Abbildung 
des Innen- zu der des AuBengebietes ibergehen, es von vornherein so einrichten, 
daB ein beliebiger duBerer Punkt a (= k) in den Mittelpunkt des Einheitskreises 
der w-Ebene abgebildet wird, wahrend das oben erwahnte in II, 8.700 angegebene 
Verfahren ohne Benutzung der Grundrestbelegung uns zunachst nur die ,,natiirliche 
Abbildung* des AuBengebietes lieferte, bei der speziell der Punkt oc in w =—0 
iibergeht. 
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Anhang. 


Uber die Grundresthelegung konjugierter Kurven in der Ebene 
und konjugierter Flichen im Raume. 


Oben machten wir in (9) Gebrauch davon, daB bei konjugierter Pol-Lage 
die Greenschen Belegungen konjugierter Kurven o und @ (d.h. von 
Kurven, die durch Inversion oder Abbildung nach reziproken Radien aus- 
einander kervorgehen) selbst ,,konjugierte Belegungen‘“ sind, wenn wir hier- 
unter solche Belegungen verstehen, deren Dichtigkeiten c und ¢ in konjugierten 
Punkten s und s’ in der Beziehung stehen: 


(1E) TC, = Ty Cy (t = Abstand vom Abbildungszentrum). 

Ahnlich kann man nach dem Zusammenhang zwischen den Grundrest- 
belegungen konjugierter Kurven fragen. — Die Antwort ist bereits in 
meinen Beitragen gegeben (S. 109) und lautet, wenn man die in den Arbeiten I 
und II benutzte Definition der Grundrestbelegung zugrunde legt”): 
(2 E) ; Ts%s Eis). = Ty ts Esp 0’, 
wenn ebenso wie die Aufpunkte s und s’ auch die Polpunkte s und s’ konjugiert 
sind. Wir sagen dafiir in wohl leicht verstandlicher Weise: Die Grundrest- 
belegungen konjugierter Kurven sind zweifach konjugiert. 

Wesentlich anders liegen die Verhiltnisse bei konjugierten Flichen 
im Raume und dem Newtonschen Potential. Hier bezeichnet man als ,,kon- 
jugierte Belegungen“ solche, deren Dichtigkeiten ¢ und ¢ in konjugierten 
Punkten s und s’ in der Beziehung stehen: 

3 3 

(1 R) tec, = t,) Cy {vgl. z.B. Beitrige S. 110] 
und, wenn sie noch von je einem zweiten Punkte s bzw. s’ abhingen, waren sie 


demnach als ,,zweifach konjugiert‘‘ zu bezeichnen, wenn die Beziehung besteht: 
3 68 $638 


(2R) te td cs), = tar? Cs") 8! (s, s’ und s,s’ konjugierte Punktepaare). 
Dann gilt abe: nach Beitrage 8. 116 nicht etwa, daB die Grundrestbelegungen 
konjugierter Flachen zweifach konjugiert zueinander sind, sondern: zweifach 
konjugiert ist (in der alten Bezeichnung, vgl. Anm. 7) die Grundrestbelegung 


der einen Flache zu einer Belegung der anderen, deren Dichtigkeit sich von 
der Grundrestbelegung um ein angebbares Zusatzglied qa unter- 


m2 “(s)8 
scheidet: In unsere neue Bezeichnung umgesetzt, lautet das Resultat: 





3 5 0.0 1 3 3 ie Og Oy 
(3) ty ts (Cs). + > - $5 %g).) = tts (Eye + = ) 
7) Nach ihr ist die Dichtigkeit €/s), der Grundrestbelegung das, was ich noch 


in meinen ,,Beitragen“ [vgl. I, Anm. 1] mit €(s) . — ae bezeichnete [vgl. I, S. 548]. 
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oder in symmetrischer Form geschrieben: 





5%, 22 Sy @, 
(8) rtd (Coys + “Set — ghy Qes) = 183 (Coys + Se — bene) 


und fiir diese Funktion 2,,,, habe ich dort die Darstellung angegeben: 








az oF ad . E r,t : az 
ey $s tT, $s s*s 5 * 

Q aie Dhaai, atte, De Bidet wc dias tae dol 
(4) (s)s Ts —_ =, * te dv, Ov, E,, 9, ov 


Danach ist diese ZusatzgréBe 2 noch von der Lage des Abbildungszentrums 
abhangig, ein Umstand, der dem Resultat (3) oder (3’) jede einfache Bedeutung 
nimmt. — Es soll nun hier gezeigt werden, da8 sich dieser Ubelstand beseitigen 
1aBt. 

Zunichst gestattet _ ap och Umformung: 








é log 
o re i, <e 
we E Ov ov E Ov 


$e s . Se 





a log 5 














= . 


$s 
und mittels der sich aus ahnlichen Dreiecken leicht ergebenden Beziehungen 
2 = 5 und 2 Pa 


se S's Se S's’ 


folgt weiter miihelos fiir das zweite Glied: 





eS 














= T,’ Ts’ 








a... pha al 
0 log —— Lgl og 
8 3/4 E,. E.. 2 3/4 F. 
(5) twrtel> E =. 
E Bey A vs" 0 »,’ 


Unter Benutzung dieser Resultate (4’) und (5) nimmt dann die Beziehung (3) 
die folgende Form an: 




















1 
3 d log 0 log 
(6) r ti (€ ro. eee Be Ee, =e.) 
le est r 42% E., Ors Ov: 
1 1 
~ — Olog =— A log —— 
me ee eee tet ae.“ Eye) 
Ts’ (s’)a’ 7 r 42? E,, ? a vs" 4 ri ’ 


und hier sind jetzt die zu € noch hinzutretenden Glieder tatsichlich wnab- 
hiingig von der Lage des Abbildungszentrums. 

Um das damit erhaltene Resultat einfach formulieren zu kénnen, fiihren 
wir noch eine ,,}-Belegung“ der Fliche o ein, deren Dichtigkeit die nur von 
der Lage der Punkte s und s (Pol und Aufpunkt) abhangige Funktion 





m Bons = Gos + Sot — 7s att oH 
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ist, oder auch, was dasselbe: 


, Ost, 1 1 008(H,,,%,) cos (&,,, »,) 

(7’) By = Cy. + TE — Tae ale ga 

Dann besagt (6): Die %-Belegungen konjugierter Flichen o und & sind zu- 
einander zweifach konjugiert: 





3 3 2 3 
(8) Te ts Biss = te Te Hoe 
wo natiirlich s, s’ und s, s’ Paare konjugierter Punkte (auf o und @) sind. 
Speziell bei der Kugelfliche ist § = 0, es bestitigt sich also das Ge- 
setz (8) in denkbar einfachster Weise. — Auch bei beliebigen Fliachen 
o diirfte § im Gegensatz zu € [vgl. Beitr. 8. 82] immer sfetig sein (auch bei 
Annaherung von s an den Pol s), und, da nach (7) mit der -Belegung auch die 
€-Belegung (Grundrestbelegung) bekannt ist, diirfte sich danach diese ¥-Be- 
legung als zweckmaBiger Ersatz fiir die Grundrestbelegung empfehlen. 
Doch ist es mir bisher nicht gelungen, im allgemeinen Falle die Stetigkeit 
der Funktion ¥ zu beweisen, und ebensowenig auch, eine selbstindige Charak- 
terisierung von %, etwa durch eine einfache Integralgleichung, zu finden. 


(Eingegangen am 12. 9. 1940.) 











Zur pythagoreischen Algebra: 
Quadratwurzel und Kubikwurzel. 
Von 


B. L. van der Waerden in Leipzig. 


In der axiomatischen Begriindung der pythagoreischen Musiklehre, iiber 
die Ptolemius') kurz referiert und die in Euklids Sectio Canonis?) ausfiihrlich 
dargestellt. wird, spielt die Frage nach der Méglichkeit der Teilung eines 
Intervalles in zwei oder mehrere gleiche Teilintervalle eine groBe Rolle. 
Arithmetisch kommt sie auf die Frage hinaus, ob sich zwischen zwei Zahlen, 
die in einem gegebenen Verhiltnis a: 6 stehen, eine oder mehrere mittlere 
Proportionale einschieben lassen*). Archytas von Taras, der hervorragendste 
unter den pythagoreischen Musiktheoretikern, hat bewiesen*), daB eine solche 
Einschiebung unméglich ist, wenn das Verhiltnis a:b ein ,,iiberteiliges“, 
d.h. wenn a:b = n: (m + 1) ist. 

Der Beweis des Archytas beruht, ebenso wie der in der Sectio Canonis 
dargestellte, auf folgendem Hilfssatz: Sind a’ und b’ die kleinsten Zahlen im 
Verhiltnis a : 6, so lassen sich ebenso viele mittlere Proportionale wie zwischen 
a und 6 auch zwischen a’ und Db’ einschieben. Dieser ist ein Spezialfall des 
Satzes VIII 8 der Elemente von Euklid. Im gleichen VIII. Buch findet sich 
auch die vollstandige Antwort auf die zestellte Frage: Die Einschiebung einer 
mittleren Proportionalen ist nur méglich, wenn a’ und 6’ Quadratzahlen, 
von zwei mittleren Proportionalen, wenn sie Kubikzahlen sind (VIII9 in 
Verbindung mit IX 8). Die Umkehrung (VIII 11 und 12) wird von Plato 
dem Pythagoreer Timaios in den Mund gelegt®), wodurch bestiatigt wird, 
daB es sich hier um pythagoreische Arithmetik handelt °). 

Wie sind nun die Pythagoreer zu der Frage nach den mittleren Pro- 
portionalen gekommen ? 

Ich glaube nicht, daB diese Frage aus der Musiktheorie erwachsen ist. 
Denn fiir diese sind zwar das arithmetische und das harmonische Mittel direkt 
wichtig (naimlich fiir die Teilung der Oktave in Quinte und Quarte), das 
geometrische aber nur indirekt, insofern die Nichthalbierbarkeit der iiber- 


') Klaudios Ptolemaios, Harmonielehre (ed. Diring), Buch I, Kap. 5. 

*) Euclidis Opera Omnia (ed Heiberg u. Menge, Leipzig 1916), Bd. VIII. 

3) ,,Zahl bedeutet hier nach griechischem Sprachgebrauch ,,ganze Zahl“; die 
gesuchten mittleren Proportionalen sollen ebenfalls ganze Zahlen sein. 

*) Archytas bei Boetius, De institutione musica (ed. Friedlein, Leipzig 1867), 
S. 285— 286. 

5) Timaus 31 B4 und 32A7. 

6) Vgl. dazu P. Tannery, Mém. scient. III, Nr. 83, und K. Reidemeister, Die 
Arithmetik der Griechen (Leipzig 1939). 
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teiligen Intervalle im logischen Aufbau der Sectio Canonis eine Rolle spielt. 
Dieser Aufbau stellt aber eine Endstufe der Theorie dar, die erst auf Grund 
einer ausgebildeten Arithmetik méglich war. 

Weit eher kénnte das geometrische Mittel aus der Geometrie stammen. 
Zum ersten Male kommt die Konstruktion des geometrischen Mittels bei 
Euklid II 14 vor, wo es sich darum handelt, zu einem gegebenen Polygon 
ein flichengleiches Quadrat zu errichten. Diese Konstruktion ist ein unent- 
behrliches Hilfsmittel bei der Flachenanpassung (Euklid VI 28 und 29), die 
nach Eudem’) eine Erfindung der Pythagoreer ist. Die Konstruktion von zwei 
geometrischen Mitteln zwischen zwei vorgegebenen Strecken ist aquivalent 
dem Problem, einen Wiirfel von gegebenem Rauminhalt zu konstruieren, und 
diese Aquivalenz bildet die Grundlage der stereometrischen Lésung des 
Problems der Wiirfelverdopplung von Archytas’). Die geometrischen Mittel 
spielen also in der pythagoreischen Geometrie eme wichtige Rolle. 

Trotzdem glaube ich nicht, da8 die Wurzel der arithmetischen Problem- 
stellung in der Geometrie zu suchen ist. Denn fiir die Pythagoreer sind die 
Zahlen immer das primare; sie trieben Arithmetik, lingst bevor es eine Geo- 
metrie gab, die sich an so schwere Probleme wie die Wiirfelverdopplung heran- 
wagen konnte. Von der Geometrie aus gibt es auch keine plausible Erklarung, 
warum so ausgefallene Probleme wie die Flachenanpassung und die Wiirfel- 
verdopplung eine so zentrale Rolle spielen. Vielmehr sieht es so aus, als ob 
diese Probleme nur geometrische V erkleidungen von algebraischen Fragestellungen 
sind. Die einfachsten nichtlinearen Gleichungen in einer oder zwei Unbe- 
kannten heiBen namlich 


(1) 2@=a bw. B=a 
bzw. 
(2) trty=a, zy=b, 


und die geometrische Formulierung dieser Gleichungsaufgaben fiihrt gerade 
auf die obenerwahnten Probleme. 

Eine nahere Betrachtung der Arithmetik selbst fiihrt zum gleichen Er- 
gebnis. Bekanntlich hat es neben der offiziellen Arithmetik, die nur ganze 
Zahlen betrachtete, eine Logistik gegeben, die auch mit Briichen rechnete. 
Die Arithmetik ersetzte diese Briiche durch Zahlenverhiltnisse. So kann man 
die im VII. Buch Euklids entwickelte Theorie der auf ihre kleinsten Glieder 
reduzierten Zahlenverhiltnisse als eine Theorie der gekiirzten’ Briiche be- 
trachten. Die Zusammensetzung von Verhiltnissen entspricht der Multi- 
plikation von Briichen, die .,Verdopplung* eines Verhiltnisses dem Qua- 
drieren. Der Bildung der héheren Potenzen entspricht die arithmetische 
Theorie der geometrischen Reihen im VIII. und IX. Buch. So gesehen, ist 

7) Proklos in Euklid (ed. Friedlein), S. 419. 

8) Eudemos im Eutokioskommentar zu Archimedis Opera (Heiberg) III, 8S. 99. 
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die Frage nach den mittleren Proportionalen zwischen Zahlen nur die arith- 
metische Fassung der logistischen Frage nach der Quadratwurzel oder Kubik- 
wurvel aus einer rationalen Zahl. 

Nun wissen wir aber-auch aus anderer Quelle, daB die Pythagoreer sich 
fiir die Berechnung von Quadratwurzeln interessierten. Theon v. Smyrna®) 
und Proklos!) geben uns das Bildungsgesetz der ,,Seiten- und Diagonal- 
zahlen“, die der Pellschen Gleichung 

22%7—y=+1 
geniigen und deren Verhaltnisse Naherungen fiir V2 ergeben. Das Paar (5, 7) 
kommt bereits im Platonischen Staat (546 C) vor. 

Zusammenfassend kénnen wir die Genesis all dieser — auch in der 
Epinomis?%) stark hervorgehobenen — Probleme so darstellen: 

A. Algebraischer (logistischer) Ausgangspunkt: 

1. Berechnung von Quadratwurzeln. 2. Berechnung von Kubikwurzeln. 

B. Geometrische Ewnkleidung : 

1. Quadratur des Rechtecks. 2. Kubatur eines Balkens (Wiirfelver- 
dopplung). 

C. Arithmetische Einkleidung: 

1. Eine mittlere Proportionale. 2. Zwei mittlere Proportionale. 

D. Musiktheoretisches Korrolar: 

1. Halbierung eines Intervalles. 

Zur vollen GewiSheit, daB die hier betrachteten geometrischen und 
arithmetischen Probleme letzten Endes aus der Algebra stammen, gelangt 
man, wenn man auch noch die Keilschrifttexte heranzieht. Zahlreiche Quadrat- 
wurzel- und Kubikwurzeltabellen aus der Zeit von Isis I. bis Darius!) be- 
weisen, wie wichtig diese Operationen den Babyloniern waren. Zahlreich 
sind auch die Probleme, die durch algebraische Umformung auf die Grund- 
typen (1) und (2) zuriickgefiihrt wurden™2). Auch die Naherung ; fiir V2 
findet man hier wieder. Da die Pythagoreer bei ihren notorischen Beziehungen 
zum Orient das alles nicht gekannt, es aber in kaum mehr als einem Jahr- 
hundert nebst ,,Pythagoreischem Lehrsatz‘‘ und so vielem anderen keil- 
schriftlich Uhberlieferten neu erfunden haben sollten, ist kaum glaublich. 





%) Theonis Smyrnaei Expos. rer. math. (ed. Hiller, Leipzig 1878), 8. 43—44. 

1®) Proklos, Komm. zum Staate Platos (ed. Kroll, 1901), S. 24— 29. 

1) Siehe O. Neugebauer, Mathematische Keilschrifttexte I (Quellen u. Studien z. 
Gesch. d. Math., Abt. A, Bd. 3, 1935), Kap. I, § 4. 

12) Siehe unter''), fir die Kubikwurzeln_bes. S. 216 und 460— 461. 

3) Siehe O. Toeplitz, Quellen und Studien B 2, 8. 334. 


(Eingegangen am 6. 11. 1941.) 








Zu Hilberts 80. Geburtstag 


Am 23. Januar 1942 ist David Hilbert 80 Jahre alt 
geworden. Die gesamte mathematische Welt griift ihn 
in Verehrung als den greisen Heros ihrer Wissenschaft, 
der durch die Tiefe seiner Gedanken und die Kraft 
seiner Persénlichkeit in dem vergangenen halben Jahr- 
hundert als unbestrittener Fiihrer der Forschung die 
Entwicklung der Mathematik bestimmt und geférdert 
hat. Die GroBartigkeit seines Lebenswerkes und dessen 
Auswirkung in die Zukunft zu wiirdigen, ist nicht 
Aufgabe dieser Zeilen, wohl aber darf die Redaktion 
der Mathematischen Annalen, die Hilbert so lange 
Jahre geleitet hat, den Gefiihlen herzlicher Dank- 
barkeit Ausdruck geben und dem Wunsche, daf ihm 
noch lange Jahre ruhevoller und gliicklicher Mufe 


beschieden sein mégen. 


Die Redaktion 


der Mathematischen Annalen 


Mathematische Annalen. 118. 19 








Uber die Anzahl der Lésungen gewisser Aufgaben 
tiber Gitterpunktfiguren. 


Von 


Heinrich Tietze in Minchen. 


§ 1. 
Einleitung. 

1. Im Folgenden wird fiir drei und mehr Dimensionen eine Frage behandelt, 
deren Antwort im Falle von zwei Dimensionen bereits vorliegt (siehe Nr. 3, 4) 
und in der Lehre von den symmetrischen Funktionen eine bekannte Rolle 
spielt (Nr. 2). 

Die Gitterpunkte, um die es sich bei unseren Fragen handelt, sind durch 
wegs solche mit positiven Koordinaten. Ist M eine endliche Menge von Gitter- 
punkten des n-dimensionalen Raumes mit den Koordinaten 2z,,..., Z,, 80 
mége mit a” die Anzahl der Gitterpunkte von M in der Ebene z, =  be- 
zeichnet werden. Ist dann m der Grad von M, d.h. die Anzahl der Punkte 


von M, so erhalten wir fiir jedes y = 1, 2,..., m ein System nicht-negativer 
ganzer Zahlen A” = YU” (M) = (a{”, af”, ...) mit der Summe m. 
Geht man umgekehrt aus von n Systemen Y’,..., A” nichtnegativer 


ganzer Zahlen, alle mit der gleichen Summe m (> 1), so kann man fragen, ob 
es eine Gitterpunktmenge I vom Grad m gibt, so daB die zu M gehérigen 
Zahlensysteme W'(M), ..., U'"(M) der Reihe nach mit den vorgegebenen 
Systemen &’, ..., UM iibereinstimmen!). Weiter kann man nach der Anzahl 
N(u’|...|M™) verschiedener derartiger Mengen IM fragen®). Fiir die Be- 
antwortung dieser Fragen ist offenbar innerhalb jedes Zahlensystems UX die 
Reihenfolge der Zahlen a”, af’, . . . belanglos, so da8 man sie der GréBe nach 
fallend geordnet annehmen darf: a{” > aj’? >---. Auch sind natiirlich nur 


1) Vgl. Systeme von Partitionen und Gitterpunktfiguren I. Rekursionsformeln *). 
Sitz.ber. d. Bayer. Akad. d. Wiss., Jahrg. 1940 (S. 23—54), Nr. 3, S. 26. Wegen analoger 
Fragen im Kontinuierlichen vgl. ebenda, Jahrg. 1941, S.19*, Sitzung vom 25. Okt. 
1941, Punkt 5. 

*) Uber diese Anzahlen und ihre Berechnung vgl. |. c.*), S. 25ff. sowie ,,Gitter- 
punktfiguren“ III. Ein Satz iber das Verhaltnis der Lésungsanzatlen gewisser Par- 
titionsaufgaben, IV. Formeln und Tabellen. Bayer. Sitz.ber., Jahrg. 1940, 8. 133—145 
und S. 147—166. 

*) Der Kirze halber soll weiterhin aus dieser Folge von Noten mit gleichem Ober- 


titel die einzelne Note nur mit ,,Gitterpunktfiguren“, Nummer und Untertitel zitiert 
werden oder tiberhaupt nur als ,,Note I‘, ,,Note II“ usw. 
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die positiven unter den Zahlen a‘ wirklich von Bedeutung. Nennt man, 
wie iiblich, ein System positiver ganzer Zahlen mit der Summe m, bei dem es 
auf die Reihenfolge der Zahlen nicht ankommt, eine Partition von m, so 
kénnen wir nach dem Gesagten jedes Zahlensystem &? als eine Partition 
von m auffassen, und die Frage nach dem Vorhandensein von Gitterpunkt- 
mengen der gewiinschten Art und nach ihrer Anzahl N hingt also wesentlich 
nur von den durch die Zahlensysteme & dargestellten » Partitionen der 
Zahl m ab. Wir werden: demnach kiinftighin von den ,,Partitionen YU" 
sprechen und dabei die Zahlen af mit ;« > m, die bei fallender Anordnung 
notwendig Null sind, weglassen; wir werden die Partition & also in der 
Gestalt 


©) — (g (vy 

= = &, ..-5@) 
mit ‘ 
1) MO > >.-->a™>O (») ina © .. 
( aP2>ap2z---2aM20, a +---+a%=m 
annehmen. 


Die folgenden Entwicklungen beschaftigen sich mit der Frage, zu welchen 
Systemen von Partitionen UM’, ..., U” iiberhaupt wenigstens eine zugehdrige 
n-dimensionale Gitterpunktmenge M vorhanden ist, also N = N(U'| ...|U) 
> 0 ausfallt, wann ferner nur eine einzige Lésung M existiert, also N = 1 ist. 

2. Nun ist im Falle » = 2 die Frage, wann fiir 2 Partitionen Y’ = Y, 
a” = 8% die Anzahl N = N(M'|A") = N(A|B) > O ausfallt, sowie im 
besonderen, wann N = 1 ist, vollstindig beantwortet (vgl. Nr.3). Dabei 
sind die fiir die Dimensionszah] » = 2 sich ergebenden Zahlen N(M|%) 
altbekannt wegen ihres Auftretens in der Lehre von den symmetrischen 
Funktionen. Sind 


h= 20%, fe= Lr%2,..., fp= m1%...% 
die symmetrischen Grundfunktionen der Variablen z,, zo, ..., 2,, ist ferner 
AL = (a;, dg,...,@,,) eine Partition der natiirlichen Zahl m und wird das 


Produkt Xy = hay Finn ..+f,,, der Grundfunktionen (hierbei fo = 1 gesetzt) 
in der Gestalt 


(2) X= x Cy sVs 
dargestellt durch die verschiedenen Potenzproduktsummen 
Y, = Jakt a... am, 


wobei B = (b,, bs, ..., b,,) in der Summe (2) alle Partitionen von m durch- 
lauft, dann ist jeder einzelne Koeffizient Cy nichts anderes als die oben 
mit N(U|%) bezeichnete Zahl%).. LaBt man in (2) auch Y alle Partitionen 


3) Vgl. Uber symmetrische Funktionen von endlich pder abzihlbar unendlich 
vielen Veranderlichen. Monatshefte f. Math. u. Phys. 48 (1939), 8. 487—499; 49 
(1940), S. 1—52; Nr. 1, 8.487, Nr. 10, Satz (a), S. 494, Nr. 17, S. 2. 


19* 
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von m durchlaufen, so erhilt man in der Gesamtheit aller Koeffizienten 
Cys = N(U\B) die bekannte Cayley-Perronsche Matrix. 

Bei den diese Matrix verwendenden Beweisen des Fundamentalsatzes der 
Lehre von den symmetrischen Funktionen ist es wesentlich, da8 man den 
Zeilen und Kolonnen der Matrix — anders gesagt den Partitionen & und den 
Partitionen 8 — eine solche Anordnung geben kann, da8 in einer Diagonale 
lauter Einser, auf einer Seite der Diagonale lauter Nullen stehen. Fiir gréBere 
Werte von m kommen aber auch unter den Elementen auf der anderen Seite 
der Diagonale Nullen vor‘), jedoch keine Einser auBerhalb der Diagonale 5). 
Wiinscht man genau Bescheid dariiber, an welchen Stellen der Cayley- 
Perronschen Matrix, d.h. im Koeffizientenschema der Gleichungen (2) der 
Wert 0, bzw. der Wert 1, bzw. Werte > 1 auftreten, so deckt sich, wie man 
sieht, diese Frage mit der zu Beginn dieser Nr.2 genannten. Wir wollen 
sogleich besprechen, wie hier die Dinge liegen. 

3. Die Antwort auf die eingangs der Nr.2 iiber die Werte von 
N(u’| ...|%™) im Falle n = 2 gestellte Frage — eine Antwort, die sich auf 
den Begriff der ,,konjugierten Partitionen“*) und auf gewisse Ordnungs- 
beziehungen zwischen Partitionen”) stiitzt — wird gegeben durch folgende 
Satze 8): 

(a) Zu den Partitionen U’, MU" derselben Zahlm gibt es dann und nur 
dann wenigstens eine zweidimensionale Gitterpunktmenge M mit A’ (M) = A’, 
a’ (MM) = AW", d.h. es ist dann und nur dann N(M'|M"’) > 0, wenn 
a” s (M’)-! — oder, was auf dasselbe hinausliuft, M’ < (M’’)-1 — ist, wobei 
die zu einer Partition & konjugierte Partition mit M-! bezeichnet wid. 


*) Namlich stets, wenn m > 6 ist; vgl. l.c.*), S. 497, Anm. 23, sowie Nr. 24, 
Satz VII, 8S. 9. 

5) Vgl. den 1. c. *) genannten Satz VII, sowie ebenda in Nr. 39—41 die Satze (m), 
(n), (0), (p). 

*) Siehe etwa G. H. Hardy-E. M. Wright, An introduction to the theory of numbers, 
Oxford 1938, Chapter XIX, S. 272; vgl. auch 1. c. *) Bd. 48, Nr. 11, S. 495 oder ,, Uber 
Tripel konjugierter Partitionen“‘, Abhandlungen aus dem Math. Seminar der Hansischen 
Universitét (Hamburg), Bd. 14 (1941), S. 273—284, Nr. 1. 

7) Von zwei verschiedenen Partitionen U = (a,,...,@,,), B = (by, .--, bm) (jede 
monoton nicht-zunehmend angeordnet, vgl. (1), Nr. 1) wird & héher als B und $ tiefer 


als YU genannt (UA > 8, B < UW), wenn 5 yf s b, fiir jeden Wert u von | bis m 
i=l A=1 


m — + 
oder anders gesagt, wenn Sa, FY by (1S « Sm) gilt. Vgl. 1. c.*), Monatshefte, 
i=s A=u 


Bd. 48, Nr. 14, 8. 497; Bd. 49, Nr. 24, S. 8, oder auch Note III, 1. c. *), Nr. 5, S. 137, 
sowie wegen einer geometrischen Deutung Note VI. Konvexe Polygonziige und Par- 
titionen nebst deren Ordnungsbeziehungen, Bayer. Sitz.ber. 1941, 8. 39—55. 

8) Siehe 1. c.*), Bd. 49, Nr. 24, Satz VII, S. 9. 
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(b) Die Anzahl N (Y'|U’’) der Gitterpunktmengen M mit A’ (M) = A’, 
w’(M) = A” ist dann und nur dann = 1, wenn YW” = (Y’)-! [somit 
Ww’ = (M’)-4] ist. Die letztere Bedingung, daB Y’ und A” zueinander kon- 
jugierte Partitionen sind, ist aber gleichbedeutend damit, daB es eine 
komprimierte ®) zweidimensionale Gitterpunktmenge R mit YW’ (R) = W’, 
U”’ (KR) = A” gibt; unter den zweidimensionalen Gitterpunktmengen sind 
sonach die komprimierten Gitterpunktmengen die einzigen mit der Eigen- 
schaft, daB es auBer R keine zweite Gitterpunktmenge M mit A’ (M) = A’ (K), 
A’ (M) = A" (K) gibt. 

4. Ehe wir uns nun den entsprechenden Fragen fiir » > z zuwenden, 
wollen wir den auf den Fall » = 2 beziiglichen Siatzen (a), (b) eine etwas 
andere Form geben. Wie wir gleich sehen werden, erweisen sich diese Sitze 
nimlich als gleichbedeutend mit den folgenden drei Sitzen: 

(A) Die Lésungsanzahl N (&’|%’’) ist dann und nur dann > 0, wenn es 
Partitionen €’, €’”’ und eine 2-dimensionale komprimierte Gitterpunktmenge R 
gibt, fiir die U’(R) = C’, A’ (KR) = C” und 


(3) Cen, C* 2H" 
gilt. 

(B) Wenn die Lésungsanzah] N(Y’'\%"’) = 1 ist, d.h. wenn es eine 
einzige 2-dimensionale Gitterpunktmenge M mit MW’ (M) = A’, A’ (M) = A” 
gibt, dann ist die Gitterpunktmenge MM allemal komprimiert. 

(C) Wenn es eine komprimierte 2-dimensionale Gitterpunktmenge & 
mit UM’ (RK) = A’, A" (KR) = A" gibt, dann ist stets N(Y')M"’) = 1, dh. es 
gibt auBer R keine zweite Gitterpunktmenge M, fiir welche WM’ (M) = A’, 
UW’ (M) = A” wire. 

Um zunichst zu sehen, daB eine notwendige und hinreichende Bedingung 
fiir N (U'|M"’) > 0 ebensowohl durch Satz (A) wie durch Satz (a) geliefert 
wird, nehmen wir an, es sei N(Y’|M’’) > 0, gemaB (a) also AU’ < (M’)-?. 
Wir brauchen dann nur ©’ = Y’, €”’ = (Y’)-! zu setzen, um zu sehen, da8 
die Bedingung von Satz (A) erfiillt ist, wenn fiir R diejenige (eindeutig be- 
stimmte) komprimierte Menge genommen wird, zu der die konjugierten 
Partitionen €’ und €” = (€’)-1 gehéren. Wenn umgekehrt eine komprimierte 


%) Allgemein heiBt eine Menge & von Gitterpunkten des n-dimensionalen 
Raumes ,,komprimiert“, wenn zugleich mit jedem zu & gehdrenden Gitterpunkt 
(a1, .-+, Zn) auch alle den Ungleichungen 2, < a, (1 <= ry Sn) geniigenden Gitter- 
punkte (z,,...,2%,) zu R gehdren. Siehe ,,Gitterpunktfiguren“* I]. Komprimierte 
Gitterpunktmengen. Sitz.ber. d. Bayer. Akad., Jahrg. 1940, S.69—131, Nr. 1, 2, 
S. 70, ,,Gitterpunktfiguren“, Note V. Der Hauptsatz tiber den Umbau komprimierter 
Gitterpunktmengen, ebenda, Jahrg. 1941, S. 1—37, Nr.3, 8.4, ,,Uber die Anzahl 
komprimierter Gitterpunktmengen von gegebener Punktezahl‘*, Math. Zeitschr. 47 
(1941), S. 352, sowie die in Anm. 14 genannte Arbeit in Crelles Journal, Nr. 3. 
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Menge & mit A” (KR) = C” (» = 1, 2) existiert, so daB (3) erfiillt ist, dann 
bedeutet dies, daB ©” = (€’)-1 und somit A” < (C’)-! ist. Zufolge (3) ist 
aber auBerdem (€’)-? < (M’)-}, also UM” < (M’)-1, und gemaB (a) ist daher 
N(U' |X’) > 0, so daB die Bedingung von Satz (A) sich auch als hinreichend 
erweist. 

Hinsichtlich der Satze (B) und (C) aber ist zu sagen, daB sie sich inhaltlich 
decken mit dem, was in (b) in eine einzige Aussage zusammengefaSt ist. 

5. Was nun den Fall von n = 3 Dimensionen betrifft?), so wollen wir 
beweisen!), daB die folgenden zu (A) und (B) vdllig analogen Satze gelten?2): 


Satz 1. Es gibt zu n (=> 2) Partitionen UY’, ..., U™ der Zahl m dann und 
nur dann eine n-dimensionale Giiterpunkimenge M mit U(M) = A” (vy = 1, 
...,”), dh. es ist dann und nur dann N(U |...| U™) > 0, wenn. es eine 
n-dimensionale komprimierte Gitterpunktmenge RK mit 


(4) a(x) =" > a” (lSvsn) 
gibt 13). 


Satz 2. Wenn es zu n(=> 2) vorgegebenen Partitionen U’,...,U™ der 
Zahl m nur eine einzige n-dimensionale Gitterpunktmenge M mit U (M) = A”? 


(1 S» Sn) gibt, also N(U'|...|U™) = 1 ist, dann ist diese Menge M stets 
komprimiert. 


©) Im Falle » = 1 liegt kein Problem vor: Fiir jedes m > 1 ist N(Y') > 0 und 
zwar = 1, wenn & gleich der Partition (1, 1, ..., 1) ist; fiir jede andere Partition YM 
von m ist N(U') = 0; vgl. Note I, |. c.*), S. 32, Formeln (9). ; 

11) An den Tabellen der Werte der Zahlen N, die in Note IV, |. c. *), S. 164f. fiir 
n = 3 und 1 = m= 5 gegeben wurden, fiel unmittelbar auf, da8B dort allemal, wo 
sich N = 1 ergibt, die zugehérige Gitterpunktmenge Komprimiert ist (vgl. 1. c. S. 162, 
Nr. 15, erster Absatz), was sich nun gem&B8 Satz 2 allgemein fir beliebiges m und n 
als giltig erweist. Es lieB sich aber an diesen Tabellen auch — nach Aufstellang aller 
komprimierten 3-dimensionalen Gitterpunktmengen & eines bestimmten Grades m 
(1<m<5) und der zugehdérigen Partitionensysteme €’, €”, €’” — feststellen, daB far 
keine anderen Systeme W’, YU’, A’ sich N(Y' |U"'| A'"’) > O ergab auBer fiir jene, die 
zu einem solchen System €’, €", €”’ in der Beziehung (4) stehen. DaB fiir die letzteren 
Systeme &', YU”, U'” notwendig N > 0 ausfallen muBte, war aus dem Satz in Note III, 
l.c. #) zu ersehen. DaB aber nur fiir diese Systeme N(U'|A"|...) > O ist, wird nun 
durch Satz 1 allgemein fiir beliebiges m und n bestatigt. 

12) Beziiglich Satz 1 vgl. Sitz.ber. d. Bayer. Akad: d. Wiss., Jahrg. 1941, S. 17*, 
Sitzung vom 25. Oktober 1941, Punkt 3, sowie den Hinweis auf diesen Satz am SchluB 
der vorliufigen Mitteilung }.c. »*). 

#3) Durch diesen Satz wird die Aufstellung derjenigen Partitionensysteme 


w’.:.., 4, fir welche N > 0 ist, zuriickgefiihrt auf die Aufstellung aller kompri- 
mierten Gitterpunktmengen &. Wie diese letzteren vollstandig zu gewinnen sind, ergibt 
sich aus ,,Gitterpunktfiguren*, Note II, i.c. *), §§ 7, 8 (fir » = 3) und Note V, 
lc.) § 7. 
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Andererseits ist bekannt, daB der zu Satz (C) analoge Satz fiir n > 3 
Dimensionen nicht zutrifft, daB es vielmehr in drei und mehr Dimensionen 
komprimierte Gitterpunktmengen gibt, die nicht die einzigen Gitterpunkt- 
mengen mit den gleichen zugehérigen Partitionen sind 1). 

Der Beweis der Satze 1 und 2 wird in § 3 gegeben, nachdem in § 2 die 
dabei verwendeten Hilfssitze iiber Kompression von Gitterpunktmengen 


und das Verhalten der zugehérigen Partitionen bei Kompression gebracht 
werden. 


§ 2. 
Kompression von Gitterpunktmengen. 


6. Sei v eine der Zahlen 1, ..., ». Eine Gitterpunktmenge 5) des n-dimen- 
sionalen Raumes mit den Koordinaten 2, ..., % heiBe2*) ,,2,-komprimiert“, 
wenn mit jedem Punkt (2°, MP 2°), der zu M gehért, stets auch alle jene 
Gitterpunkte (x, ..., Z,) zu M gehédren, fiir die 0 < z, < 2° und z, = 2? 
(A + ») gilt. Fiir p Zahlen »,,...,¥%, aus der Reihe 1,..., werde als 
(2, -.- 2,,)-komprimiert‘‘ eine Menge bezeichnet, die z,,-komprimiert ist 
fiir jeden der Werte h = 1,..., p. Es bedeutet dann ,,(2, . . . x,)-kompri- 
miert“ dasselbe wie ,,komprimiert“ schlechthin im Sinne der in Anm. 9 wieder- 
gegebenen Definition. 

Die eben besprochenen, teilweise (niémlich nur in gewissen Achsenrich- 
tungen) komprimierten Gitterpunktmengen spielen eine Rolle bei den zu 
besprechenden Ubergiingen von beliebigen Gitterpunktmengen zu kompri- 
mierten Gitterpunktmengen. 


7. Sei1?) n.>2 und M eine Gitterpunktmenge im (7, ... z,)-Raum. 


Fiir jedes Wertsystem (z’) = (x,, ..., Z,,) von » — 1 positiven ganzen Zahlen 
bedeute m(z’) die Anzahl der Gitterpunkte (z,, 72,..., Z,) aus M, fir 
welche zz = 2, ..., Z_ = @, ist; mit M* werde dieienige Gitterpunktmenge 


bezeichnet, die fiir jedes Wertsystem (z’) alle Gitterpunkte (z,, 7, . . ., 2.) mit 
(5) 0 < a, <m(z’) 


14) Vgl. Note II, 1. c. *), Nr. 6, 8.73 sowie ,,Komprimierte Gitterpunktmengen 
und eine additivzahlentheoretische Aufgabe“* (erscheint in Crelles Journal fiir Mathe- 
matik, Bd. 184), wo gezeigt ist, daB zu jedem n > 3 und jeder beliebig groBen Zahl G eine 
komprimierte Gitterpunktmenge & gefunden werden kann, so daB fiir die Partitionen 
a” — a(R) die Anzahl N(M’|...)a™) > @ ausfallt. 

15) Die Endlichkeit dieser Menge braucht nicht vorausgesetzt zu werden. Erst 
spater (von Hilfssatz 2 in Nr. 8 an) werden wir uns auf endliche Gitterpunktmengen 
beschrinken. 

16) Vgl. Note VII, 1. c. *), Nr. 2. 

17) Wegen n = 1 siehe Anm. 20. 
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umfaBt}*). Als ,,2,-Kompression“ von M werde der Ubergang von M zu M* 
bezeichnet, wobei also, wie man sagen kann, auf jeder zur 2,-Achse parallelen 
Geraden die Gitterpunkte in Richtung abnehmender z,-Werte zusammen- 
geschoben werden”), Die Menge M* ist natiirlich z;-komprimiert und es ist 
M* = M, wenn M bereits selbst z,-komprimiert ist. 


Analog wird die z,-Kompression fiir jedes » < n definiert®). 


8. Uber die besprochenen Anderungen von Gitterpunktmengen durch 
Kompression in einer Achsenrichtung gelten dann die folgenden an anderer 
Stelle bewiesenen Siatze: 


Hilfssatz 1. Aus einer (z,...2,)-komprimierten Gitterpunktmenge 
des (7, . . . Z,)-Raumes (wobei 1 S g < m sei) entsteht durch (z,, ,)-Kom- 
pression eine Menge, die wieder (x, ...,)-komptimiert, insgesamt also 
(x, ... 2%, ,,)-komprimiert ist ®). 


Hilfssatz 2. Sei M eine endliche Gitterpunktmenge des (z, . . . Z,)- 
Raumes, IM* die aus M durch z,-Kompression entstehende Menge, ferner 
UW’ bzw. UW, die zur Menge M bzw. M* gehérende auf die z,-Koordinate be- 
ziigliche Partition”); sei ferner Mt so beschaffen, daB die Zahlen a’, der Par- 
tition WU = (a, a5,...) der Ungleichung aj >a, 2>--- geniigen. Dann 
gilt fiir die Partitionen &’ und M, die Ordnungsbeziehung 


’ , 
a2, 
wobei nur dann YU, = Y’ ist, wenn M eine z,;-komprimierte Menge, somit 


M* = M ist. Analog ist natiirlich allgemein AY > A”, wenn M* aus M 
durch z,-Kompression entsteht 23). 


1%) Bei einer unendlichen Gitterpunktmenge M (vgl. Anm. 15) kann natiirlich 
auch m (z') = oo sein und es sind dann in M* alle Punkte mit z, = 2) (2 ¥<n) 
aufzunehmen. 

19) Vgl. die vorlaufige Mitteilung in Sitz.ber. d. Bayer. Akad. d. Wiss., Jahrg. 1941, 
S.1*, Sitzung vom 11. Januar, Punkt 2; ferner -Note VII, |. c.**), Nr. 3. 

*) Natiirlich kann man die gegebene Definition auch auf den Fall n = 1 aus- 
dehnen; wieder wird §* durch die Ungleichung (5) erklart, wobei m(z’) zu ersetzen 
ist durch die Anzahl m der Gitterpunkte von M. 

*) Vgl. ,,Gitterpunktfiguren‘‘ VII. Schrittweise Kompression partiell-kompri- 
mierter Mengen. Sitz.ber. d. Bayer. Akad. d. Wiss., Jahrg. 1941, S. 165—170, Nr.4, 
Satz 1. 

2) Sind a’, ..., Ua” baw. UW, ..., AY die auf die ibrigen Koordinaten beziig- 
lichen zu M bzw. M* gehdrenden Partitionen, so ist natirlich a? = 4 fir2ovcn. 

%) Vgl. ,,Gitterpunktfiguren“ VIII. Auswirkung der Kompression von Gitter- 
punktmengen auf die zugehérigen Partitionen. Sitz.ber. d. Bayer. Akad. d. Wiss. 1941. 
8. 171—186, §1, Nr. 2, Satz 1. 
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§ 3. 
Beweis der Sitze 1 und 2. 


9. Sei M eine endliche Gitterpunktmenge des (z, . . . z,)-Raumes, m die 
Anzahl ihrer Punkte und seien &’, . . ., U die zu M gehdrenden Partitionen 


der Zah] m, wobei (vgl. Nr. 1) a? af? >... angenommen werden mége. 
Mit 
(6) Mo=M. Mi,..., MA=K 


bezeichnen wir diejenigen Mengen, von denen jeweils M, durch z,-Kompression 
aus M,_, entsteht (1 = » <n). Dem Hilfssatz 1 (Nr. 8) zufolge ist dann 
jede Menge M, eine (z,...z,)-komprimierte Menge, es ist somit M, = K 
komprimiert. Gema8 Hilfssatz 2 andert sich aber beim Ubergang von M,_, 
zu M, von den zugehérigen Partitionen héchstens die eine auf die z,-Koordinate 
beziigliche; und wenn sie sich andert, dann stets so, daB zu M, eine ,,hdhere“ 
Partition gehért als zu M,_,. Fiir die zu KR gehdrenden Partitionen folgen 
daraus die Beziehungen (4), womit Satz 1 von Nr. 5 bewiesen ist. 


10. Andererseits gilt fiir die Lésungsanzahlen N (YM ||... |W) der 
folgende Satz: 


Hilfssatz 3. Wenn zwischen den 2» Partitionen WY’, .... W”, €’,...,. 
derselben Zah] m die Beziehungen bestehen 
(7) C>yr,..., co >a, 
wenn ferner N(C’|...|€™) + 0 (also = 1) ist, dann ist 
(8) Nw}... |u) > NC |.../e”) 


und es gilt in (8) nur dann das Gleichheitszeichen, wenn es in allen 
n Relationen (7) gilt 4), 

Unter den Voraussetzungen des Satzes 2 in Nr. 5 gelten nun fiir die 
aus Mm gemaB Nr. 9 gebildete komprimierte Menge M, = K und die zu K 
gehérigen Partitionen €’, .. ., € gemaB Satz 1 die Beziehungen (4); dabei ist 


(9) N@}...|€) >1, 

da ja mindestens die eine Menge S existiert, fiir welche €’,..., €™ die zu- 
gehérigen Partitionen sind. Nach Hilfssatz 3 gilt also (8), wobei — wegen der 
Voraussetzung NV (’| . . . |@&™) = 1 — in (8) und daher in allen Relationen (4) 


notwendig das Gleichheitszeichen gilt. Das ist aber, wie aus Hilfssatz 2 
ersichtlich, nur so méglich, da8 in der Folge (6) der aus M durch schrittweise 





*4) Dieser Satz ist eine unmittelbare Folge des in Note III, |. c.*) bewiesenen 
Satzes. 
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Kompression gebildeten Mengen durchweg M,_, = M,, also M, = Mo, 
das heiBt R = M ist. Die Menge M ist also komprimiert. Satz 2 ist damit 
bewiesen. 

Dafiir, daB eine Gitterpunktmenge M beziiglich des Systems der zu- 
gehérigen Partitionen einzig ist, gibt natiirlich Satz 2 nur eine notwendige 
Bedingung: die Komprimiertheit von M. DaB diese Bedingung (fiir n => 3) 
nicht hinreicht, geht aus den Bemerkungen in Nr. 5 (siehe insbesondere 
Anm. 14) iiber die Ungiiltigkeit des zu Satz (C) analogen Satzes fiir n > 2 
hervor. Satz 2 stellt also zu der eingangs (am Schlu8 von Nr. 1) beziiglich 
N = 1 gestellten Frage keineswegs eine volle Beantwortung dar, wie sie 
durch Satz 1 (Nr. 5) fiir die auf N > 0 beziigliche Frage gegeben wird. 


(Eingegangen am 9. 11. 1941.) 








Sehnittpunktanzahl 
rektifizierbarer und nichtrektifizierbarer Kurven. 


Von 


Wilhelm Maak in Hamburg. 


Wenn & eine feste Kurve und &’ eine bewegliche Kurve in der Ebene ist, 
so wird sich die Anzahl ihrer Schnittpunkte andern mit der Lage von &’. 
Es ist méglich, eine mittlere Schnittpunktanzahl mit Hilfe eines Integrals 
zu erklaren, und es gilt der Satz: Die mittlere Schnittpwnktanzahl ist gleich 
dem Produkt der Kurvenlingen (Poincaréformel). In einer friiheren Arbeit 
habe ich diese Formel fiir rektifizierbare Kurven bewiesen!). Es war mir aber 
nicht méglich. mit der damals angewandten Methode zu zeigen, daB das 
betreffende Integral unendlich wird, wenn beide Kurven nicht rektifizierbar 
sind, also unendliche Linge haben. 

Durch eine bessere Beweisanordnung ist es mir gelungen, die Herleitung 
der Poincaréformel erheblich zu vereinfachen, vor allem aber, sie so zu ge- 
stalten, daB man ohne weiteres erkennt, da8 die mittlere Schnittpunktanzahl 
unendlich wird, wenn eine. oder beide Kurven unendliche Linge besitzen. 
Damit ist die Poincaréformel also fiir beliebige einfache, stetige Kurven 
bewiesen. 

Aus dieser allgemeinen Formel kann man sofort das folgende interessante 
Kriterium fiir Rektifizierbarkeit von Kurven ablesen: Haben zwei Kurven 
bet jeder gegenseitigen Lage eine beschriinkte Anzahl Schnittpunkte. so sind beide 
Kurven rektifizierbar. 


§ 1. 
Einleitung. 


Unter einer Kurve & versteht man ein eindeutiges und stetiges Abbild 
der Punkte ¢ der Einheitsstrecke 0 < ¢ < 1 auf Punkte der Euklidischen 
Ebene. Wir bezeichnen die Abbildungsfunktion mit x (t). Wenn x (t) umkehr- 
bar eindeutig ist, so hei®t die Kurve einfach, wenn x (0) = x (1) ist, so nennen 
wir sie geschlossen. 

Auf & geben wir nun irgendwelche endlich viele Punkte tp) = 0 < t,; < 
<-+++<t,.; <t,=1 vor. Wir verbinden sie durch r Strecken s,, ihre 
Linge sei s;. So erhalten wir einen ,,einbeschriebenen‘: Streckenzug S, oder 


t) W. Maak, Uber stetige Kurven. Abh. Math. Sem. Hans. Univers. 12, S. 163. 
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auch S”), wenn fiir alle i gilt |t; — t;_,| < 6. Die Lange von S oder S be- 
zeichnen wir mit S bzw. S®. Die Lange L von & ist dann erklart durch 


= ob. Gr. 8, 


wobei die obere Grenze beziiglich aller einbeschriebenen Streckenziige ge- 
meint ist. Es gilt 
L = lim S®. 
d—0 
Wenn L endlich ist, so heiBt R rektifizierbar oder streckbar. 

Ist R’ eine andere Kurve, die wir als einfach annehmen wollen, so nenne 
ich einen Punkt aus dem Durchschnitt D (R, RK’) von KR und &’ dann und nur 
dann einen Schnittpunkt, wenn an dieser Stelle & tatsichlich von einem Ufer 
von §’ zum anderen iibertritt. Unter Anzahl N von Schnittpunkten von & 
und §’ verstehe ich die Anzahl der ¢, fiir die x (¢) Schnittpunkt ist. Wenn &’ 
starr beweglich ist, so ist N eine Funktion von &’, wir schreiben 


(1) N = N(g’). 


Die Lage einer starr beweglichen Kurve &’ kann man angeben, indem man mit 
ihr ein Linienelement starr verbindet, das ist ein Punkt (x, 22) mit einer 
Richtung g. Jeder Lage von &’ entspricht so ein Punkt (x, 22, gy) im drei- 
dimensionalen Raume. Auf diese Weise wird aus (1) eine Funktion von drei 
Veranderlichen 
N = N (8’) = N(2, 22, ¢). 

Wie alle anderen in dieser Arbeit auftretenden Funktionen, so ist auch diese 
meBbar?). 


Es sei /(R’) = f(xz,, 22, py) irgendeine positive meBbare Funktion, dann 
fiihrt man fiir ihr Integral folgende Schreibweise ein 


{ff f(xy, te, p)dada,dg= { x’. 
Man nennt 
R’ = dz, dz» d E¢ 
die kinematische Dichte von 82). Sie hat einige wichtige Eigenschaften. 


1. Die kinematische Dichte ist bewegungsinvariant. Das bedeutet z. B., 
daB das Integral von (1) 


(2) jn x, 
welches ich als mittlere Schnittpunktanzahl von R und §’ bezeichne, unab- 


hangig von der Lage von & ist. 


2) W. Blaschke, Vorlesungen iiber Integralgeometrie. 1. Heft. Zweite Auflage. 
Leipzig vn Berlin 1936 
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2. Die kinematische Dichte ist wahlinvariant. Fiir (2) bedeutet das, daB 
dies Integral nicht davon abhingt, welch Linienelement ich zur Beschreibung 
der Lage von &’ benutze. 

3. Die kinematische Dichte ist umkehrinvariant. Dies bedeutet fiir (2), 
da8 das Integral sich nicht andert, wenn ich statt R das ’ festhalte und R 
als beweglich anschaue. 

Das wichtigste Hilfsmittel beim Beweise der Poincaréformel ist Lebesgues 
Satz vom gliedweisen Integrieren: Es seien die Funktionen /; = /,(’) meB- 
bar und g = g (&’) sei integrabel. AuBerdem gelte 


0s/, S49, 
(3) = lim f,;- 


i—->o 
dann darf (3) gliedweise integriert werden: 
ffX = lim [f&. 
i—> © 
Fiir manche Zwecke ist folgende Fassung des Theorems zweckmaBiger: 
Die Integrale der summierbaren Funktionen f,; seien gleichmaBig beschrankt 


ji XM 
und es gelte 
(4) mh, 
Os Sf, 


dann darf man (4) gliedweise integrieren. 


§ 2. 
Die Poincaréformel. 

Es seien wie im §1 SR und &’ Kurven, & sei fest und &’ beweglich, ihre 
Schnittpunktanzahl heiBe N(R’). Die zu beweisende Formel lautet dann) 
{NS = 4LL’. 

Diese Formel ist fiir Streckenziige so leicht herzuleiten, daB ieh auf diesen 
Fall nicht einzugehen brauche. 
Zunachst sollen beide Kurven einfach sein und &’ zudem geschlossen. 


Ein der Kurve & einbeschriebener Streckenzug S® habe die Strecken s{”. 
Dann erklire ich folgende Funktion von 8’: 


1, wenn der eine Endpunkt von s im Innern von §&’ liegt, der 
pi? = andere auBen; 
0, wenn beide Endpunkte auf derselben Seite von &’ liegen. 


3) Der Faktor 4 wurde am Anfang der Arbeit der Einfachheit halber nicht erwahnt. 
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Wenn also p® = 1, so schneidet s{ und auch das dem s® entsprechende 
Stiick von R die Kurve &’ mindestens einmal. Deshalb gilt 


(1) rp <N. 


Sorge ich dafiir, daB bei kleiner werdendem 6 die Eckpunkte von S® an immer 
neuen Punkten von & liegen, so gilt auch 
d—>0 i 


Mit p® ist auch XY p eine Funktion von &’. Ich suche ihr Integral zu be- 
rechnen : : 


‘ [Eee — Zi aw 


Dazu ,,strecke“ ich jetzt S, das heiBt ich trage simtliche Strecken 39 
auf einer festen Geraden g von einem festen Punkt P aus hintereinander ab. 
Dabei andern sich wegen der Bewegungsinvarianz des kinematischen MaBes 
(bzw. der entsprechenden Dichte) die einzelnen Integrale auf der rechten Seite 
von (3) nicht. Die neuen Funktionen p will ich der Klarheit wegen 2 
nennen. Also 


[Emre = FE) vps = Fiat =| Pape. 


Jetzt setze ich vorliiufig K als streckbar voraus von der Linge L, und s 
soll eine Strecke von derselben Linge ZL sein, die ich ebenfalls von P aus 
auf g abtrage. Es habe s mit 8’ etwa n Schnittpunkte. Dann gilt 


rx <n, 
' , 
©) im Sal =v. 
d—>0 i 


Diese Gleichung kann ich jedenfalls erzwingen, indem ich Sorge tragé, daB 
die Endpunkte der Strecken, die auf g abgetragen werden, an immer neuen 
Stellen liegen, wenn 6 gegen Null geht. Ist nun n integrabel, so darf ich wegen 
(5) gliedweise integrieren und man erhilt 


li 9) a =z >! 
(6) jim | Das’ =[ nw. 
AuBerdem ergibt sich aus (4) und (5) 
J DrPH <[nw. 
Hieraus und aus (1) und (2) folgt (ebenfalls nach Lebesgues) 
(7) lim f Zp Ki = [NK 
d->0° ; 
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Aus (4), (6) und (7) entnehme ich 
(8) [Nx =[nw. 

Diese Formel gilt speziell auch dann, wenn &’ ein gleichseitiges Dreieck 
ist. In diesem Falle ist n stets integrabel, weil wir fiir Streckenziige die 
Poincaréformel schon als bekannt voraussetzen kénnen. Es braucht also n 
nicht ausdriicklich als integrabel vorausgesetzt zu werden. Daraus folgt sofort, 
da8 (8) auch dann richtig sein muS, wenn §’ eine Strecke ist, namlich etwa 
eine der drei Seiten des Dreiecks. Hat diese Strecke die Lange I, so ergibt sich 

j nx = 4 LI. 
Also 
(9) [NX =411 
Das ist die Poincaréformel fiir eine feste streckbare Kurve und eine bewegliche 
Strecke. ; 

Es ist aber das kinematische Ma8 umkehrinvariant. Deshalb muB die 
Formel (9) auch dann gelten, wenn die Strecke fest ist und die streckbare 
Kurve beweglich. Dieser FaJl liegt nun gerade bei (8) vor, wenn ich nur jetzt 
auch §’ als streckbar annehme. Dann ist also wirklich, auch ohne daB ich es 


ausdriicklich voraussetze, » integrabel und (8) bewiesen. Aus (8) und (9) folgt, 
weil s die Linge LZ und §’ die Lange L’ hat, 
[NX =4LL. 

Dies ist die Poincaréformel fiir zwei streckbare einfache Kurven, von denen 
eine auch noch geschlossen ist. Nachtriaglich kann man ohne Schwierigkeit 
zeigen, daB die eine Kurve auch nicht geschlossen zu sein braucht, und daB 
Doppelpunkte bis zu einem gewissen Grade zugelassen werden kénnen}). 

Es bleibt jetzt noch zu untersuchen, was geschieht, wenn eine der Kurven 
RK und §’ oder beide nicht rektifizierbar sind. Es sei etwa & von unendlicher 
Lange und §’ wieder geschlossen. Ich fiihre dann die Annahme, N sei inte- 
grabel, zu einem Widerspruch. Wegen (1) kénnte ich dann namlich (2) glied- 
weise integrieren und erhielte 
10 lim ( ype — (ne 
(10) prod 2 Pes [Ns. 
Es soll jetzt die Strecke s ganz beliebige Lange haben. Ich trage sie wie friiher 
auf g von P aus ab. Fiir hinreichend kleine 6 gilt dann 


D2 >n, 
wenn » die Anzahl der Schnittpunkte von s mit &’ bedeutet. Wegen (4) 
heiBt das 


fT pK =[nw, 
“¢ 











304 W. Maak, Schnittpunktanzahl von Kurven 
wieder fiir hinreichend kleine 6. Aus (10) folgt so 
[Ne S[nw. 
Nun wird das Integral rechts sicher beliebig groB, weil ja s beliebige Linge 
hat. Also ist 
[NR = 
und somit N nicht integrabel, im Gegensatz zu unserer Annahme. Wir hatten 
wieder &’ als geschlossen vorausgesetzt. Aber auch in diesem Falle macht der 
Ubergang zu nicht geschlossenen Kurven keine Schwierigkeit. 
Wir haben jetzt also bewiesen: 
Poincaréformel: Fiir einfache rektifizierbare oder nicht rektifizierbare 
Kurven gilt 
[NR = 4LL, 


wo bei nicht rektifizierbaren Kurven die Linge unendlich eingesetzt werden muf. 
Diesem Satze entnehmen wir folgendes 
Kriterium fiir Rektifizierbarkeit: Zwei Kurven sind dann und nur dann 
rektifizierbar, wenn ihre mittlere Schnittpunktanzahl endlich ist. Das ist z. B. 
immer der Fall, wenn die Schnittpunktanzahl beschrankt ist. 


(Eingegangen am 7. 10. 1941.) 











Uber die Bedingungen, da eine binire Form n-ten 
Grades eine n-te Potenz ist, und iiber die rationale 
Kurve n-ter Ordnung im R,,. 

Von 


Oskar Perron in Miinchen. 


§ 1. 
Zwei Fragen. 
Sei m eine natiirliche Zahl => 2. Die binare Form von X, Y 
to X* +(4)axe-? Y+ (5) 2X"-2 Y24...42,¥* 


ist dann und nur dann eine n-te Potenz (oX + oY)", wenn ihre Koeffizienten z, 
die folgende Parameterdarstellung haben: 
(1) Zo = oO, % = eo" ~ 10, ze = eo” *0%, ..., % = Oo. 


Dafiir ist offenbar notwendig und hinreichend, daB die Determinanten der 
Matrix 


(2) 








| 
Go Ty... Lp-y 
Ze... & | 


simtlich verschwinden. Das sind } » (nm — 1) Bedingungsgleichungen zwischen 
den Koeffizienten z,. Man sieht. aber leicht, daB bereits das Erfiilltsein 
der » Gleichungen 


(3) Zo % = 0 7 Ze Tn -2 Tp - Tn-1 Zo 
Ty Ly ” |@e wg T_q-1 Lp % % 


geniigt (also das Verschwinden der iibrigen Determinanten nach sich zieht). 
Denn fiir eine Lésung von (3), bei der z) = 0 ist, folgt aus den ersten » — 1 
Gleichungen (3) der Reihe nach: z; = 0, z2 = 0,..., %_,; = 0, so daB 
diese Lésung die Gestalt (1) hat (mit 9 = 0). Bei einer Lésung, bei der 
Z + 0 ist, kann man, weil es auf einen Proportionalitatsfaktor nicht an- 
kommt, 7) = 1 annehmen. Wenn dann z, + 0 ist und 2, = o gesetzt 
wird, so folgt aus den ersten » — 1 Gleichungen (3) der Reihe nach: z, = o%, 
Zs = o,..., Zp = oO”, so daB die Lésung wiederum die Gestalt (1) hat. Wenn 
aber z, = 0, so folgt aus den letzten » — 1 Gleichungen (3) von hinten an- 
gefangen der Reihe nach: z, = 0, z,_; = 0, ..., Zz = 0, so daB die Lésung 
abermals die Gestalt (1) hat (mit o = 0). Die m Gleichungen (3) haben also 
keine anderen Lésungen als die durch (1) dargestellten. 
Mathematische Annalen. 118. 20 





=0,..., = 0, =0 
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Deutet man die z, als projektive Koordinaten im R,, so stellen die Glei- 
chungen (1) die C, im R,, dar, d. h. die rationale Kurve -ter, Ordnung im R,, 
die nicht in einem R,,_, liegt [alle Kurven dieser Art, die sogenannten ra- 
tionalen Normalkurven des R, sind kollineare Bilder voneinander und 
werden bei geeigneter Wahl des Koordinatensystems durch die Glei- 
chungen (1) dargestellt]. Wir haben daher den 

Satz1. Die C, im R, lat sich als Durchschnitt von n Flichen") zweiter 
Ordnung darstellen. 

Nun kann man fragen, ob es nicht mit weniger als m Flachen geht. Mit 
weniger als » — 1 kann es offenbar nicht gehen, weil der Durchschnitt von 
héchstens n — 2 Flichen im R, von héherer als erster Dimension ist, also 
keine Kurve darstellt. Somit bleiben aber noch die folgenden zwei Fragen offen : 

Frage 1. Lat sich die C,, im R, als Durchschnitt von » — 1 algebraischen 
Flachen darstellen ? 

Frage 2. LaBt sich die C, im R, als Durchschnitt von n — 1 Flachen 
zweiter Ordnung darstellen ? 

Die Antwort auf Frage 1 lautet, wie in § 2 gezeigt wird, ja. 

Die Frage 2 ist fiir n = 3 bekanntlich zu verneinen. Es wiire aber falsch, 
zu glauben, daB sie dann fiir » > 3 erst recht zu verneinen ist. Die Antwort 
auf Frage 2 lautet vielmehr, wie in §3 gezeigt wird: 


ja, wenn n eine Potenz von 2 ist, 
nein fiir alle anderen n. 


Bemerkung. Ob die Antworten ebenso lauten, wenn man ,,die iibliche 
Definition des reinen Punktes zugrunde legt‘‘ (vgl. Deutsche Mathematik, 
Jahrg. 6, 5. 2), mu8 ich allerdings Herrn Leidheuser entscheiden lassen, da 
diese Definition wohl sein Geheimnis und mir ganzlich unbekannt ist. Meinen 
Ausfiihrungen liegt aber auch nicht ,,die Perronsche Definition des fremden 
Punktes“ (ibid.) zugrunde, die es gar nicht gibt. Es handelt sich vielmehr 
um genau dieselbe ganz eindeutige Fragestellung wie in meiner Arbeit im 
Band 47 der Math. Zeitschrift und wie in den dort zitierten Arbeiten von 
Kronecker und (trotz Herrn Leidheusers abweichendem Interpretations- 
versuch) von Herrn Vahlen, der ja nicht von so nebelhaften Dingen wie 
»reinen Punkten“, sondern von ,,vollstandiger“ oder ,,isolierter“’ Darstellung 
spricht und mit vorbildlich klaren Worten das umreiSt, was damit gemeint 
ist, daB namlich die zur Darstellung der Kurve benutzten Flachen keinen 
,auBerhalb der Kurve gelegenen Schnittpunkt“ haben diirfen. Ich habe 
mich der Kiirze halber der in der Mengenlehre inzwischen iiblich gewordenen 


*) Unver ,,Flachen“ im R, sind in dieser Arbeit natiirlich (n — 1)-dimensionale 
Gebilde zu verstehen, also definiert durch eine homogene Gleichung zwischen d-n 
n + 1 Koordinaten. 
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Terminologie bedient und einfach das Wort ,,Durchschnitt‘‘ gebraucht ohne 
den Zusatz ,,vollstaindig“. 


§ 2. 
Antwort auf Frage 1. 
Satz 2. Die Kurve (1) ist der Durchschnitt der n — 1 Flichen 


Zo zy woe Ly 
4) % Ze o+0 Spe =0 (k= 1,2,...,% — 1), 
Te Tey1 +--+ Tee 


wobet die x, fiir » > n durch 0 2 erseizen sind 2). 


Beweis. Da die Gleichungen (4) durch die Werte (1) befriedigt werden, 
ist klar, weil beim Einsetzen von (1) in (4) bereits alle Unterdeterminanten der 
ersten zwei Zeilen verschwinden. Es ist noch zu zeigen, daB auch umgekehrt 
jede Lésung von (4) die Gestalt (1) hat. Betrachtet man nun zuerst eine Lésung 
von (4), bei der z) = 0 ist, so folgt aus den » — 1 Gleichungen (4) der Reihe 
nach: 2; = 0, ..., Z,_; = 0; die Lésung hat daher die Gestalt (1) (mit 
o = 0). Betrachtet man aber eine Lésung von (4), bei der z) + 0 ist, so kann 
man Z% = lannehmen. Setzt man dann z, = a, so geht die erste Gleichung (4) 
iiber in 








lo|_ 
CO Ze a 
also ist z, = o®. Nimmt man aber an, aus den ersten k — 1 Gleichungen (4) 
hatte man bereits der Reihe nach folgern kénnen: z2 = o*, ..., 2 = 0%, 80 
geht die k-te Gleichung (4) durch Einsetzen dieser Werte iiber in 
it sn? @& 
ao o eee ot Tei1 0. 
OF 241 --- Tee-1 Tee 


Zieht man hier, von hinten anfangend, von jeder Spalte die mit o multiplizierte 
vorausgehende ab, so sieht man sofort, da8 die Determinante gleich 


+ (Ze41 — ry 
ist. Somit ist auch z,,, = o**?. Die Lésung lautet daher schlieBlich 
%=1,%= 46, ..5,%=O; 
sie hat also wieder die Gestalt (1). 
2) Man kénnte sie ebensogut durch irgendwelche Linearformen von %, ..., Z, 


ersetzen. Die Flachen waren dann zwar andere, aber ihr Durchschnitt wire derselbe. 
20* 
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§ 3. 
Antwort auf Frage 2. 

Satz 3. Die Kurve (1) laBt sich als Durchschnitt von n — | Fliachen zweiter 
Ordnung dann und nur dann darstellen, wenn n eine Potenz von 2 ist. 

Beweis. Fir n = 2 ist die DarstelJbarkeit trivial; die Kurve ist dann 
einfach der Kegelschnitt z9r,— 2? = 0 (eine Gleichung). 

Nurr nehmen wir an, fiir » = m, wo m eine gewisse Potenz von 2 ist, sei 
bereits eine Darstellung durch m — 1 Fliachen zweiter Ordnung gelungen: 
(5) byl@e, Say - «or Bu) = O, .. 5 fra (Bes Bas -- +> Sn) = O, 


und wollen zeigen, da8 es dann auch fiir » = 2m eine Darstellung durch 
2m — 1 Flachen zweiter Ordnung gibt. Es sind das einfach die folgenden 
2m — 1 Flachen: 





(a) fi (Zo, 21, occp Me a @, ...5 fm —1(Zo, 21, oes Bu) = 0, 
(b) GalBns Masete « «+> Sen) @ © «25 ha —1(Zm> Zm4i> +++» Tem) = O, 
(c) ZoZem — (7) 2 Zen, -1 + ()) 22tem-2 m0 9 = aie (rr) 2m Sm = 0. 


In der Tat ist zunachst klar, daB das Gleichungssystem (a), (b), (c) jeden- 
falls die Lésung 
% = o'", z, = o'* "a, ..., Sn = OPO", 

Za+1 = ie aa -o+9 Lom = o™ 
hat. Es ist zu zeigen, daB auch umgekehrt jede Lésung des Systems (a), (b), (c) 
die Gestalt (6) hat. Nun hat jede Lésung von (a) nach Voraussetzung die Gestalt 
(7) Zo = eo", x = 0" —'G, ..., Zu =O, 


und eine Lésung von (b), bei der z,, = o” ist, hat wegen der gleichen Voraus- 
setzung das Aussehen 


(8) Zq = Oo", Zn.) = OF "2, ..., Zan = ™. 
Nun soll aber auch die Gleichung (c) gelten, und wenn man in diese die Werte 
(7) und (8) einsetzt, ergibt sich 

o”™r™ oni (T)en— r™—1g2 + (3 )en- te" 20 — + (yon = 0, 
oder also 


(6) 


(ot — o%)* = 0. 
Daher ist ¢o = ¥@ Yr, so daB die Lésung (7), (8) die folgende ist: 
t= Vor™, 1 = VOr™ "Vy. Sm = VO™ Ve, 
tn+1 = Yo" ¥ee**, sees Fem = yr". 
Das geht aber durch die Bezeichnungsinderung ¥9 > 9, Yt —>¢ iiber in (6). 











Binare Form n-ten Grades und rationale Kurven n-ter Ordnung. 309 


Jetzt nehmen wir umgekehrt bei einem gewissen Wert an, die Kurve (1) 
lasse sich als Durchschnitt von » — 1 Flachen zweiter Ordnung darstellen: 
hi(2, Z,..+, %) = 90,..., fn-1(2o; 2, .-+) %) = 0, 

und wollen zeigen, daB dann n eine Potenz von 2 ist. 


Zu dem Zweck seien tp, %,..., %, Unbestimmte und die Wurzeln der 
Gleichung 


too" +ue"-'+--- +4, = 0 
seien 0}, 02,---; On. Dann hat das System der nm Gleichungen 
f=0,...,fo-1=9, Lu,x, = 0, 
da die Lésung der ersten n — 1 Gleichungen nach Voraussetzung durch die 
Formeln (1) gegeben ist, die » Lésungen 
(9) Zo= Of, 1 = Of, ++) Me-1 = Qh = 1 


fiir A = 1, 2,..., » und keine anderen (abgesehen von einem Proportionalitats- 
faktor). Daher ist, wenn 1%, %,,..., %, weitere Unbestimmte sind, die Re- 
sultante 


R=R e oot In-w 24, z,, ane 

Z,--+» Un-2, Lp-1, Ly 

nicht gleich 0, sondern ist in bezug auf die v, ein homogenes Polynom vom Grad 
2-23...2-l1= 2! 
und zerfallt in Linearfaktoren*) 
n 

(10) R= C TT moet + %10f-* +: ++ + Mm-10, + Pn)", 
wo k, die Multiplizitat der Lésung (9) ist und 
(11) ky + ke +--+ +k, = 2*-?}. 
C ist dabei ein Polynom der u,. Nun ist aber die Resultante in bezug auf die 
u, ebenfalls ein Polynom, also ein symmetrisches Polynom der Wurzeln 
01, Q2,---+s Qn» Daher bleibt die Formel (10) richtig, wenn man die 9, be- 
liebig permutiert, und da eine Zerlegung in Linearfaktoren nur auf eine Weise 


méglich ist, ergibt sich, daB alle Exponenten k, einander gleich sind, etwa 
gleich k. Aus (11) folgt dann aber 


nk = 2*-?. 
Daher ist » ein Teiler von 2"~', also eine Potenz von 2. W.z. b. w. 
3) Man sehe etwe des Verfassers Buch: Algebra, Band 1, zweite Auflage, 1932, 


8. 290; oder: van der Waerden, Moderne Algebra II (1931), § 79; zweite Auflage, 1940; 
§ 83. 


(Eingegangen am 28. i0. 1941.) 








Beweis des Reziprozititsgesetzes fiir quadratische Reste. 


Von 


Karl Dérge in Kin. 


Der folgende Beweis ist eng verwandt mit dem Frobeniusschen Beweis 
aus den Sitzungsber. d. Berl. Akad. 1914. Die Frobeniussche Darstellung hat 
den groBen Vorzug der Symmetrie, die folgende Fassung ist hingegen etwas 
anschaulicher. 


Es seien p, q zwei positive ungerade Primzahlen und p > q. » sei eine 
ganze Zahl. Unter B’ verstehe man das — etwa abgeschlossene — Intervall 


der Lange 4, dessen linker Endpunkt » - p ist, also [» p, vopt £}, und 
unter B’’ das — etwa abgeschlossene — Intervall von der Lange ‘, dessen 


rechter Endpunkt » - p ist, also [» ‘p— ‘, vy: p|. 


a  £ 4 
a a os s po a 





i Sr eee a im! 


t sei die Anzahl derjenigen unter den [ntervallen Bj , By,..., B,,_,, in welchen 


2 
ein Vielfaches von q liegt. Dann ist also tr’ die Anzahl der Vielfachen von q 
in der Vereinigungsmenge der B;,B,,...,B,_,. Nach dem GauBschen 
. 2 

Kriterium ist dann (2) =(— 1)". 1t” sei die Anzahl derjenigen unter den 
Vielfachen 
* ' , p-—i- 
1 q; 2 q; ory 2 q: 
welche in die Vereinigungsmenge aller B” hineinfallen. Dann ist nach dem 
GauBschen Kriterium, wie man sofort sieht, (£) = (— 1)". 

Ein Bi’ mit »y S 0 enthalt nun sicher keine Zahl aus *. Der Endpunkt 

wr . —1 7 : —1 

von By ist p-t>, der Anfangspunkt von Bry ist p- t+ te 
Wegen p > q liegt zwischen ihnen die gréBte Zahl aus *: r -q. Also 
ist t”’ die Anzahl aller Vielfachen von q in der Vereinigungsmenge der By’ , By’ , 


aon Bi1- Die Vereinigungsmenge 
2 


—— 
2 


Bi +B, +--+ 8), +BY +By +--+ By, 
2 
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nenne manB. JedesB’ hat mit genau einem B’’ einen Punkt gemeinsam, dieser 
ist aber ein Vielfaches*von p, also gewiB nicht Zahl aus *. Unter < verstehe 
man die Anzahl der Vielfachen von q in B. Dann ist 4lso t = 1’ + 1”. 


Daraus folgt: Die Aussage (2) + ( 4) ist aquivalent der Aussage: 
Von 1’, t” ist eine Zahl gerade, die andere ungerade, also aquivalent der Aus- 
sage: T ist ungerade. 


Man gehe nun vom Endpunkt von By'_ q—1 um B weiter nach rechts, man 


kommt zu —_ Punkt, den man S nenne. Die Abszisse von S ist dann: 


p- 1‘ +4 +- + = ft. q, also Vielfaches von g. Die Verteilung der 


Punkte von 8 a das interval [OS] hat nach dieser Konstruktion von S, 
welches vom letzten Punkte von B genau so weit nach rechts entfernt ist 
wie O nach links vom ersten Punkte von B, die folgende Eigenschaft: Geht 
man einerseits von O nach rechts und andererseits von S nach links, aber 
beidemal um die gleiche Strecke, dann liegen entweder diese beiden Punkte 
beide im Bereich B oder beide nicht. Also liegen auf der linken Hilfte des 
Intervalls [OS] genau ebenso viele solcher Vielfache von q, die in B hinein- 
fallen, wie auf der rechten Hilfte, wenn man hierbei beide Male den Mittel- 
punkt von [OS], falls er Vielfaches von q ist und in B fiallt, nicht mitzahlt. 


Daraus folgt: Die Aussage: t ist ungerade, ist aquivalent mit der gleich- 
zeitigen Giiltigkeit der zwei Aussagen: 


1. Die Abszisse des Mittelpunktes M von [OS] ist Vielfaches von g, und 
2. M liegt in B. 


M hat die Abszisse m = ett. q. Daher ist 1. Aaquivalent mit 
=— 1 mod 4, unabhingig von dae arithmetischen Natur von q. 

Wann gilt2.? Istg =4"+ 1, soistm =(4n-+ 1): ett —npt+2+t, 
also liegt wegen p > q hier M zwischen dem Endpunkt von B’, und dem An- 
fangspunkt von B}’,,, also nicht in B. Ist dagegen gq = 4” -- 1, so ist 
m = (4n— 1) 24° =np—* - 4. also M in B}’, also in B. Also ist 


2. dquivalent mit gq = — 1 mod 4, unabhangig von der arithmetischen Natur 
von p. 


Mithin folgt zusammengefaBt : 
Die Aussage (2) + (5) ist aquivalent mit der Doppelaussage 





1. p=—1 mod4, 2. ¢q=—1 mod 4. 


(Eingegangen am 10. 6. 1941.) 











Uber eine Metrik im Siegelschen Halbraum. 
Von 


Hans MaaB in Heidelberg. 





Es sei Z ein n-reihige quadratische komplexe Matrix, Z = X +4Y die 
Zerlegung von Z in Real- und Imaginirteil. Fiir eine komplexe Matrix Q 
soll 2 > 0 bedeuten, daB 2 hermitisch und die zu Q gehérige hermitische 
Form positiv definit ist. Der Siegelsche Halbraum § wird dann durch 


(1) Z=Z, Y>0 
beschrieben. Alle reellen Modulsubstitutionen: 
e o=(G p)miteroms e=(%p 6) 


fiihren § vermdge 
Z— (AZ + B) (CZ + D) 


bekanntlich?) in sich iiber. In vorliegender Note wird eine Metrik fiir § ein- 
gefiihrt, welche als direkte Verallgemeinerung der bekannten hyperbolischen 
MaSbestimmung der Halbebene 3m z > 0 anzusprechen ist. M. Sugawara 
hat sich bereits um eine solche Verallgemeinerung bemiiht®); er hat indessen 
den Ansatz, der hier zugrunde liegt, nicht weiter verfolgt. Wir gehen aus von 
der quadratischen Differentialform 


(3) ds* = Sp (dZY-1dZY-1) (Sp = Spur); 


sie definiert ein gegeniiber allen reellen Modulsubstitutionen invariantes 
Bogenelement ds fiir §. Fiir die durch ds induzierte Metrik werden im einzelnen 
die folgenden Satze bewiesen. Unter allen (analytischen) Kurven, welche 
zwei gegebene Punkte von § innerhalb § verbinden, gibt es genau eine mit 
kiirzester Lange. Diese ausgezeichnete Kurve (Geoditische) kann in fol- 
gendem Sinne explizit angegeben werden. Transformiert man, was stets 
méglich ist, zwei gegebene Punkte von § mittels einer geeignet gewahlten 


1) C. L. Siegel, Einfihrung in die Theorie der Modulfunktionen n-ten Grades. 
Math. Annalen 116 (1939), S. 617—657. 

*) M. Sugawara, On the General Zetafuchsian Functions. Proc. Acad. Tokyo 16 
(1940), S. 367—372; A Generalization of Poi e-space. Proc. Acad. Tokyo 16 (1940), 
8S. 373—377. Zur zweiten Arbeit ist zu bemerken, daB die Geodatischen beziiglich der 
besprochenen Metrik im allgemeinen keineswegs eindeutig bestimmt sind. Die Aus- 
zeichnung von ,,geraden Linien“ (straight lines) bedeutet daher eine gewisse Willkiir. 





























H. MaaB, Uber eine Metrik im Siegelschen Halbraum. 313 


reellen Modulsubstitution in die spezielle Lage 1£, 1D (D = reelle Diagonal- 
matrix), so wird die Geoditische Z(t) = (z, ,(t)) + 4(y,,(t)),. welche die 
Punkte +£, 1D = i(4,,d,) verbindet (0 < ¢ < 1,Z (0) = iB, Z(1) = tD), 
durch das Gleichungssystem 


(4) 2,,(t)=90, y,,@)=46,,d) fir »,v=1,2,....m,0S5t51 
(6,, = Kroneckersymbol) 


beschrieben. Der Abstand zweier beliebiger Punkte Z,, Z, aus §, d.h. die 
Lange der Geoditischen, welche Z, mit Z, verbindet, hat den Wert 


(5) #(Z1,2a) = YE (logs) 


dabei sind 7?, »y = 1, 2,..., die charakteristischen Wurzeln von 





(5a) (Z_ — Zy) (Z2 — Z,)-1(Ze — Z) (Ze — Zy). 


Fiir eine Reihe von Uberlegungen ist es zweckmaBig, den Bereich $ 
mittels 
(6) W =1(Z) = (2 —iB)(Z+ iE), r= (5 i 
in den Bereich €. 
(7) w=W, E—WW>0 


zu transformieren’). Entsprechend ist die Gruppe J der reellen Modul- 
substitutionen durch die transformierte Gruppe J’; = tJ't~! zu ersetzen. 
Die Substitutionen o c J’; sind dadurch zu charakterisieren, daB 

£E Oo ) 


(8) oto=—t, oxo=x mit x=(5 ae 


Aus der Darstellung*) entnimmt man zunichst leicht den folgenden Sach- 
verhalt. W., We seien zwei beliebige Punkte aus €, 2?, »y = 1, 2,..., n, die 
charakteristischen Wurzeln von 


(9) (Ws — Wi) (E — WiW2)-(Wz — Wi) (E — WW)", 
dann ist jede symmetrische Funktion der Wurzeln 2?, y = 1, 2,..., , ins- 
besondere 





= n 1+A,\2 
en a & (8 i—x) 


3) Vgl. M. Sugawara, Uber eine allgemeine Theorie der Fuchsschen Gruppen und 
Theta-Reihen. Annals of Math. 41 (1940), S. 488—494. 
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invariant gegeniiber den Substitutionen von J°,. Zwischen den Punkten W, 


und ihren Originalen Z, = t~1(W,), & = 1, 2, bestehen, wie man leicht ein- 
sieht, die Beziehungen 


We — Wi = +24(Z, + +#)-1(Z, — Z,) (Z, + 4#)-!, 
ie x WiWs = — 26 (Z, — iB)-*(Z_ — Z,) (Zp + 4B), 
We — Wi = — 24(Z, — éB)-(Z, — Z,) (Z, — iE)", 


E — WiWe = +24(Z, + 1E)-1(Z, — Z,) (Z, — iE). 


Verkniipfen wir diese vier Gleichungen derart, daB linksseitig die Matrix (9) 
entsteht, so erhalten wir rechtsseitig die mit (Z, +%#) transformierte 
Matrix (5a). Die beiden Matrizen (5a) und (9) haben daher dieselben charak- 
teristischen Wurzeln, woraus die Invarianz von (5) beziiglich J’ erhellt. Fir 
zwei infinitesimal benachbarte Punkte Z, Z + dZ liefert (5) unser Bogen- 
element: 


s(Z,Z+4Z) = y E (24,2 = V8p(aZ Y-1dZ Y-) = ds. 
v=1 


Dieses ist also ebenfalls gegeniiber den reellen Modulsubstitutionen invariant. 
Wir brauchen nur noch einzusehen, da8B s(Z,, Z-) fiir die durch (3) definierte 
Metrik die oben angegebene Bedeutung hat. Das ergibt sich automatisch am 
Schlu8 der Betrachtung. Zuniichst wollen wir uns davon iiberzeugen, da8 
zwei gegebene Punkte von § durch eine geeignet gewahlte Substitution 
aus J” stets in die oben angegebene spezielle Lage gebracht werden kénnen. 
Es geniigt natiirlich, die entsprechende Aufgabe im transformierten Bereich € 
zu lésen: Zwei gegebene Punkte W,, We sind durch eine geeignet gewahlte 
Substitution aus J’, in die Lage O, D, (= reelle Diagonalmatrix) zu trans- 
formieren. Nach %) ist es méglich, den Punkt W, in den Nullpunkt O zu trans- 
formieren. Demnach kénnen wir uns offenbar auf den Fall W,; = O be- 
schrinken. Gesucht wird dann eine Substitution o c J';, fiir welche 


a(O)=0, a(We) = D;. 
Die Substitution o hat notwendig die Gestalt 





o=(? >) mit U’'U = E. 


Es muB also eine unitére Matrix U bestimmt werden, fiir welche o (W¢) 
= UW,U-1 = UW,U’ = D, eine reelle Diagonalmatrix wird. Eine solche 
Matrix U gibt es in der Tat fiir jede symmetrische komplexe Matrix W2‘). 
Wir kommen nun zum Eindeutigkeitsbeweis fiir die Geodatische durch zwei 








*) U. Wegner u. J. Welistein, Bemerkungen zur Transformation von komplexen 
symmetrischen Matrizen. Monatshefte f. Math. u. Phys. 40 (1933), S. 319—322. 
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beliebige Punkte Z,, Zz aus . Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen 
und wollen wir im folgenden Z, = 1£, Z, = 1D, D = reelle Diagonalmatrix 
mit den Diagonalelementen d,, » = 1,2,...,", voraussetzen. Z = Z(t) 
= (x,,(t)) +*(y,,(@)), 0 St <1, sei die Gleichung fiir die vorerst noch 
hypothetische Geoditische zwischen Z, und Z, und 


i = 
(11) # (Za, Za) = | Vsp(4 v2 ¥-s)at (() = 4£()) 





ihre Lange. Da man bei der Spurbildung eines Matrizenproduktes die 
Faktoren zyklisch vertauschen kann, so zerfallt die Form (3) in 


(12) Sp (ZY-1ZY-1) = Sp (X Y-2)2 + Sp (¥ Y-1)2. 


Die beiden Summanden auf der rechten Seite dieser Gleichung sind positiv 
definite quadratische Formen in den Elementen von X bzw. Y. Es mu8 nun 
notwendig Sp (X Y~-1)? = 0 und daher X = O sowie X = O identisch in ¢ 
sein, da man anderenfalls in 7 Y(t) eine kiirzere Verbindung von Z, und Zz 
an Stelle von Z(t) hatte, was der Voraussetzung iiber Z(t) widerspricht. Der 
naichste Schritt soll zeigen, daB Y(t) fiir jeden Wert von ¢ Diagonalgestalt 
haben mu8. Wir bestimmen zu diesem Zweck eine reelle orthogonale Matrix 
U = U(t) derart, daB H = H(t) = U-!YU’-! eine Diagonalmatrix mit 
den Diagonalelementen h,, he, ..., h,, wird. Dieses Verfahren kann so durch- 
gefiihrt werden, daB U(0) = BE, H(1) = D und die Elemente von U und H 
analytische Funktionen von ¢ werden, sofern nur vorausgesetzt wird, daB Z (t) 
vont analytisch abhingt, was hiermit geschehen soll. Mit Hilfe von UU’ = E 
findet man: 
Y Y-1 = UU-) + UHH“ 0-1 + UHU'UH=U-, 
Sp(YY-1)? = Sp(UU-)? + Sp(HH-12 + Sp(U'U)? + 
+ 2Sp(UHH-~U-) + 2 Sp(HU'UH-}) + 2 Sp(UHU' UHAU-}), 

Zar Abkiirzung wird 2 = (w,,) = U-\U ‘ingefiihrt. UU'+UU' =0 
besagt, daB 2’ = — 2. Die Schiefsymmetrie von 2 hat insbesondere 

Sp(UHH-1U-1)= Sp(QHH-) = 0, 

Sp(HU'UH-1) = — Sp(HOH-1) = 0 
zur Folge und damit schlieBlich die einfache Gleichung 

Sp(YY~-1)2 = — 2 Sp(Q.Q’) + 2 Sp(QHQ’H-) + Sp(HH-1p2 
(13) = 2 2 oh hy! —1)+ Sp(HH-12 
4,v=1 


= 2 o% (h,h-'+h,h-' — 2) + Sp(HH-. 
<r 
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Das Minimum von ab-! + ba-! fiir a,b > 0 liegt bei 2 und wird nur fiir 
a = 6 angenommen. Wir stellen damit fest: Es ist stets 
(14) Sp(YY-1* = Sp(HH-», 
und das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn aus h, + h, stetsw,, = 0 
folgt. Das Gleichheitszeichen muB aber gelten, da andernfalls die Ver- 
bindungskurve +H (t) von Z, nach Z, wieder kleinere Lange als die hypo- 
thetische Geoditische Z(t) hatte. Unter den charakteristischen Wurzeln 
A,, he, ..., 4g von Y(t), mégen im allgemeinen p untereinander verschiedene 
vorkommen. Wir bezeichnen sie mit 4, = 4, (t), “« = 1, 2,..., p; m, sei die 
Vielfachheit der allgemeinen Wurzel 4,. Wegen der Analytizitét kann 
h,(t) = 4,(t) fir »« = » nur in endlich vielen Punkten ¢ stattfinden. Wir 
diirfen uns die Wurzeln h,, he, . . ., h, 80 angeordnet denken, daB die n, ersten 
Wurzeln dieser Reihe gleich A,, die ng folgenden Wurzeln gleich A, usf., die 
n, letzten Wurzeln gleich A, sind. Im allgemeinen hat dann 2 die Gestalt 
Q, 0 
(15) pal ™* 
0 " Q 
wobei 2, eine quadratische Matrix von n, Zeilen (« = 1,2,...,p). Da Q 


analytisch von ¢ abhingt, gilt Gleichung (15) fiir alle t. Fiir die orthogonale 
Matrix U gilt entsprechend zu (15) 


‘0, 0 

(16) ee ad ; 
0 "Ss 

denn bei gegebener Matrix 2 ist die Matrizendifferentialgleichung 
U=U02 


mit der Anfangsbedingung U (0) = E eindeutig auflésbar, und es gibt eine 
Lésung der Gestalt (16). Selbstverstindlich sind alle Matrizen U, ebenfalls 
orthogonal, so daB also 
(17) Y(t) = A(t). 
Die Gleichung (11) vereinfacht sich damit zu 

1 


(18) 8 (Z;, Ze) -| l s y’, ra dt. 
val 
0 


Deutet man (log y;;, log yee, . . ., iog ¥,,,) als cartesische Koordinaten eines 
Punktes im n-dimensionalen Raum R,,, so wird s (Z,, Z2) gleich der euklidischen 
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Lange der Integrationskurve. Das absolute Minimum von s(Z;, Z2) erhalt 
man also nur dann, wenn man iiber die Gerade im R, integriert, welche die 
Punkte mit den Koordinaten (0,0,...,0) und (log d,, log dz, . . ., log d,) 
miteinander verbindet. Der Eindeutigkeitsbeweis fiir die Geoditische ist 
damit erbracht, die Existenz natiirlich auch gesichert. Uberdies erhalten 
wir die noch fehlenden Geodatengleichungen 


log y,, = tlogd, fir »=1,2,....n, OSt<1, 


und die Lange der Geoditischen 
(19) 8(Z,, Z2) = y 2. (log d,)*. 


Die charakteristischen Wurzeln 22 von (5a) sind im vorliegenden Fall gleich 


($: +3) damit ergibt sich die Ubereinstimmung von (5) und (19). Wegen 
der bereits erkannten Invarianz von (5) gegeniiber den reellen Modulsubsti- 
tutionen liefert Formel (5) den Abstand der Punkte Z,, Z, auch bei allgemeiner 


Lage der Punkte. 


Bettet man die Mannigfaltigkeit § in den n(n + 1)-dimensionalen reellen 
Raum der Punkte mit den cartesischen Koordinaten z,,, y,,, # S”; 
u,v = 1,2,..., » ein, so erhilt man eine euklidische Metrik fiir $ gemaB 
der Abstandsformel 





(20) e(*,2)=Y E eh, — ty.) Gy — An) 


Fiir gewisse Uberlegungen ist es von Interesse zu wissen, in velcher Beziehung 
die Umgebungssysteme der beiderni MaSbestimmungen zueinander stehen. 
Im Faille » = 1 sind die Verhiltnisse vollstindig zu iibersehen. Es ist z. B. 
leicht einzusehen, da8 fiir einen Punkt z = x + iy der oberen z-Halbebene 
die Ungleichung2n 











, s(z,2 + 42) $+ < fiir s6<1, 
(21) 
Aa = 2 gig 5 + As) fir s(z,z+A4z) 34 << 
2—36 ( 3 








bestehen. Diese Ungleichungen haben ihre Analoga fiir allgemeines n. Fiir 
Z=X+tiY, Y=CC,Z=C'Z*C, AZ = C'AZ*C, 0 <é S eo(n) und 
gewisse nur von » abhangige Konstanten c,, ce gilt namlich 


8(Z,Z2+A4Z) se fir e(Z*,Z* + AZ*) S cye, 
e(Z*,Z* + AZ*) se fiir: s(Z,Z + AZ) S cee. 


(22) 
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Diese Abschatzungen sind aus (5) abzuleiten: 








n 1+A, 2 
$(Z,Z + AZ) = V5 (i =) 
(23) E 22 = Sp AZ*(AZ* + 21 By) AZ* (AZ* — 2 By 
v=l 
=SpEZ= F 5,,6,, 
‘. dys l 
mit 
(24) B= = AZ*(AZ* + 2ik)-1 = (é,,). 
Die letzte Gleichung ergibt nach 4Z* aufgelést: 
(25) AZ* = 2% E(E —=)-1 = (Az*)). 


Mit O(e) bezeichnen wir allgemein einen Ausdruck, welcher nach Division 
durch ¢ dem Betrage nach unter einer nur von n abhiangigen Schranke liegt, 
sofern man sich auf ein hinreichend kleines e-Intervall 0 < ¢ S eo(n) be- 
schrinkt. Nun zum Beweis von (22): 


1. Sei e (Z*, Z* + 4Z*) S «, dann folgt der Reihe nach 
Az, =Ole), §&,, = Ole), 4,=Ole), s(Z,Z + 4Z) = O(e). 
2. Sei s(Z,Z + 4Z) S e, dann ergibt sich nacheinander 


ee, Raelet 
i—)/,| wes 
e(Z*, Z* + AZ*) = O(e). 








=O(e), &,,=Ol(e), Az*, = O(e), 


uy 


(Eingegangen am 23. 9. 1941.) 








Simultane Darstellung zweier ganzen Zahlen als einer 
Summe von ganzen Zahlen und deren Quadratsumme. 


Von 


H. D. Kloosterman in Leiden. 


In dieser Arbeit wird ein Anfang gemacht mit dem Studium des dio- 
phantischen Gleichungssystems 


‘ 


(1) Q(z) = Pay a,2,=", L(z) = 2% z, = m. 


Hier sind a,; (t, 7 = 1, 2, ..., 8), b (6 = 1,2,..., 8), » und m gegebene ganze 
Zahlen. Hauptsichlich interessiert uns dabei die Anzahl der Systeme von 
ganzen Zahlen 2, tz, ...,2,, welche dem Gleichungssystem (1) geniigen. 
Diese Anzahl werde mit r (n,m) bezeichnet. 

Es seien w = e*** und » komplexe Verinderliche, und man betrachte 
die Funktion 
(2) f(ojt) = Sind ebatw Lie 


21, 7%, --» tee 
der beiden Verinderlichen v und t. Falls die quadratische Form Q (z) positiv- 
definit ist (was wir weiterhin immer annehmen werden), so ist die s-fache 
unendliche Reihe (2) fiir 3 (tr) > 0 absolut konvergent, und ee ist deshalb auch: 


f(v|t) = yr r (n,m) w e2 tiem. 
Demnach ist en , 
(3) r (n,m) = az | Sti | Mole temas, 


wo das erste Integral iiber einen Kreis J’ mit Radius R < 1 um den Null- 
punkt der w-Ebene zu erstrecken ist. Es ist nun leicht, mit Hardy-Littlewood- 
schen Methoden aus der Formel (3) eine Naherungsformel fiir r (n,m) zu 
gewinnen. Dies ist indessen nicht der Zweck der vorliegenden Arbeit. Viel- 
mehr soll gezeigt werden, daB der fiir r (nm, m) erhaltene Naherungsausdruck 
in einigen Spezialfallen zu exakten Formeln fiir r (n, m) filhrt. Dies wird gezeigt 
mit Methoden, die auf Mordell und Hardy zuriickgehen!). Der behandelte 
Spezialfall beschaftigt sich mit dem Gleichungssystem 
(4) ap+az+---+ a2 =n, 4 +a+°'-+2,=m, 

1) L. J. Mordell, On the representation of numbers as a sum of 2 r squares. Quar- 
terly Journ. of Math. 48 (1917), S. 93—104; G. H. Hardy, On the representation of a 


number as the sum of any number of squares, and in particular of five. Transact. 
Amer. math. Soc. 21 (1920), 8. 255—284. 
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wobei die Fille s = 3, 5 und 7 naher betrachtet werden sollen. In diesen 
Fallen ergeben sich exakte Formeln fiir r (n, m). Falls man in den erhaltenen 
Formeln noch m veranderlich nimmt, erhailt man neue Formeln fiir die 


Anzahl der Darstellungen natiirlicher Zahlen als eine Summe von 3, 5 
oder 7 Quadraten. 


Zusatz bei der Korrektur. Durch Elimination einer Variablen aus 
den beiden Gleichungen (4) hatte man das Problem auch zuriickfiihren kénnen 
auf das bekannte Problem der Darstellung natiirlicher Zahlen durch eine 
gewisse quadratische Form in s — 1 Variablen, die dann noch gewissen Kon- 
gruenzbedingungen geniigen miissen. Oder analytisch gesprochen: man hatte 
auch Funktionen einer Verinderlichen (naémlich Modulformen der Stufe s) 
statt den Funktionen (2) in zwei Veriinderlichen zur Lésung des Problems 
heranziehen kénner. Dies hatte den Vorteil gehabt. daB man die ganze 
Theorie der Modulformen, wie sie heute vorliegt. hatte benutzen kénnen. In 
dieser Arbeit ist aber der direkte Weg gewahit, indem Funktionen in zwei 
Verinderlichen benutzt werden, welche einer Funktionalgleichung geniigen 
von der Art, wie sie fiir / (v|z) gilt. Funktionentheoretisch erhailt man dann 
Identititen, wie z. B. aus den Satzen 3, 10 und 11 dieser Arbeit einige hervor- 
gehen. Wie aus dem obigen hervorgeht, hatte man diese Identitéten auch 
iiber den ,,arithmetischen Umweg erhalten kénnen. der mit der oben er- 
waihnten Elimination einer Variablen aus den beiden Gleichungen (4) gleich- 
wertig ist. Es erscheint aber wiinschenswert, direkte funktionentheoretische 
Beweise zu finden und es entsteht das Problem, die speziellen oben er- 
wihnten Identitaten in eine allgemeinere Theorie einzuordnen. Verf. hofft 
in einer spaiteren Arbeit auf dieses Problem zuriickzukommen. In der vor- 
liegenden Arbeit*sind vorliufig noch die alteren. von Mordell und Hardy 
stammenden Beweismethoden benutzt. 


Bezeichnungen. Es bedeuten 


- bzw. Ps 
4 mod y 4 mod ¢ 
Summen, in denen die Summationsverinderliche / ein vollstandiges bzw. ein 
teilerfremdes Restsystem mod q durchlauft. 
Zur Abkiirzung wird oft ¢ (z) statt e**'* geschrieben. Es ist also e (z) 
eine Funktion mit der Periode 1. 
a|b bedeutet, daB a in 6 aufgeht (a und 6 ganz). 


Der gréBte gemeinsame Teiler zweier ganzen Zahlen a und 6 wird mit (a, b) 
bezeichnet. Ebenso wird der gréBte gemeinsame Teiler dreier ganzen Zahlen 
a, b, c mit (a, b,c) bezeichnet. Der gréBte gemeinsame Teiler ist immer als 
natiirliche Zahl gemeint. 
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Kongruenzen a = 6 (mod ») werden oft (besonders, wenn sie als Summa- 
tionsbedingungen unter einem »-Zeichen geschrieben werden) zu a = b (n) 
abgekiirzt. 

( *] ist (fiir ungerades 6 > 1 und ganzes a) das Symboi von Jacobi aus 
der Theorie der quadratischen Reste. Falls (a@,6) > 1 ist, wird das Sym- 
bol (+) als 0 definiert. Fiir jede ganze Zahl a (auch fiir a = 0) ist (+) =] 
zu nehmen. 

«(n) ist die zahlentheoretische Funktion von Moebius. 


— fiir « + 0 und 0 fiir x = 0. 


|x| 
Eine zahlentheoretische Funktion f (m) wird multiplikativy genannt, falls 
fiir jedes Paar teilerfremder ganzen Zahlen », und ny gilt: 


f (mye) = f (m,) f (m2). 


sgn x bedeutet 


§ 1. 
Formale Konstruktion der singuliren Reihe. 

Weiterhin sei immer * (n,m) = 1,(m,m) die Lésungszahl des diophanti- 
schen Gleichungssystems (4). In diesem Spezialfall reduziert sich die Funk- 
tion (2) auf 

f (v|r) = 0 (v| 7), 


wo 
+n 
(5) P(vjr) = FT wh ertive 
ist. Aus (3) wird démnach 
1 
1 d 
(6) r (n,m) = | Ss | Mele teende, 


0 
Es werde nun der Kreis J’ in Farey-Bogen einer gewissen Ordnung N 
zerteilt. Diese Farey-Bogen sind den rationalen Briichen = mit ganzen a 


und g und 
0<asgcN, (a,q) = 1 


eineindeutig zugeordnet. Der Farey-Bogen ¢, ,, der dem Bruch = zugeordnet 
ist, wird durch 
—— — — +10 Qn 22 
=e? no: —- —_———-s$ 80s: —— 
pthc : qq@+@')~ ™~q@+q) 
definiert, falls > bzw. = der nachstgréBere bzw. nichstkleinere Bruch zu = 


Muthematische Annalen. 118. 21 
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1 
aus der Farey-Reihe der Ordnung N ist. Es ist also R=e * gewahlt. 
Falls a = q = | ist, ist dabei &, . als die Summe der beiden durch 


1 
= am 22 22 
definierten Bogen aufzufassen. 

Das Segment 0 < v < 1 wird ebenfalls in Farey-Segmente einer gewissen 
Ordnung M zerteilt, welche den rationalen Briichen - mit ganzen 6 und r und 
0<bsr<M, (6,r) = 1 


eineindeutig zugeordnet sind. Das Farey-Segment 7, ,, das dem Bruch 
zugeordnet ist, wird durch 





b 
v=—+4, <fs 


1 
ritr) 
definiert, falls = bzw. ~ der nachstgréBere bzw. nachstkleinere Bruch zu = 


aus der Farey-Reihe der Ordnung M ist. Falls b = r = 1 ist, ist dabei », , 
als die Summe der beiden durch 


1 
‘% r(r+r’) 


1 M 
9S°S 771 und Wai =°*=! 
definierten Segmente aufzufassen. 


Auf gegebenen ¢, , und , , wird # (v|t) nun folgendermaSen approxi- 
miert. Schreibt man 


We 
(7) w = e(=) S wasn’ 
so wird 

+o 

3 
#(v| Tt) = D> e(— + OF) Wat eb miee, 

Schreibt man jetzt a 

«= kqr +l, 


wo k samtliche ganze Zahlen und / die Zahlen 0, 1, 2, . . .. gr — 1 durchlauft 
so wird 


qr—1 +” 
6(v| rt) = Zz (= + *) b Witar +0? 92 tB(tqr+D 
i=0 t= —o 
und also unter Benutzung von (7): 
qr—l1 
ak bl 7 
(8) oly = D’ e(— +7)"re iBl x 


: otil-s +) #r(— +16), 


né + arb 





nt }° 
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Es ist aber 


aiv 


Ersetzt man. hier 











grt(—-> +10 gr? (- — +10) 
v durch ———--———+qrf und t durch —y ; 
so wird (8): 
22 B2 
1 1% = ‘iy jal? bl 
eel = tr " e(— + —)x 
qr i ie = q -) 
n 
e. Bri | ai 
i ar(— 2 +10)! (2 -i0) 
Nun ist 
lim #(v|t) = 1 
™— >in 


und auf &, , ist = — +O klein. Es la8t sich also #(v| rt) in erster Anniherung 


approximieren durch 








» Se 
(9) ~V~ ¢ * “gia¢;8 
oF a,q; 6,71), 
«Vi q ) 
n 
wo 
op. ea 
ol 
S(a9sb = 3’ e(— +=) 
gesetzt ist. 


‘Falls man die Integrale in (6) in Farey-Bogen bzw. Farey-Segmente auf- 
spaltet und falls man dort iiberdies # (v|t) durch den Naherungswert (9) 
ersetzt, so erhalt man fiir 7 (n,m) den Naiherungswert 





‘ __ant pe 
z ‘ —< 3 40 
(10) —— y (Steaibrny*( (1 <6) w-*—1dw | e * . e~ 2zivmdy, 
2at hom qr n J 
4,q,0,F a” 
>a,q "br 
Dieser Ausdruck wird nun weiter approximiert, indem erstens 
_ #22 f2 p 8 2? B2 
i , Road 
| e n *° pa 2nivmdy = e(—°*) en °° p-2asim dB, 
"d,r 1b, 


wo iiber das Intervall 


1 1 
reer) SP STH 
21* 
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integriert werden muB, durch 





se « 222 

b ee bm) 1 4/1 2 -=(+-10 
e(—"2) | ¢ 8” tattm dp = o(— —). me Vs ~ 10 + Gre) 
ersetzt wird. Dadurch wird (10) ersetzt durch 
® 1—s wm 
2. seahriy an bm 1\ 2. «irae . 
mo ii S| e(— ° 7) I (log ) W dW. 

2,4 


In diesem Integral werde statt W die neue Integrationsverinderliche 
1 
U=W* 
eingefiihrt, die iiber einen gewissen Kreisbogen integriert werden muB. 
Zweitens wird nun in dem Integranden (log 5)" durch 





2 


approximiert und der Integrationsweg von dem Kreisbogen auf den ganzen 
Kreis erweitert. Dadurch erhilt man fiir r (n,m) den neuen Naherungs- 
ausdruck 





: os 39:69 ,/_ 92 _ om 
Rat l qr ye( q >) 
se rs eas “ ° 
— 
x 1 Dv ®t F um—n+e-1dU 
ans r=1 


Der Integrationsweg & ist hier ein Kreis, der den Nullpunkt der komplexen 
U-Ebene als Mittelpunkt hat. Das Integral ist nur dann verschieden von Null, 
wenn 





(11) m? < ns 
ist. Wir schreiben noch 
(12) 4 = ns — m* 
und erhalten schlieBlich fiir r (mn, m) folgenden Naherungswert: 
a—l 
% 3 e~-8 F , - 
(13) 9 (n,m) = ——*—___ 4? (Steaemrdyt(_ oe. om), 
——s r(? —1 a,q,b,7 q q 
" ee") 


Zunachst ist hier nur iiber diejenigen a, g, 6, r zu summieren, fiir die 
lsasqSN, 1565rSM, (4,9 =(,1r)=1 
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ist. Wir werden uns aber denken, da8 q und * in (13) simtliche ganze Zahlen 
durchlaufen und a und 6 alle durch 
lsasq, 1sbsyr, (a, gq) = (6, r) = 1 


definierten ganzen Zahlen. 
Weiter werde o (mn, m) nur im Falle (11) durch (13) definiert, d. h. wenn 
A >O ist. Falls 4 = 0 ist, definieren wir: 


o (n,m) = 1 oder = 0, je nachdem m=O (mods) oder + 0 (mod s) 
ist. Im Falle 4 = sn — m? = 0 ist also 
o (n,m) = r (m, m). 
Denn dann folgt aus (4), daB 
Zen —m)? = * ba _ 2ms Dm + sm? = s (sn — m2?) = 0, 


also 


Remo s = = 
ist. Wir fiihren noch die Bezeichnung 

S(a,q; b,r)\8 an bm) - 
(14) ar 14- F- 77 sae 
ein und nennen diese unendliche Reihe die singuldre Reihe (in Nachfolgung 
von Hardy und Littlewood). Statt (13) kann man dann schreiben: 


a—l1 
2 s—3 


A * S(n,m) (4 > 0). 








4 


(15) e (n,m) =— ; 
z~*>,/e-1 
* T+) 
Es mu8 schlieBlich noch betont werden, daB den Ausfiihrungen dieses 
Paragraphen ein lediglich formaler Sinn beigelegt werden mu8. Man kann 
natiirlich die Fehler abschitzen, die bei den verschiedenen oben ausgefiihrten 


Annaherungen auftreten. Diese Fehlerabschitzungen werden vom Verfasser 
in einer spateren Arbeit durchgefiihrt. 








§ 2. 
Hilfssitze. 
Hilfssatz 1. Es seien a, q, 6 und r ganze Zahlen und es sei 
q21,-r21 69 =—1. 
Falls dann q nicht durch r teilbar ist, so ist 
S (a, q; 6,r) = 0. 
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Beweis. Falls 4 ein vollstindiges Restsystem mod gq und » ein voll- 
standiges Restsystem mod r durchlauft, so durchlauft 2 + j:q ein vollstandiges 
Restsystem mod qr. Deshalb ist 


S(a,q;6.r) = a (e+7)= Py De (24% > + -A8)., 
imod qr A4modq umodr - 


Die Summe iiber » ist 0, wenn nicht r in g aufgeht. Falls aber gq = 0 (mod r) 
ist, so gilt 


aj? bi 
(16) S(a,qibr)=r Di e(= +"). 
4 mod q 
Hilfssatz 2. Es seien a,, q,, 6, 7), 42, 2, be, Tz ganze Zahlen und es sei 
ai#2zln2l @21 te21, %\%, 2\Ge, 
(4). 91) = (b1, 71) = (42. G2) = (62, T2) = (91, 92) = 1. 
Dann ist 
S (a, 71; b, - r,) S (ao, q2; be, To) = Ss (492 + 4241, 1192; bis oe ber; . 1,19). 
Beweis. Es durchlaufe 4, ein vollstandiges Restsystem mod g, und 
Az ein vollstandiges Restsystem mod q,. Dann durchlauft 2 = q2/4; + qiAe 
ein vollstiindiges Restsystem mod q,q2 und es ist: 
A = ge AL + gi AZ (mod gy 42). 
Unter Anwendung von (16) folgt also: 
S (4 G2 + Gp 91, 91 92s 1 Te + by 71, 71 72) 
= 1%. > e (@ G + 439) 2? (6,7 + 637) *) 








A mod 41 11 G2 17% 
=r 2 e (AHO ag AP “1 =) > «| mat 4 ad 3) 
hs mod q, n ), mod g2 "8 
a, A? b, A a, A bo A 
= %% >’ o (7+ + 141) - e(24 + “2, 
A, mod q = 1 “ig mod q2 3 3 


weil A, 42 bzw. Agq, mit A, bzw. A, ein vollstindiges Restsystem mod q, bzw. ge 
durchliuft. Nochmalige Anwendung von (16) ergibt dann die Behauptung 
des Hilfssatzes. 

Hilfssatz 3. Die zahlentheoretische Funktion h(n, d) der ganzzahligen 
Argumente n und d sei definiert fiir jede natiirliche Zahl n und jeden Teiler d 
von n. Fiir 

(m1, %2) = 1, dy\nm,, delme 
habe die Funktion h die Eigenschaft 
h (nym, dydy) = h (m,, dy) h (ne, de). 
Dann ist die Funktion 
q(n) = Lhi(n,d) 
multi plikativ. ~- 











Simultane Darstellung zweier ganzen Zahlen. 327 


Beweis. Falls (m,,,) = 1 ist und d, durchlauft simtliche (positive) 
Teiler von n, und dz durchlauft simtliche Teiler von n,., dann durchlauft d,d, 
simtliche Teiler von n,n,. Es ist also 


g (m2) = LY A(myne,d)= LY ZF h (nine, dd) 
d\nyng d,|n, dg|ng 


= L ZX h(m, dy) h (me, de) = g (my) g (m9). 


dy|ny doing 


Hilfssatz 4. Fir jede natiirliche Zahl q sei 
(17) B, = 5 A,(r), 2) 
ri 


(18) Ain= 2 4 Seah" (_ me _ mb). 


wo s,nund m ganze Zahlen sind und s = 1 ist. Dann ist die Funktion B, von q 
multi plikativ. 


Beweis. Falls q;, ge, 71, 72 natiirliche Zahlen sind und 


(91, %2) = 1, |, r2| qe 
ist, so ist nach Hilfssatz 2: 


Ay, (11) Ag, (ta) =>” - s” - (Tutt brett (RG gns pty - 











— 
@; Mod q; ag Mod gq b; Modr, b, Mod ry nn" W272 
xe(—*% — 2% _ 54) _ =) 
1 49 rT) T) 
= ; . (Sferds + 99> 91 Ie 5 Oy 3 + Bar, rr) . 
a, mod g; a2 Mod qo bj Modr, by mod ry 91% 7172 

x e(— M (GG + 499) _— m (b,%» + 1) 

91% TT. : 


Hier durchliuft a,q2 + @2q, ein teilerfremdes Restsystem mod q,q2 und 
bir, + ber, durchliuft ein teilerfremdes Restsystem mod 7,72. Deshalb wird 
ie SY (8(G 91995 1 79)\? (ma mb 
Ay (ri) An (r) we es o Str, r 9192 17% e( "1% 8 7% “ 
= Aa, 92 (r; 19). 
Die Behauptung folgt jetzt aus (17), indem man Hilfssatz 3 anwendet. 


Hilfssatz 5. Die Funktion y (a) der reellen Verdnderlichen x sei periodisch 
mit der Periode 1. Es sei q eine natiirliche Zahl. Dann ist 


a9 Srt-F Fe) 





r\|q bmodr 


2) Verwechslung dieser B, mit den (spiter noch auftretenden) Koeffizienten von 
Bernouilli ist wohl nicht Zu befirchten. 
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Beweis. In der Summe auf der linken Seite von (19) betrachte man die- 
jenigen Glieder, fiir die 6 mit q einen festen Teiler d von q als gréBten ge- 
meinsamen Teiler hat. Dann wird: 


Srlt-2 F o(2) 


mod q d\|q bmodg 


(o,q)=d 
’ b - a : 
In der inneren Summe werde c = q als neue Summationsverinderliche ein- 
gefiihrt. Dann wird 
b P cd\ 
» v(=)= 2) Dd v(S). 

bmod q Te es 2 
d 


Die Behauptung folgt jetzt, wenn man hier den komplementiren Teiler 


d, = £ von d als neue Summationsverinderliche statt d einfiihrt. 


Hilfssatz 6. Es seien a und b ganze Zahlen und es sei q eine natiirliche 


Zahl. Die Summe 
saa Sets 


zmodq 


ist dann = 0, falls 
b + 0 (mod (a, q)) 
ist. Ist aber b = 0 (mod (a, q)) und ist tiberdies q ungerade, dann ist 


(q, — 1 


Bio = ‘ e(—“8) (2) Va Vag, 





1 
wo 
=: ait — # a 
1~eo’ |" Ceo’ “Ceo 


und be mod q, bestimmt wird durch 
b; = 2a, b, (mod q;). 
Falls q = 2* (A ganz > 2) und a und b ungerade sind, so ist 
8,40 = 0. 
Falls q = 2’, a wngerade und b gerade ist, so ist 


Sa, ab = e(- an) Sa,¢,0> 


wo by mod q durch 


5 = aby (mod g) 


bestimmt wird. 


Beweis. Es werde (a, g) = d gesetzt. Man kann zum Beweise der ersten 
Behauptung 1 < d < g voraussetzen, weil die Behauptung sonst trivial ist. 
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Falls nun 2; die Zahlen 0, 1, 2, . . ., gq; — 1 und 22 die Zahlen 0, 1, 2,...,d — 1 
durchlauft, so durchlauft x, + 9g, 22 die Zahlen 0, 1, 2,...,q — 1- Esist also 


-1 
Sean — Se Se (t2 By At 4 Om). 


1 = 0 Ze =0 
Die Summe iiber z, ist 0, wenn nicht b = 0 (mod d) ist. 
Falls aber 6 = 0 (mod d@) ist, so wird fiir ungerades q: 


Boe» =a es e(aHt**) — de(— a2 z+ 2b, et Oh) 


zmod q, ) Xela y 
= de(— a, 2) Seun 


Sa,,a1 _ Sas,01,0 e p (=) 


zmod q, 


wo 


ist. Die zweite Behauptung folgt jetzt, wenn man noch den bekannten Wert 
der GauBschen Summe einsetzt. 


Falls g = 2* (A > 2) und a und b ungerade sind, so annullieren sich die 
Ghieder 
z= und 2 =2,+2'-! 
der Summe S, , ;. 
Falls aber 6 gerade ist, so ist: 


~ az? + 26,2 + b3 (  abgy _ abe 
Sa,¢,0 - %, a) | —_ - =) = e(— —*) 80,9: 

Hilfssatz 7. Ftir ganzes A, natiirliches d und natiirliches wngerades s 
werde, falls d|A ist, das Symbol {4:*\ durch 


A;d) vi Ajd d 
(20) rn ey (<5) (a, 5) 
defimiert. Falls dann 
d,|4, d|4, (dy, dy) =1 
vorausgesetzt wird, so ist 


(425% _ [434,) | (45 Ss) 
,; +; Cet. te 





Beweis. Es sei 


A =d,d,A’, s = (8, d,) (s, dy) s’ = (8, yd) 8’. 


Dann ist 
(21) [SAS 7 enc a) (=) ” (<a) (2) (<a! (3). 


Weil 
d. \3 
(35) 





1 
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ist, ist aber 

a’ \(a Ad d, | Aja d, 
(22) (a ay) (F }= ( a) (5 (a, a) on (aah) (ae Z): 
Ebenso ist auch 
ob 1 A \ (a Ald d, 
(23) (Gap) (F) = (Gad) (aretap) 


Man erhalt die Behauptung des Hilfssatzes, wenn man (22) und (23) in (21) 
einsetzt und die Definition (20) beachtet. 


Hilfssatz 8. Fiir ganzes A, natiirliches, in A aufgehendes N und natiir- 
liches ungerades s werde die arithmetische Funktion w,(4; N) durch 
nian) = ae Faia 
defimert. Falls dann 
N,|4, N,|4, (N,, Ne) = 1 
vorausyeseta wird, so ist 
vs(4; Ni Ns) = y(4; Ni) (4; NQ). 


Beweis. Wegen Hilfssatz 7 ist 


a 





ys (4; N,N.) = D4 = »’ Yaa got 74) 
d|N, No d,|N, doi Ne 


= w.(4; Nj) y, (A, Np). 


Bezeichnungen. Fiir reelles x seien die Funktionen g;(z), go(z) ... 
durch folgende Formeln definiert: 





Gv 
—1)-! cos 22 nx 


92x (x) = seg <r (& = 1, 2,3,...); 





on 
(—- 7 in 2 
Jor+1 (Z) = g2k 2k+i Franses. (E = 0, 1,2,3,...). 


n=1 


Diese (Bernouillischen) Funktionen sind periodisch mit der Periode eins. 
Bekanntlich ist: 


nl) = 2-3 O<2z<1l); 

92x (2) = sp [2*- > gek1 4 > (— 1)"- (24) B, gik- oe) 
(k = 1,2,3,...;50<2<)); 
Gz n+1 (2) = arbor — tte SR ly- eh) t— tots) 


(k = 1,2,3,...;0S52<5 )), 
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1 1 l 
B=, B= 5; B; = 7. -:: 


die Koeffizienten von Bernouilli sind. 


Hilfssatz 9. Es sei 2 k eine gerade natiirliche Zahl und s eine natiirliche 
Zahl = 3. Weiter sei 7 (n) ein eigentlicher Charakter mod s (das fiir nicht zu s 
teilerfremdes n gleich 0 defimiert wird) mit der Eigenschaft 


(24) 4(-—1)=+1. 
Damn ist 
a s—1 
g2k—1 {2k —y 
(25) L@k,xz) = DE) = (—1-1 2 2 *® NS 5 g,(*), 
n=1 r=1 


wo zur Abkiirzwng 


s—l1 


r(x) = 3’ xine (*) 


n=1 
geset ist und x der zu 7 konjugiert-komplexe Charakter ist. 


Beweis. Weil — r mit r ein vollstandiges Restsystem mod s durchlauft, 
ist wegen (24): 





7 +. . 2amr \ . —22aFr 7 . 2aunr 
s x (r) sin —— oe x (— r) sin ——_-_ > — ‘ z(r) sin 
rmod « r mod s r wod s 


und deshalb 


ro Z (r) sin=2"" — 0. 
rmods 
Rs ist also 
ae—1 1 1 v. , - P 
i r (-—1y~ - ane 
Y t0nm(E)- GA DY icon” 
r=1 (r 2° “= £4 2° 4, . 
vy 
a DD tine(Z 
a = aT zZ(r)e(—). 
2° ar, n=1" * 44. : v) 


Da 7 ein eigentlicher Charakter mod s ist, ist die Summe iiber 7 nur dann 
verschieden von Null, wenn (m,s) = 1 ist. Letzterenfalls ist aber 


s—1 
(26) Sze (*Z) =x D Z(mre(™) =x) @), 
r=1 rmode ; 
und dieses Resultat ist auch noch fiir (n, s) + 1 richtig. Es wird jetzt: 
s—l1 , 2 
- —3)-! a 
(27) > ir) ox (5) = GLb D-H. 


r=1 











332 H. D. Kloosterman. 


Es ist aber wegen (24): 
(28) (x) t(q) =8. 
Die Behauptung (25) folgt, wenn man (28) in (27) einsetzt. 

Hilfssatz 10. Es sei 2k + 1 eine ungerade naiiirliche Zahl und s eine 
natiirliche Zahl => 3. Weiter sei 7 (n) ein eigentlicher Charakter mod s (das fiir 
nicht zu s teilerfremdes n gleich 0 definiert wird) mit der Eigenschaft 
(29) z(-N)=-1. 

Dann ist 


p. 


™) « Q*k x 2k+1 
(30) L(2k+1, x) = > Ii = (—1)*-! pte Shanes (5) ). 


n=1 
Beweis. Weil — r mit r ein vollstandiges Restsystem mod s durchlauft, 
ist wegen (29): 


te 2a” i 2 “ 2: 
z z (r) cos a = a y(— 1r) cos —*"" =— Py z (*) cos == ** 
rmods rmods rmod s 


und deshalb 


rmods. 
Es folgt also unter Benutzung von (26): 
s—l 


. er! ©: — 
(31) D> ir) ge: (+) = Gam 2am 2? x(r)sin e 
rm & 


r=1 ” n=1 








(-1'-? ¥ (2) (— 1*-! + @ 

me: petit; Si 2ks1 2) zirye( > +) = rari, Lk+1Ly. 
- . n=l rmod s 

Wegen (29) ist aber 

(32) t(z) ty) = — 

Die Behauptung (30) folgt, wenn man (32) in (31) einsetzt. 


§ 3. 
Die singulire Reihe fiir ungerades quadratfreies s > 3. 


Die singulare Reihe, die formal durch die Formel (14) definiert wurde, 
kann nach Hilfssatz 1 auch folgendermaBen gegeben werden: 


(33) S (nm, m) = zr B,, 


q~=1 
wo B, durch (17) und A, (r) durch (18) definiert wird. 
Um die Konvergenz der singulairen Reihe (33) zu untersuchen, schreiben 
wir fiir jede Primzahl p: 


(34) Lp = 1+ BL,+Be+Bs+---. 
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Wir zeigen zuniachst, daB die Glieder der Reihe (34) von einer gewissen Stelle 
an 0 sind, daB es sich also um endliche Summen handelt. 
Zunichst werde Hilfssatz 5 angewandt auf die Funktion 


q e 
y (z) = r( >’ e(~ + xA)) e(— = = mz). 
Es folgt dann 


’ 


(Stosibey,( ne mb 


qr qT 


: a8) a fast) ¢(— *e+ =?) 


q q 


—- 


ri|q omodr 


Deshalb ist auch 
(35) B= SS (ub) e(— set mt), 


amodg 6 modq 
Falls g ungerade ist, ist hier nach Hilfssatz 6: 
(q—1)? 


Baya e(— 8). (2) Vi. 


b mod q 





wo z modg durch 
b = 2az (mod q) 


bestimmt wird. Setzt man diesen Wert von S,,,,» in (35) ein, so kommt: 
,2—¥ ne , s\° asx? +na+mb' 
B,=i * q? = e(—Saeerm)- 
q q 
amod @ b mod « 


Fiihrt man hier in der inneren Summe =z statt 6 als Summationsbuchstaben 
ein, so erhalt man 
(q—1)? 1 : 
es ae sy ,{..& 

(36) Bo=s * ¢ 2, =| e( ; ) Bes, q,—2ma  (q ungerade), 

Von jetzt an werde dauernd s ungerade, quadratfrei und = 3 vorausgesetzt. 
Wir unterscheiden verschiedene Fille: 

1. Es sei (g,2s) = 1. Das S in (36) ist dann nach Hilfssatz 6 gleich 

(q—1)? 5 


¢ 4 e(*2%) . (=2) V9, 


q q 








wo y modq durch 

m = sy (mod q) 
bestimmt wird. Wenn man diesen Wert von S in (36) einsetzt und noch in der 
Summe iiber a den Buchstaben a durch sa ersetzt, so erhalt man nach einer 
kleinen Umformung (Anwendung des quadratischen Reziprozitatsgesetzes) : 


(37) B, = (£)qi—4*e, (4) (s ungerade; (g, 28) = 1), 
wo A durch (12) gegeben wird und 


- A 
¢,(4) = py e(=) 
amodgq 
eine Ramanujansche Summe ist. 
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Falls auch noch g zu A teilerfremd ist, erhalt man: 
(38) B, = (2)! “tn @g) (s ungerade; (g,2s 4) = 1). 


2. Es sei p eine ungerade, in s aufgehende Primzahl und g = p* (A°ganz 
> 1). Es sei weiter p’ die héchste in 4 = ns — m? steckende Potenz von p, 
und 
s=ps,, 4 = pA; 
(weil s quadratfrei vorausgesetzt ist, ist s, nicht durch p teilbar). Wenn man 
jetzt den aus Hilfssatz 6 folgenden Wert S in (36) einsetzt, so ergibt sich erstens: 
(39) B,=0 falls » =0 
ist. Falls nimlich y = 0-ist, ist m nicht durch p teilbar und verschwindet die 


Summe S in (36) also nach Hilfssatz 6. 
Falls aber y = 1 ist, so ergibt Hilfssatz 6: 


1 . 2 
peu—wtt(L-1) -—4) 5-5" 5 YX (2), (,4P 
aa =~ 3° a8 
B, =% (— i) 2 >) e(a")- 
Die Summe rechts ist nur dann verschieden von 0, wenn A = a ist, und dann ist 


a A) on , A, #31 4,) 7-5 
ZDB<e L seep FE yet 


Nach einer leichten Rechnung findet man dann (unter Anwendung des qua- 
dratischen Reziprozitatsgesetzes) : 








—A\ (9\ = f- 4s eon a 
Wo a, = (=A)(2)9F = LEE Gayen 
3. Es sei g = 2* (A ganz => 1). Fiir 2 = 1 berechnet man sofort: 
(41) B, = (— 1)”*". 


Es werde deshalb 4 => 2 vorausgesetzt. In (35) verschwinden dann nach 
Hilfssatz 6 die Glieder mit ungeradem 6. Auf Grund dieses Hilfssatzes 


findet man: 
7/8 "i ee + 
= mT an ee ee 
B= >) (-2t) 2) e(-at= tet"). 


amod q zmod$¢ 


Bestimmt man y modg durch 


m = sy (mod 4), 
so ist 
2 2 3 2 
J o(ettttes) ot YP o(—aettteetey (cee) 
zmod}q zmodq 


Sade (tttt)s. 
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und es wird deshalb: 








1 P 8, . sy? —n 
(42) B, = = 2) S_as,9e(a— . 
= OL GY) Senee OF) 
Nun berechnet man aber leicht, daB hier 
- ,2 A+l > s+1 
(43) Sa,q¢S—asq = (=) 3 =¢* 


ist. Falls man (43) in (42) einsetzt und noch a durch as ersetzt, so erhalt man 
schlieBlich : 


s—l1 - 
(44) B, = (=) **.2 = Oe (A). 


8 
Auf Grund der erhaltenen Resultate wird jetzt bewiesen: 
Satz 1. Die singuldre Reihe (33) ist fiir wngerades, quadratfreies s > 3 
konvergent und fiir ungerades quadratfreies s > 5 sogar absolut konvergent. 


Beweis. Die unendliche Reihe 
(45) D> (Lue@e-*, 
q=1 
in der g alle zu 2sA teilerfremden ganzen positiven Zahlen durchliuft, ist 
bekanntlich fiir s => 3 konvergent und fiir s > 3 sogar absolut konvergent 
(vgl. z. B. E. Landau, Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen, 
zweiter Band, § 173, 8. 631—632). Aus Hilfssatz 4 und (38) geht weiter hervor, 
daB die singulare Reihe (33) durch formale Multiplikation der Reihe (45) mit 


P 
pl2sa 


(wo p simtliche Primteiler von 2s 4 durchliuft) erhalten werden kann. Nun 
sind aber die z,,, wie aus den obigen Rechnungen hervorgeht, endliche Summen. 
Aus der Konvergenz von (45) folgt also auch die von (33). 


Satz 2. Fiir ungerades quadratfreies s > 3 und gerades A > 0 ist 


cinmy=—2(52)N FoF (r(254)) “(YS (Soquo($)) wCam 


r=l 





wo N = $A ist und y, die in Hilfssatz 8 definierte zahlentheoretische Funktion 
ist. Fiir ungerades A ist 0 (n,m) = 0. 
Beweis. Aus dem Beweis von Satz 1 folgt: 


n” 


(46) S(n,m) = [] x - Ps (£) ugg? **. 


p\2se4 q=1 
(q,284)=1 
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Zur Berechnung der 7, mit p|2s4 unterscheiden wir vier Fille: 
1. p|s, p| 4. Nach (40) ist 


5" 
AP ly = = y(—4A; pr), 


(47) =1+|-G 
falls p’ die genaue, in 4 steckende Potenz von p ist. 
2. p|s, pt A, also y = 0. Nach (39) ist jetzt 

(48) %, = 1. 


3. pts, p|4, p + 2. Nach (37) ist: 
$14 Sef rea 
i=l 


Wenn man die bekannten Werte der Ramanujanschen Summen hier einsetzt, 
so erhalt man 


= =14+ 5 (2)'p }a-o = (p— 1) —pr(2)'** phetna—o 


und durch eine leichte Rechnung wird dies: 


6) = (1-(B)etmV4 SCE) He) 
=(1- (2) pt) v,(—4 ; p’). 
4. p = 2. Fiir ungerades A ist nach (41) und (44): 
=it+(- i= 4 
weil fiir ungerades 4 = ns — m® die beiden Zahlen m und m verschiedene 
Paritét haben miissen. Wegen (46) ist damit die zweite Behauptung des 


Satzes bewiesen. 


Fiir gerades 4 wird nach (44) und (41) (weil jetzt m und n dieselbe Paritit 
haben): 


a 1414 D2 F egy 


Jetzt sei 2” die héchste in N = $4 aufgehende Potenz von 2. Die bekannten 
Werte der Ramanujanschen Summen ergeben dann: 
1 


— 
.Qi-1 — (2). O+D oye 
8 





nn 2+ 50) 
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und durch eine leichte Rechnung laBt sich dies umformen zu 


(50) x = 2(1—(2)2*) (1 + aC iF) 


=1 
1—s 


= 2(1 _ (Z)2 ® ) y,(— 4; 2%). 


Wenn man jetzt die erhaltenen Werte (47). (48), (49) und (50) in (46) 
einsetzt, erhilt man somit unter Anwendung des Hilfssatzes 8: 


S(m,n) = 2(1—(2)2 F) IT(: (Epo) x 





pts 
= : 1—s 
xp(—4;N) 3” (L)ua? 
(9, Ty 
oder auch 
(51) S(m,n) = 2y,(= 4; N) x (2) Jule? 
; =, 
Es ist aber 
4 Sa 1 
(52) y - t)e@r* =-—— 
+ oa) 
wo yx der creer Charakter 
x(9) = (4) 
mod s ist. Es laBt sich nun (52) auf Grund von den Hilfssétzen 9 und 10 aus- 
werten. Falls erstens s = 1 (mod 4) ist. so ist nach Hilfssatz 9 mit k = aa 
(weil dann z(—1) = (—*) = +1 ist): 
5 =? et v 
(53) L(~> +z) =(-)* 22 a2 5 2 (=)94_(z ) (s=1(4)), 
r= 3" 


da die GauBsche Summe 
a 


ria) = » (3)e(3) 
n=1 
fiir s = 1 (mod 4) den Wert Y's hat. 
Ist zweitens s = 3 (mod 4). so ist nach Hilfssatz 10 mit * = “3 [weil 
dann 7 (— 1) = (=) = — | ist]: 
: s—7 2-3 @-—1 y Se3 


(54) L(*S* x4) =(-1) #22 ats? Y (3) %460- y(z) (s=3(4)), 


weil die GauSsche Summe rt (zy) im Falle s = 3 (mod 4) den Wert iVs hat. 


Mathematische Annalen. 118 22 
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Die beiden Formeln (53) und (54) lassen sich zusammenfassen zu 


(2) g, »-n(>)- 


r=1 


= 
| 
~ 





- 1 
(5) L(2>+,2)=—(—2)2t ato? 


Die Behauptung des Satzes 2 folgt jetzt aus (15), wenn man (55) und (52) in 
(51) einsetzt. 


§ 4. 
Die Funktion 0, (v|). 
Wir betrachten jetzt die Funktion 


+P 


(56) 0 (v| t) = 9,(v\r) = Dm ZS o(n,m)wret rom, 


m? = sn 
wo wieder w = e*** ist und o (nm, m) den in Satz 2 angegebenen Wert hat, falls 
m*? < sn ist, wahrend o (n,m) im Falle m? = sn bereits in §1 definiert 
wurde. 
Falls 

T=%]+1%., V=V, + ive (T1, Te, V1, Ve reell) 
gesetzt wird, so hat die unendliche Reihe (56) (wie leicht aus Satz 2 gefolgert 
wird) die Reihe 


5 
yo s—2 


Loon ® "onary + 2a\v2 Ven 


n= wv 





als Majorante (bis auf eine nur von s und « abhiangige Konstante). Es ist 
deshalb © (v| t) eine analytische Funktion von v und t, die als Funktion von rt 
in der oberen Halbebene regular ist und als Funktion von » eine ganze Funktion 
ist. Ahnliche Betrachtungen gelten fiir alle in diesem Paragraphen durch 
Reihen definierten Funktionen. 

Um jetzt die Invarianzeigenschaften der Funktion © (v|t) zu ergriinden, 
wird weiterhin ein vielfacher Gebrauch gemacht von den Eisensteinschen Reihen 


’ ] 
(57) G, (tT; A, 4, 8) = oa, 
. ny a. (m, t+ n,)* 
Nn, = ula) 


in denen ,, m2 alle ganzen rationalen Zahlen, die den angegebenen Bedin- 
gungen geniigen, durchlaufen sollen und der Akzent den Ausschlu8 des Werte- 
paares n, = m. = 0 bedeutet. Wie oben ist dabei t eine komplexe Variable 
mit positivem Imaginarteil und es sind k, A, “, s ganze rationale Zahlen, und 
zwar soll immer k => 1, s => 3 sein. Die Reihen (57) sind ausfiihrlich von 
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Hecke untersucht worden’). Von diesen Heckeschen Untersuchungen zitieren 
wir einige Resultate, die im folgenden gebraucht werden. 

Fiir & > 2 sind die Doppelreihen (57) absolut konvergent. Sie sind dann 
analytische Funktionen von t, die in der oberen Halbebene 3 (rt) > 0 regular 
sind. Fiirk = 1 undk = 2sind die Reihen (57) nicht mehr absolut konvergent. 
Unter G, (rt; A, 1, s) baw. Gy (t; A, «, 8) versteht man nach Hecke (1. c. S. 207 
und 213) den Wert der analytischen Funktion von z: 

jE: 
ny = 28) (nm, t + Mg) |n, t + n,|* 


No = wi(s) 


bzw. 
, 1 





ny =Ale) (n, t + Mq)* \n,r +m,/" 
No = u (a) 
fiir z = 0. Bei Modulsubstitutionen in t verhalten sich dann die simtlichen 
G, mit k > 1 wie folgt: 
(58) (fi45; A, u's) = (ct + d)FG,(t;aA+em, bA+dp,s) 
(wo also a, b, c, d ganz rational sind und ad — be = | ist). 
Es gilt fiir ein G, mit k > 2 folgende Entwicklung (Il. c. S. 201): 


(59) G,(t; A,u,8) = 6(4) vs Bae 


k 
m=ne™ 
= ’. 

+ Ten s m*—1 sgn m-e(*™ +. ——1*), 
(k —1)! ,arSo 


m, = Ala) 

wo 6 (x) = 1 oder = 0, je nachdem z ganz rational oder nicht ganz rational ist. 

Falls k = 2 ist, kommt auf der rechten Seite von (59) noch ein Glied 
hinzu, da8 nicht-analytisch in t ist, und. zwar 

22% 

(60) ~ att 
wo ft die konjugiert imaginire GréBe zu rt ist (l.c. 8. 207). 

Fiir k = 1 gilt folgende Entwicklung (I. c. S. 213): 
(61) G, (x; A,p,8) = O(a, ms) —=2" S* sgnm-e(A™ 4 ™™*), 


8 — 


\ 8 8 
mm, >0 
m, =Ate) 
wo 
26 + ’ sgnm | nt ' sgn m 
(62) C(au,s)=8(4) S” em | = hun 
» = ue (wy | | jz =0 m = Ais) | ™m| 2 =0 
ist. 


3) E. Hecke, Theorie der Eisensteinschen Reihen héherer Stufe und ihre An- 
wendung auf Funktionentheorie und Arithmetik. Abh. a. d. math. Sem. der hansischen 
Univ. 5 (1927), S. 199—224. 


0* 
“< 
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Wir fiihren noch folgende Bezeichnungen ein: Falls v eine ganze rationale 
Zahl ist, sei 


rw m2 

8, (v|rt) = } wt e2 zirm, 
a=>=-® 
m — ris) 


Die arithmetische Funktion / (2, 7, v) der drei ganzzahligen Argumente A, 1, v 
werde = 0 definiert, falls (s, 2) nicht in v aufgeht. Falls aber (s, A) in r aufgeht, 
sO sei 

((#, 4) —1)? 


s2\ (24h a —— P 
63) Hm —= (5) (eH)E TV de(—4h), 
wo zur Abkiirzung 
é 
1 ea) 


gesetzt ist und die ganze rationale Zahl y mods, durch 


2 
(64) 2Ay=- = D (mod s,) 
definiert sei. Weiter sei 
(65) g(t) = DY FA m, Gy, (45 etd). 
Ayu mod . = 
“4,4, = 


SchlieBlich werde noch zur Abkiirzung geschrieben: 


3-3 s—l1 —1 
(66) v= —(5*) 26 F-(S*)( 2 (F) qe-v(F)) - 
(67) D, = oF res) ant £. 


Wir beweisen zunichst: 
Hilfssatz ll. Es ist 
_ 
dD aur) =0. 


4, a mod s 
@, 4,3) = 


Beweis. Schreibt man zur Abkiirzung (s, 2) = 6, so wird 


(d— 1)? 


SY taun= SZ) Ca)i* ve D (A)e(—*2), 
denn —_— ag ly oe ’ 


Hier verschwindet aber die Summe iiber s« identisch in 2 und r. Denn setzt man 


ft = 0 + M28), 
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so durchlauft « gerade die zu 6 teilerfremden Restklassen mod s, wenn //; ein 


volles Restsystem mod s, und //2 ein teilerfremdes Restsystem mod 6 durch- 
lauft. Es ist also 


2 ¥) D) 
2, (5)e(- 2) = (3) 208), 2) e(-2) = 0 

“mod s 5 mod 8; a 

(u, d=1 

Unter Benutzung der obenerwaihnten Heckeschen Resultate soll jetzt 

gezeigt werden, da® fiir ungerades quadratfreies s > 3 die Funktion @ (v| r) 
dargestellt werden kann als eine lineare Verbindung der Funktionen #, (v| r), 
und zwar mit Koeffizienten, die ihrerseits lineare Verbindungen der Funk- 
tionen G sind. Genauer gilt: 


Satz 3. Pir ungerades, quadratfreies s => 5 ist 
O (v|t) = $D, Z(t) 8,(v| 7). 


Beweis. In der unendlichen Reihe (56) betrachten wir zuerst die Glieder 
mit m? = sn. Weil s quadratfrei vorausgesetzt ist, muB fiir diese Glieder m 
durch s teilbar und deshalb nach der Definition in § 1: 
o (n,m) = 1 


sein. Die Glieder mit m? = sn liefern also zu der Funktion 0 (v|t) den 
Beitrag 


+P m2 
w* &tivrm — §(sv\s7) = dy (0/7). 
m=0w 
Schreiben wir also 
(68) O (v|t) = yp (v|t) + Io(r|t), 


so wird nach Satz 2 mit der Bezeichnung (66): 





=? s—3 
y(vjt) = A, De N ® y,(— A; N)wret mem, 
“icon 
m =n (2) 


3—s : 
v(—4;N) = Did ® || 


din 


eingesetzt und es werde die Reihenfolge der Summation geindert. Dann werde 
statt m eine neue Summationsverinderliche k eingefiihrt, die durch 


Es werde hier 


4=2N=sn—m=2dk (k=1, 2, ...; m@+2dk=0(s)) 
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definiert ist. Dann wird 


+2 mt v = we s—3 2dk 
voin=4, Swrerem Does) D' (GaeP 


oder auch 


' 1) @ — 2k nae 
6) veiy= 4, S80) S (Gea) 2 (ealk?w'- 


2dk+r=0@ 








Andererseits werde die durch (65) definierte Funktion g,(t) nach Po- 
tenzen von w entwickelt, indem man in (65) die Entwicklung (59) und den 
Wert (63) von / (A, ~, v) eimsetzt. Man kann dann die Summation nach » 
ausfiihren, wobei die Summe 

“ uy , um 
(70) > (5)o(—S2 + =) 


a mods 
(a, d= 1 


{zur Abkiirzung ist (s, 4) = 6 und s,; = < gesetzt] ausgewertet werden muB. 
Letzteres gelingt leicht, wenn man bemerkt, daB uw gerade die zu 6 teiler- 
fremden Restklassen mods durchliuft, wenn man 

fe = yO + jes, 


setzt, und wenn dann ; ein volles Restsystem mod s, und //g ein teilerfremdes 
Restsystem mod 6 durchlauft. Es zeigt sich dann, da8 die Summe (70) nur 
dann nicht verschwindet, wenn m = dy (mod s,) ist, und dann gleich 

. @—12 

(AR)e 5, V8 


ist. Man findet: 














Tm 9) = (5) SRE eS” aot 
u mod s 7 n=a® (is— 
as—l 
—e* ; p 
= 2 1 4 Pa (=) 2") m 3 sgn m-e(™™2") 
es (>) Be mm >0 
2 /@,+I 7 i 7 
} == aa = ) 
% (7 ) (7) ww > (2) re 


-3 2mm 


ZA (sqaa) (eon) ™ _— 
= 0(e) 





samnta 


g As 
at 
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{denn aus den drei Kongruenzen m, = A (mod s), m = dy (mod s,) und (64) 
folgt die Kongruenz 2mm, + »* = 0 (mods) und aus den drei Kongruenzen 
2mm, + v =0 (mods), m, =A (mods) und (64) folgt auch umgekehrt, 
daB 6|v und m = dy (mod 5;) ist]. Die erste unendliche Reihe 

+o 


Px (F053 = 2L(*3-,2) 


a=-w 








wird durch (55) gegeben. Eine leichte Rechnung ergibt 
(a—1)? 


(E)()e ve DY (Bh - Held). 


a= Y 





Weiter ist die in (71) vorkommende Doppelreihe dieselbe wie in (69) (es ist 
nur m, statt d und m statt k geschrieben). Aus (69) und (71) ergibt sich somit 





vivir) = 4, 38, (o|2) [22 9, (2) — 6(2) | 
vy mode 
= — 8, (vir) +> D, Dd’ 9, (x), (0|2) 


vmod s 
und wegen (69) ist Satz 3 damit bewiesen. Zunichst war dabei —_ > 2, 
also s > 5 vorausgesetzt, weil die Entwicklung (59) nur fiir k > 2 giiltig war. 
Fiir s = 5, dh. k = *>* = 2 [in (69)] muB noch das Glied (60) binzugefiigt 


werden. Dies hat aber keinen Einflu6{ auf das Endergebnis. Denn zu der 
rechten Seite von (71) muB 


221% % 
~ gt (z—7) > f(A, Ms, ¥) 


4, wmode 
a u,s)=1 





hinzugefiigt werden und dies ist 0 nach Hilfssatz 11. Es bleibt also Satz 3 
auch fiir s = 5 giiltig. 
Anders verhilt es sich aber fiir s = 3. Weil G, fiir k = 1 die Entwicklung 


(61) statt (59) hat, mu8 jetzt in (71) das erste der beiden Glieder auf der rechten 
Seite durch 


(72) o= - DS” f(A,u,r)C (A, ,3) 


4, «mod 3 
(A, 4, 3)=1 


ersetzt werden, wo nach (62): 


(73) O(a, u,3) = (4) >) =: 


i+ 
mZn yim ** 








72. me! 
=o le=0 


m 273) Imi? 
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ist. Zur Berechnung von (72) bemerke man, daB nach der Definition (63): 


falls 2 = 0 (mod 3) und » =0 (mod 3): f(A,u,») = —(2)iV3; 
falls A= 0 (mod3) und » = 0 (mod 3): f/ (A, 4, ¥) = 0; 
falls A + 0 (mod 3): Hau, ») = (Z)e(— 42). 


In der letzten Formel ist 2 Ay = — »* (mod 3), also y = Av® (mod 3) und 
deshalb ist auch: 


falls A+ 0 (mod 3): (A, u,») = (+) e(—*4"). 





Setzt man diese Werte, sowie auch (73) in (72) ein, so erhalt man [wenn man 


noch bemerkt, daB Ss (+) = 1—1 = 0 ist]: 
u=1 


o = —i¥50(z) S($) J) 


Zara) |™ 





z=0 


2 2 


a sgn 
= Bt ia 2 (3) e(— 4p2) : ) aa te = 
S (242) 


a=0 


den Wert 0 oder 3 hat, je nachdem A»* + 0 (mod 3) oder = 0 (mod 3) ist, 
so kommt: 





a 8(=)(2¢¥3 L(1) + 2xiL (0)), 


wo L (z) die durch 
Le = >'(3)3 


m=1 


definierte Funktion ist, die bekanntlich der Funktionalgleichung 
P-*g-*g°-4 sin I" (2) L (2) = L(1—2z) 
geniigt. Fiir z = 1 liefert diese Funktionalgieichung: 


- 
L 0) = 844) 
und es wird deshalb 


o = —8(5)-4i93-L (1). 


Aus (55) folgt aber fiir s = 3: 


La) = —&(.(3)— (3) = 55 
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und es wird also schlieBlich 
42% 


o= —F-8(5). 


Bemerkt man noch, daB [wie leicht aus (66) und (67) folgt] D, = + ist, so 


liefert die oben beim Beweise des Satzes 3 durchgefiihrte Rechnung fiir 
s = 3 den 


Satz 4. Fiir s = 3 ist 
O (v|t) + Do(v|t) = 4 Ds wg 8, (v| 7). 


§ 5. 
Die Reziprozititseigenschaft von f(A, u,v). 
Satz 5. Es sei s wngerade, quadratfrei und => 3. Weiter seven A, 1 und v 
ganze Zahlen und es sei (A, t, 8) = 1. Dann ist 
si | ' 
Hau») =i % 8 ® DS f(—y,A,xe(—~). 
x mods . 
Beweis. Wir schreiben 
(s, A) = 6, (8, #) = bg, 8 = 616963. 


[Weil (A, «,s) = 1 ist, sind 4, und 4, teilerfremd und es ist deshalb s dufth 
6,46, teilbar.] Nach der Definition von f(— , A, x) ist jetzt: 


aah D> H-mAxe(—~) 





x mod s 
(74) os 5 (@,—1)? 
—s- so ([(- 5.6.\ ———J/a F A 
Hit GR CMS) eT WD e(~ 55-355) 
173 "% stmete 1193 919903 
x =0 (d2) 


wo z mod 6,4, durch 

(75) 24z2= = (mod 4, 45) 
% 

bestimmt wird. 

Es soll zuerst die auf der rechten Seite von (74) auftretende Summe 
iiber x (die kurz durch 2, angegeben werden soll) ausgewertet werden. Es 
werde #, derart bestimmt, da8 

2 ut, = 1 (mod 4, 4s), (11, 6g) = 1 
ist. Nach (75) ist dann: 
2 = Fm; (mod 443) 
und es wird 
ans Aux? + xy 
zn Jo -tntay, 


x mods 
2=0(d,) 
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Diese verallgemeinerte GauBsche Summe laBt sich leicht auswerten. Falls » 
nicht durch 6, = (s, A) teilbar ist, ist sie = 0, wie aus Hilfssatz 6 gefolgert 
wird. In diesem Falle ist also Satz 5 nach der Definition von f (A, 1, v) bereits 
bewiesen. Wir kénnen also weiterhin » durch (s, A) teilbar annehmen und 
v = 6,” schreiben. Bestimmt man die ganzen Zahlen A, und yr, derart, daB 


A= 6,A;, 7, = 2 [ty A; 62% (mod 53) 


ist, so findet man 
(d3 — 1)? : a 
3.=- (84); 4 e (Rebea’s). 4, yy. 


dg 53 
Es werde nun y mod 46263 durch (64), also durch 





2 
2ay= — z (mod 4, ds) 
bestimmt. Dann ist auch 


2A, y = — v? (mod de 4s), 
also 


2A. y = — 4p? A? 6F v2 (mod 4s), 
und weil 22, zu 6, teilerfremd ist: 


y = — 2p? A, 62 v2 (mod 4s). 
Dies gibt weiter: 








5 Y =- 2 uy * fy Ay de 2 = — py Ay bg ve (mod 43) 
und also 
Ky=— 8; v3 1A, (mod 424s), 
so daB 
62 vPu, 4,4) uy 

e( 3, 3, ‘)= e(— <5) 

und 
(8, — 1)2 
— 6, 4, 4,\ — 7 ay — 
Ze = (Ht) ee e(— FF) Vs 


wird. Setzt man diesen Wert in (74) ein, so folgt: 
s—l1 1 

: -— fy 

oe =D t(—,4, xe(— =) 


(76) xmods 
ee 








*—1 ,4a—¥ ,4a— 


ir 4 (=5) ( Aas) (fur) o( — fF) Vd,. 














Hierin ist 


(mer4) — (2) (Z) (4%), (24h) = (2) (2) (44), 
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Unter Anwendung des quadratischen Reziprozititagesetzes folgt also: 
SE) a) (2) = (ao) (FE): (aa,) (3) 9) AS) 
=(S)(F)- (DFC) 
= (525) (P58) (F) (2) (2) (3) « 


3p dp—1 dj —1 
x(-1) ? af 








Der Ausdruck (76) wird deshalb 


s—1  (@2—1)? . (63—1)2 
(77) (a) (FA) Vie, ae(— BY). Ys ete ag eee 


650 
d,—1 dy—1 , dn,—1 3-1 


(2) (g)-(- te ee 





Hierin ist noch 
s-l 2 | ” (2— 1)? 
fy (2\.¢ rl 
iF (5) =3 
Fiir den Ausdruck 
s-1 (—17 | Ga Jg—1 d3-1 


dody—1 J,—1 
(78) i? * 4 Qaki-s* rr. 
Oo; } 


findet man also die folgenden Werte: 

falls 6, =1, 6. =1, 5s =1 (mod 4) ist, den Wert 1; 

falls 6, =1, 6, =1, 5s =3 (mod 4) ist, den Wert i-14 = 1; 

falls 6,5 = 1, 6, =3, 63 =1 (mod 4) ist, den Wert i-11 = 1; 

falls 6, =1, d2 =3, 63 =3 (mod 4) ist, den Wert i? -(— 1) = 1; 

falls 6, =3, 6. =1, 63 =1 (mod 4) ist, den Wert ¢-1 (— 1) = 3; 

falls 6, = 3, 6, =1, 6; =3 (mod 4) ist, den Wert ¢(— 1)(— 1) =4; 

falls 6, =3, 6. =3, 63; =1 (mod 4) ist, den Wert «(— 1) (— 1) =1; 

falls 6, =3, 6, =3, 6; =3 (mod 4) ist, den Wert #-1-i-¢(—1)(—1) =7. 


Der Ausdruck (78) ist also gleich 1, falls 6; = 1 (mod 4), und gleich i, falls 
6, =3 (mod 4) ist, d.h. gleich 











(6; —1)2 
a 4 
Fiir (77) findet man also 
(d,—1)? 


(aig) (PAB) VED Fel — £4) 


Og 5g/’ 





d.h. f(A, 4, »). Damit ist Satz 5 bewiesen. 
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§ 6. 
Die Invarianzeigenschaften von © (v |). 

In diesem Paragraphen wird wieder dauernd s ungerade, quadratfrei 
und > 3 vorausgesetzt. 

Es wird gezeigt, da8 die Funktion 0 (v| t) ahnliche Invarianzeigenschaften 
besitzt, wie die gewohnlichen Theta-Reihen # (v|t), d.h. daB sie in bezug 
auf » (bei konstantem rt) eine quasi-elliptische Funktion ist, und daB sie sich 
weiter in bezug auf Modulsubstitutionen in t auch in einer ahnlichen einfachen 
Weise reproduziert wie @ (vt). 

Satz 6. Es ist 

a) O(v + 1\t) = O(v|7); 
b) O(v+4\r) = O(vo|r + 1); 
c) O(v+t\t) = e 7 e—* *** GO (v| 7). 

Beweis. a) Folgt unmittelbar aus (56). 

b) Aus (56) folgt: 


O(v+ }\t) = bo 0 (n, m) w" e2 *tvm exim 
"men 


und 


+n 
O(v\r +1) = Py 0 (n, m) w" 7!” e2 tivm, 


m? = sn 


Falls aber o (n,m) + 0 ist, ist m= (mod 2) (nach Satz 2). Es ist also 
e*'" — e*'™. womit die Behauptung b) bewiesen ist. 


c) Es ist 
+o m2 +@ (m + 9)? 
—+2m — 
2d, (v + t\t) as S w* er tivum — wt e—2xive } w # @gxivim+s) 
a=—-@ a>_>-W 
m= v(e) m = v(s) 


= e—24niv g—sxit 3, (v| t). 
Die Behauptung ergibt sich jetzt aus den Siatzen 3 und 4. 

Satz 7. Es ist 

a) O(vj/t+ 1) = Ov + 4/7); 
b) O(v|t + 2) = O(o| 7). 

Beweis. Die erste Behauptung ist dieselbe wie die des Satzes 6b. Durch 
zweimalige Anwendung dieser ersten Behauptung ergibt sich dann nach 
Satz 6a die zweite Behauptung. 

Hilfssatz 12. Es ist 

8, (= 


\t 


1 #sxiv? 


— 2) = (EP Y e(— Vo. 


x mod s 
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Beweis. Fiir die Funktion (5) gilt bekanntlich 
i min? 
(=|- +) = (—ir)®e* #(vjz). 
Weiter zeigt man sofort, da8 
2 


B,(v|t) = w* e271 O (sv + yt|st) 
ist. Deshalb wird 






































vai 2xivy : vai 2aivr 
a(t] 2 ae eet tee eT oe ay 
~oy} «Sat. Same. 2 cecilia: — 
=(-it)}Fe * et ef 3 o(v— = |=) 
=(-ti fet Sor StF 
a xiv? mivx +t 2 
=(-iz)te* ce ST. gt etntm 
x mods one 
“h 2 cane xv 
= (- i=)? e*™ 2 e(— ~*) 0, (v|T). 
Satz 8. Fiir s >5 ist 
e(=|- *) = (inion @ (v|7). 
Beweis. Nach Satz 3 ist 
1 1 1 | ’ 1 
6(=|-+)= a? 2’ 9.(—=)%(F|- 5 
und nach Hilfssatz 12 ist also 
e sniv? ss 1 
(8) (5 |-F)= 2D Pet 2 mein D' e(-F)%(-=)- 
Nach (58) ist weiter (der Index k = -— ' _ wird hier weggelassen) 





s—l1 


G( (— <4 Bs j=t 2° G(r; 4, — d,s) 
und deshalb wird auf Grund der Definition (65) 


Es Fel He OD Mam @eim—aae(— 
d 


rmods “ens rmods 
ei = 
aes Bs G (rt; Aus) > f(—p, dn) e( —**). 
ae oak ymods 
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Nach Satz 5 wird dies 


«—1 s—1 1 


r2¢ 2 52 os f(A, w, x) @ (x; A, w, 8). 
Au mods 
Q,a4,a)=1 


Setzt man dies in (79) >, so wird also 





o(2|-2)=4oy-intte® Sati) Stamm @eridas) 
° . =x mods aes 
1, exie? mt 
= (—ir)? e * O(vir). 
§ 7. 


Der Nullpunkt v = +++ von O(v|r). 
In diesem Paragraphen wird dauernd s ungerade, quadratfrei und = 5 
vorausgesetzt. 
Satz 9. 0(4+41\1r) = 0. 
Beweis. Setzt man 


m(m + 8) 
a= (are 
--*> 
ame 


so ist 
d, (4 + $ t|t) = A, (t) _ A_, (z). 
Nach Satz 3 ist also 


~ (80) O9(¢+41t\t) = 4D, - ~p,(t) (A,(t) — A_, ()). 


Aus (65), (63), (64) folgt aber, daB o,(t) = m_,(t) ist, und dadurch ver- 
schwindet (80) identisch in t. 
Es soll gezeigt werden, daB v= 4 + }T in einigen Fallen eine mehrfache 
Nullstelle von © (v|r) ist. Dazu werden zuerst einige Hilfssiitze bewiesen. 
Hilfssatz 13. Es sei r eine solche ganze Zahl = 1, daf fiir v = 0, 1, 2, 
-. + 1 — 1 fiir die v-te Ableitung O (v| rt) von O (v|t) nach v gilt: 
(81) O°$+4r/t)=0 (» =0,1,2,..., 7-1) 
(identisch in t). Dann hat die Funktion 


F, (2) = "+ 4/0) 
folgende Eigenschaften: 
a) E(t +1) =e" F, (2); 


#+2r 


b) F,(——) = ate+2(— iz) ® P, (x). 
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Beweis. a) (Zum Beweis dieser Behauptung wird die Voraussetzung (81) 
nicht benutzt.) Durch r-malige Differentiation nach v der Formeln a und b 
in Satz 6 folgt: 


(82) A (v + 1]t) =O%(v| 7), OM ( + $4) = OM (|r + 1). 
Deshalb ist 
P(t +1) = ef et**** Qe 1 4 pei r+l) = bet * GM Ee} r+ 1) 
= ef eb" Qing 4 gx] z) = ot F, (2), 
b) Durch r-malige Differentiation nach v der Formel in Satz 8 folgt 
' sxiv? 


_ =) = r(— int 3 (j Joven ae = 


Falls man hier v = } + } Tt einsetzt, so folgt wegen der Voraussetzung (81): 


on(t 








a+2r eas : ' 
O(S +55 — +) = #(- i) 2 Or(s+ytlter z+z+s") 
oder 
_ ent 1 : - <a 
ye : *00(s +3,[- 7) = t(—se) 2 F, (2). 





Durch »-malige Differentiation nach v der Formel c in Satz 6 folgt weiter 


’ —enit bd aa a* —2Z 8niv 
(84) OWM(v+r|t) =e «> (1) %(v|*) Ge 2 exiv. 


Aus (82) und (84) folgt wegen der Voraussetzung (81), daB O(v|r) fir 
vy = 0,1,2,...,r —1 die Zahlen $ + $7 + 9; + get (g; und ge beliebig ganz) 
als Nullstellen besitzt. Wahlt man in (84) 


v=r, v=}—}r, 
so folgt jetzt, daB, 
6” ($ + $t\t) = — OM — $x) 
ist. Wenn man hier t durch —+ ersetzt, so kommt: 
ae 
-4), 


und dies, eingesetzt in (83), ergibt die Behauptung b des Hilfssatzes 13. 


—i)= —O (S45 


T 


1 1 
Or”) (5 = az 








Hilfssatz 14. Fiir ganzes r > 1 sei 


F, (rt) 
et?" Ol)’ 


Yr (z) _ 
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wo F,(t) die im Hilfssatz 13 definierte Funktion wnd 8 (0|\t) die durch (5) 
definierte Funktion mit v = 0 ist. Unter der Voraussetzwng (81) gilt dann: 

a) y(t + 2) = # y,(7); 

1 , 
b) »(——) = #t*t#y, (2). 
Beweis. Die Beweise ergeben sich unmittelbar aus Hilfssatz 13 und den 

bekannten Formeln 

0 (O|t + 2) = 8 (0|7), 


0(0| ——) = (—ixoojr). 
Hilfssatz 15. Unter der Voraussetzwng (81) ist dann und nur dann auch 
Ob + 42|7) = 0 
(identisch in 1), falls die Entwicklung von 


| .-4 gwm(iit 
gy"? * (+3|*) 
nach Potenzen von w keine negativen Potenzen von w enthilt. 


Beweis. Es werde zunichst 0 (4 + 4 7|1) nach Potenzen von w = e7'* 
entwickelt. Wir schreiben 
3—s 


va(n) = y.(—2njn) = ¥ (555) (=a ® . 


din 
Aus dem Beweise des Satzes 3 [Formel (71)] geht dann hervor, daB 


wv 


s—3 2n 











2 2A, — = 
g(t) = 5 4(—) + D 2 y,(n)n 2? w? 
s x n=l 
2n =— 17 (8) 
ist. Auch findet man ohne Mihe, da8 
: 1 , ‘“@ mim + #) 
(r) _ m 2 
Gaye’ (¢+31\t)= a (-» we + 
. a= — 3 
m = v(a) 


wae 3 


m = — r(e) 


ist. Wenn man diese Entwicklungen in 


OME +4t|t) = 4D, Z a(t) O'(¥ +3 4\7) 
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einsetzt, so folgt 


wn 
m (m+) 
1 


aap (Et a") a. (—D(mr+(— 1 mtay e+ 








m=0@ 


+45 
2. s 7 4 (— 1) y(nyn? ¥ “ mim+s)+2in 


"an =— Wy pont 9 x (m'+(—ly—(m+s))o * 
Man betrachte nun die in Hilfssatz 14 definierte Funktion 
w SOM + Erie) 

e+ 2r (0 | r) 


(85) 5 





’ 











¥-(T) _ 
Weil in (85) 
m (m + 8) 
8 





8 1 / 8 \2 
+7 =, (m+5) >0 
ist und 
)(O\t)=1+2 5 w”” 
m= 1 
ist, geht nun aus (85) hervor, daB die Potenzreihenentwicklung nach w = ¢*'' 
von y,(t) nur positive Potenzen von w enthilt. Deshalb ist 
(86) lim y,(z) = 0 (ry = 1,3,...). 


tin 


Die Funktion (y,(t))* ist weiter nach Hilfssatz 14 eine Modulfunktion fiir die 
Gruppe J'; aller Modulsubstitutionen, welche von den beiden Substitutionen 


vt =t+2 und v=—+ 


erzeugt werden. Der Fundamentalbereich dieser Gruppe wird durch die 
Ungleichungen 

3(t) > 0, |r] S>1, —1<R(r)S+1 
definiert und hat die drei Eckpunkte + 1 und iw. Auch ist die Funktion 
(y-(z))* im Innern dieses Fundamentalbereiches regular [bekanntlich hat 
) (O|r) in der oberen Halbebene keine Nullstellen]. Nach einem bekannten 
Satz iiber Modulfunktionen und unter Benutzung von (86) ist es also fiir das 


identische Verschwinden von y,(t) und damit auch von 0 (} + 3 1| 1) not- 
wendig und hinreichend, daB 


. 1 ° 
tim y-(+ 1— 7) endlich 
ist. Wegen Hilfssatz 14a kann man sich dabei weiter auf die Bedingung 
(87) lim y-(1 — +) endlich 


tiv 
Mathematische Annalen. 118. 
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beschrinken. Es bleibt also nur noch iibrig, zu zeigen, daB die Bedingung (87) 
mit der im Hilfssatz 15 genannten Bedingung dquivalent ist. Dies geht aber 
hervor aus der Formel 


¥-(1— #) _ etter tett otter cys psy... eo 8" w-*ema+s TT), 


wo W = e**'” gesetzt ist. Der Beweis dieser Formel folgt sofort aus Hilfs- 
satz 13 und der bekannten Formel 


e(0|1 — 7) =(-i7f m > wet, 


Damit ist Hilfssatz 15 vollstindig bewiesen. 


§ 8. 
Die Fille s = 5 und s = 7. 
Satz 10. Fiir s =5 und s = 7 isi 
9, (v|t) = 8*(v| 7). 
Beweis. Es ist 


8, (v| z) 
# (v|r) 
nach Satz 6a und Satz 6c und bekannten Eigenschaften von @ (v|r) eine 
doppeltperiodische Funktion von v mit den Perioden 1 und t. Wir werden 
zeigen, daB sie fiir s = 5 unds = 7 in ihrem Periodenparallelogramm héchstens 
einen einfachen Pol besitzt, und betrachten dazu die beiden Fille s — 5 
und s = 7 getrennt. . 
a) s = 5. Wir betrachten die Entwicklung von 
1 

(224)” 
nach Potenzen von w. In dieser Entwicklung kommt als negative Potenz 
von w nur w~ *” in Frage, und zwar, wie aus (85) hervorgeht, mit dem Koeffi- 
zienten 
4g [3 y5(3) {((— 12" + (— 1)—*3"} — 2 yo (2) ((— 1 + (— 1-149] + 
+ (— 1)" 'S. 


P(v\t) = 





w~ *" Of (4 +. ¢ \z) 


Hier ist, wie man leicht nachrechnet, 
Ys (3) - :, Ws (2) = 4, A; - 5, 
und dieser Koeffizient wird also 
5 [2 {(— yo + (— yr? 3} — ((— yr + (— 1-43] + (— yr. 
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Fiir r = 1, 2, 3 wird dies auffolgend 
b(2(—2+3)—(—1+4)}+5=0, 
5 (2 (4 — 9) — (1 — 16)] — 25 = 0, 
5 (2(— 8 + 27) — (— 1 + 64)] + 125 = 0. 
Es kommen also in der Entwicklung keine negativen Potenzen von w vor, und 
aus Satz 9 und Hilfssatz 15 folgt nun, daB O; (v|t) in v = $+ 41 eine min- 
destens vierfache Nullstelle hat. Weil #5(v|r) inv = 4+ 417 eine genau 
fiinffache Nullstelle hat und weiter in dem Periodenparallelogramm keine 
Nullstellen aufweist, hat also die elliptische Funktion ®(v|t) in ihrem 
Periodenparallelogramm héchstens einen einfachen Pol und ist dort sonst 
regular. Nach einem bekannten Satz ist diese elliptische Funktion dann eine 
Konstante, d.h. es hiangt 
6s (v|t) 
#(v|7) 
nicht von v ab. 
b) Eine ahnliche Rechnung gibt dasselbe Resultat auch fiir s = 7. 
Negative Potenzen von w in der Entwicklung von 
“wt (+4 ]2) 
(224) 
kénnen sich in (85) nur ergeben, wenn: 
1. m = — 3, n = 6 oder m = — 2, n = 5 oder m = — 1, n = 8 ist 
in der zweiten Summe in (85) und m = 0 ist in der ersten Summe. Man erhilt 





dann w~*" mit dem Koeffizienten 
(—1y—* 7" + A, [— 6 yp, (6) {((— 173" + (— 1-4} + 

+ 5% y, (5) {(— 1) 2" + (— 1°15} — 3 y, (3) {((— 1) 1" + (— 1)? 6"}}]. 
Hier ist, wie man leicht nachrechnet: 

A, =}, Gy,(6) = 40, 5% y,(5) = 24, 3#y,(3) = 8 
und der Koeffizient wird also 
(— 1-977 +7[—5{(—17 3 + (— 177-743 4+ 
+ 3{(— 1) 2" + (—1)"~* 5} — {(— 1 + (— 1)7—* 64}. 

Fiir r = 1, 2, 3, 4, 5 ist dies auffolgend 


7+ 7[(—5(—3+44)+3(-2+5)—(-1+6)] = 0, 
—~7+7[—5(9 — 16) + 3 (4 — 25) — (1 — 36)] = 0, 

734+ 7[—5(— 27 + 64) +.3(— 8 + 125) — (— 1 + 216) = 0, 
—~T+47{—5 (81 — 256) + 3 (16 — 625) — (1 — 1296)] =0, 


7 + 7 [— 5(— 243 + 1024) + 3 (— 32 + 3125) — (— 1 + 7776)] = 0. 
23* 
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2. Wenn r = 5 ist, kommt noch gt = ot vor in den Gliedern 
m= —3,n= 13; m= —2,n = 12; m= —1,n=10;m=0,n =7; 
m = 1, n = 3 von (85), und zwar mit dem Koeffizienten A, = 7 multipli- 
ziert mit 
— 13% y,(13) (— 35 + 45) + 12% y,(12) (— 25 + 55) + 

— 10% w,(10) (— 15 + 65) + 72 y,(7) - 75 — 3% w,(3) (1 + 8). 
Hierin ist 
132 w,(13) = 168, 122 y,(12)—168, 102 y,(10) = 120, 72 y,(7)=48, 32 y,(3) = 8. 
Der Koeffizient wird also 

7 [— 21 (45 — 35) + 21 (05 — 25) — 15 (6 — 1) + 6-75 — (1 + 8)] = 0. 

Aus Satz 9 und Hilfssatz 15 folgt nun, daB @,(v| rt) in v = 4 + $1 eine min- 
destens sechsfache Nullstelle hat. In derselben Weise, wie im Falle s = 5, 
folgert man jetzt, daB 


0, (v|r) 
# (v\r) 





nicht von v abhingt 
Zum Beweise von Satz 10 muB8 also nur noch gezeigt werden, daB in den 
Fallen s = 5 und s = 7: 
0, (O|z) cal 
# (Olr) 
ist. Wir betrachten die beiden Fille wieder getrennt. 
a) s = 5. Es werde 
9, (0|t) 
& (0)r) 
gesetzt. Aus Satz 7 und Satz 8 folgt zunichst, daB ®,(r) eine zur Gruppe J’; 
gehérige Modulfunktion ist. Zum Nachweise, daB ®,(1) identisch = 1 ist, 
geniigt es dann nach einem (oben schon erwahnten) Satz iiber Modulfunktionen, 
daB gezeigt wird, dab 


®,(t) = 








und 

. 1 
89 lim @,(i1—=-=)=1 
( T+iv +( r) 
ist. Nun ist 

+n m? wo +m 8-8 m2? +2n 
G0\)= EF wt+a > EF  F wF y(nw * 
™=00) TO saith web Gunes 


Die zweite Summe enthalt nur positive Potenzen von w. Deshalb ist 


lim @,(0|t) = 1. 


tiv 
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Weil auch 


lim #(0|r) =1 


tiv 
ist, ist damit (88) bewiesen. 
Aus den Satzen 7 und 8 folgt weiter 


1 @; ($ T\T) 
90 oe ee Re 
_ % (1-7) = Sarin 
Es ist aber 
v w w s—8 m(m+a)+2n 

6,(47T|\T)=2 D5 We+0424,5 SF > n? y,(n)W “ 
e m=0 ymods n=1 s—l 

2n=— 12 (2) * = ——S 

m= u (a) 


{n diesen Summen kommen fiir s = 5 keine negativen Potenzen von W vor. 
Das von W unabhiangige Glied erhilt man aus dem Glied m = 0 der ersten 
Summe und den Gliedern m = — 2,” = 3 undm = — 1,» = 2 der zweiten 
Summe. Es wird also 


time O, (4 T|T) = 2 + 2 Ag (3 ws (3) + 2 ys (2)). 
T-iv 
Auch ist 
0(¢7|\T) = 2 5 Wrtm 
m=0 


und deshalb 
lim &($ 7|T) = 25 = 32. 
Tin 
Aus diesen Formeln und (90) folgt nun (89). Damit ist also gezeigt, daB 
®,(r) identisch gleich 1 ist. 
b) s = 7. Wie bei s = 5 geniigt der Nachweis von 





(91) lim ,(t)=1, _lim @,(1— 5) =1, 
tiv T+iv 
wo 
_ 9; (0|z) 
®, (t) ~~ BF (0|r) 


ist. Die erste der Formeln (91) wurde schon oben bei s = 5 ‘mitbewiesen. 
Weiter findet man, wie bei s = 7: 


Bw: 0, (4 T|T) = 2 + 2 A; (6? p, (6) + 5* yp, (5) + 3% y, (3)] 
= 242-2 [40+ 24 + 8] = 128. 
Auch ist 
lim #7 (47|T) = 27 = 128 
T+tw 
und deshalb 


. Ri 6,(¢T|T) 128 
ln 1(1— 7) = lim org in) = 128 = * 
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womit auch die zweite der Formeln (91) bewiesen ist. Damit ist der Beweis 
des Satzes 10 vollstandig gefiihrt. 

Aus Satz 10 folgen nun nach bekannten Identitatssitzen iiber Potenz- 
reihen und endliche trigonometrische Summen folgende Siatze: 

Hauptsatz I. Es sei r5(n,m) die Lésungszahl des diophantischen Glei- 
chungssystems 

at apt+ apt apt ap—n, 2 + te + 3+ + Ty =m, 

wo m und n gegebene ganze Zahlen sind. Dann ist r5(n,m) nur dann + 0, 
wenn m? <= 5 n und m = n (mod 2) ist. Falls m? = 5 n ist, so ist r,(n, m) = 1. 
Falls aber m? < 5n und m =n (mod 2) ist, so ist 


,m) = 5N ’ (2) 5, 
fo (n,m) = 5 Qa 


falls N + 0 (mod 5) ist, und 


N,\ 1 d\ 1 
rs (n,m) = 5N(1— (=) 5) PACTS 
falls N = 0 (mod 5) ist und 5 die héchste in N = 4 (5 — m*) aufgehende 
Potenz von 5 und N = 5°N, ist, wihrend die Summen iiber siimtliche positive 
Teiler von N bzw. No 2u erstrecken sind. 

Beweis. Die ersten beiden Behauptungen sind trivial bzw. in § 1 schon 
bewiesen. Es sei also weiter m* <5" und m=‘ (mod 2). Nach Satz 10 
ist dann 

T5(n,m) = 0s (%, m). 
Der Wert von 05(",m) wird durch Satz 2 gegeben. Es ist, wie man leicht 


nachrechnet: 
‘ 


r r 
a (5) (5) = 
Nach Satz 2 wird deshalb 
05(",m) = 5Nys(— 4; N) = 5Ny; (— 2N; N). 


Falls N + 0 (mod 5) ist, so liefert die Definition von y, (— 2 N; N) in Hilfs- 
satz 8 sofort 


i 


r5(n,m) = 5Nys(— 2N,N) = BND) (<)>. 
a\N 


Falls aber N = 0 (mod 5) ist, so liefert diese Definition: 


mi 9m I= ay a5) ~ gy a5) 
d|N ax 
d #0 (5) 4=06) 


In der ersten Summe sind die nicht durch 5 teilbaren Teiler von N gerade die 
Teiler von Ny. In der zweiten Summe sind die durch 5 teilbaren Teiler von N, 
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fiir die das Symbol (*/*) nicht verschwindet, gerade die Zahlen 5 do, wo dp 
die Teiler von Ny durchlauft. Es wird also 
ie 1/4 1 1 /N,/d 
vs(—2N;N)= )'5($) - Fy ale) 


a\No 


(*e) = (72) (4) 


Weil 


ist, wird schlieBlich 


ro aM: = TE ($)- 2%) 04(¥) = (1-5) P48) 


womit auch die letzte Behauptung des Hauptsatzes I bewiesen ist. 


Durch dhnliche Betrachtungen erhilt man auch den 


Hauptsatz II. Es sei rz(n,m) die Léswngszahl des diophantischen 
Glewchungssystems 


2 2 2 24 p24 24 92 
Ly+@at Wet e+ @et+%etZ =n, %+Le+ Tet %q+%+%et+27 = mM, 


wo m und n gegebene ganze Zahlen sind.* Dann ist r;(n,m) nur dann + 0, falls 
m? <= 7n und m = nv (mod 2) ist. Falls m? = 7 n ist, ist r;(n,m) = 1.. Falls 
aber m2? <7n und m =n (mod 2) ist, so ist 


1, (n!-m) = <n a (5) - 


— a’ 
ayn 
falls N + 0 (mod 7) ist wnd 


r,(n, m) = aul S (72) a) (<) z 


falls N = 0 (mod 7) ist wnd 7° die héchste in N = 4 (7 — m*) aufgehende 
Potenz von 7 und N = 7° No ist, wihrend die Summen iiber stimtliche positiven 
Teiler von N bew. No 2u erstrecken sind. 


§ 9. 
Der Fall « = 3. 
Wie schon aus den Satzen 3 und 4 ersichtlich ist, nimmt der Fall s = 3 
eine Sonderstellung ein. Es werde die Funktion 0;(v|1) durch 
Os(v|t) = 4Ds F 9, (2) d,(0|) 


definiert. Es ist dann O;(v|t) nicht mit ©3(v|t) identisch, sondern nach 
Satz 4 ist 


O3(v| t) = O3(v| t) + Do(v| 2). 
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Auch ist Satz 10 fiir s = 3 nicht richtig. Der zu Satz 10 analoge Satz lautet 
namlich fiir s = 3: 


Satz 1l. Es ist 
83 (v| t) = $93 (v| 7). 


Beweis. Die Formel (71) muB fiir s = 3 (wie aus den Betrachtungen 
des § 4 hervorgeht) durch folgende Formel ersetzt werden: 


n=1 
2n=— v7 (3) 


wo 4, = 6 und D, = ist. Dadurch wird 


(92) @5(v|t) = = - p(t) 8, (vit) = 2 Do ws erniom + 
F rmod3 a=—w 


hi 2n+m? 


+0 
+6 Ps Ws (n) w 3 er tivm 


a=la=-—w 
2n + m?=0(3) 





Hieraus folgt: 





= +n m (m + 3) e +n m(m+3)+2n 

Os +4t\t)=2 L (—1Pw * +6 x Zz (-1"y(n)v 
m=008) 2n +m? =008) 

Dies verschwindet identisch in t, weil die Glieder m = m, undm = — 3 — m, 


sich gegenseitig (in der ersten, wie in der zweiten Summe) annullieren. 
Also ist 


O3(4 + $1\ 1) = 0, 


d.h. die Funktion @3(v|r) hat in o = $+ 41 eine Nullstelle. DaB diese 
Nullstelle sogar eine zweifache Nullstelle ist, folgt durch den Nach- 


weis von 
O;(4 + 4t\r) =0. 
Dieser Nachweis erfolgt durch Betrachtung der Funktionen 


FP; (t) 
8 (0|r) ° 

Weil die in Satz 8 fiir die Funktion O bewiesene Funktionalgleichung im Fale 
s = 3 far die Funktion @ gilt, so ist (ys(z))* eine zur Gruppe I's gebérige 
Modulfunktion, und um das identische Verschwinden von y3(t) [und damit 





Fs(t) = ef **O3+4rt\t), ys (zt) = 
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von O; (} + $ t|1)] 2u zeigen, geniigt es also wieder, die Giiltigkeit der beiden 
Formeln 


lim y,(t)=0 und lim (1-7) =0 
>in T>iw 


zu beweisen. Die erste dieser Formeln ergibt sich sofort aus der Gleichung 


v 3 (n+) 
sa Fis) =2 D (—1>mus ("*2) 4 
= 


had +e 2n 1 3 
+6 > (— 1)" mys (nwo * 3 (Mt) 


und die zweite folgt aus den Formeln (W = e*‘*) 





I 
| 


(v2) ef! (8) F(T) 
. 2% (— ir) 3 Ww" ( Z wnt m) 


- x et" (1 5 W2+-. W365 (4+ 52|7 
und 
mim + 3) 
1 =z=/vl 
ri (ZF + 57 t)=2 3 (ira gy 
m=0(8) 


2n + m(m + 3) 


+63) 3 (-armnmw 


n=1 t=——Y 
2n + m2=0(8) 


Denn in dieser letzten Entwicklung kommen keine negativen Potenzen von W 
vor, wahrend man das von W unabhingige Glied bekommt, wenn man aus 
der ersten Summe die Glieder m = 0 und m = — 3 nimmt und aus der 
zweiten Summe die beiden Glieder m = — 1, » = 1 und m = — 2," = 1. 
Dieses von W unabhangige Glied ist also 


2-3 + 6[— (— 1) ys(1) — 2 ys(1)] = 6 + 6 (1 — 2) = 0. 
Uberdies kommen nur ganze Potenzen von W vor, so daB 


jim W- *6;(4+47/T) =0 
und damit auch : 


T> iw 
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Jetzt ergibt sich, daB die elliptische Funktion 


8s (v|r) 

8 (v| 7) 
in ihrem Periodenparallelogramm héchstens einen einfachen Pol besitzt und 
deshalb konstant sein muB, so dab 


@; (vjt) (Oj) 
# (vjr) «8 (Oz) 


ist. SchlieBlich betrachte man die zur Gruppe J’; gehérige Modulfunktion 


_ 8; (jr) 
®; (rz) = FOr) . 





Aus (92) folgt: 
lim @3(0|t) = 2, 
tin 





und weil 
lim #(0\t) = 1 
tiv 
ist, ist also 
tin 
Weiter folgt aus 
| 1 _ 6;(4 T|\T) 
und 
_ +u m (m + 3) w + 2n+m(m +3) 
AQTIT=2 5 W * +65 FS www 
m =0(3) ont mizow) 


leicht. daB auch 
lim @,(1—7)=2 
= 9)~ 
ist. Es ist deshalb ®,(r) identisch gleich 2, womit Satz 11 bewiesen ist. 
Aus Satz 11 folgt: 


Hauptsatz III. Es sei ry(n,m) die Lésungszahl des diophantischen 
Gleichungss ystems 
a+ a+ a=, 2 + tg+ ty =m, 
wo m und n gegebene ganze Zahlen sind. Dann ist rg(n,m) nur dann + 0, 
wenn nm? = 3n und m = n (mod 2) ist. Falls m? = 3 n ist, ist r3(n,m) = 1. 
Falls aber m? <3 und m =n (mod 2) ist, so ist 


13 (n,m) = av » (4), 


aun 
wo N = 4(3" — m*®) und ay = 3 oder = 6 ist, je nachdem N + 0 (mod 3) 
oder N = 0 (mod 3) ist. 
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~ Beweis. Die ersten beiden Behauptungen sind trivial bzw. schon in § 1 
bewiesen. Es sei also m? < 3m und m= (mod 2). Aus Satz 11 und (92) 
folgt dann durch Koeffizientenvergleich 


d Nid \ 
r3(n,m) = 3 ya(N) = 3 y3(-2N;N) = 8 oy (3) +3 YG) 
40m a. 


Falls N + 0 (mod 3) ist, ist also 
d 
r(n,m) = 3 S'(). 
a[x 
Falls N durch 3 teilbar ist, sei 3° die héchste, in N aufgehende Potenz von 3 
und N = 3°N,. In der Summe 
(N /d 
, (F) 
aN 
4=0.3) 
sind dann nur diejenigen Glieder + 0, fiir die d = 3’do und do| Np ist. Es 
ist diese Summe also gleich 
> FF) 
$): 


ad No 
Weil aber No/d mit d simtliche Teiler von No durchlauft, ist sie auch gleich 


2 (3): 


a|No 


T3 (n,m) = 6 >’ (4): 


dl No 
Hierfiir kann man aber auch schreiben 


75 (n,m) = 6 S'(5): 
a|N 


_ Denn in der letzteren Summe verschwinden doch diejenigen Glieder, fiir die d 
nicht in No aufgeht [also fiir die d = 0 (mod 3) ist]. 


Deshalb wird jetzt 


§ 10. 


Anwendung auf die Darstellung natiirlicher Zahlen als Summe yon drei, fiinf 
oder sieben Quadraten. 


In diesem Paragraphen sei s = 3, 5 oder 7. Es sei r,(m) die Anzahl der 
Darstellungen der natiirlichen Zahl m als einer Summe von s Quadraten. 
Dann ist 

1,(n) = 2 T,(m, n). 
—Vensms+Von 
Dadurch ergeben sich neue Formeln fiir die Anzahl der Darstellungen einer 
natiirlichen Zahl als einer Summe von 3, 5 oder 7 Quadraten. Aus den Haupt- 
siitzen der vorigen Paragraphen ergeben sich sofort folgende Resultate: 
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1. Die Anzahl der Darstellungen der natiirlichen Zahl n als einer Summe 
von drei Quadraten ist 


6 ha (== 


Ys ——— + 2A,. 


O<m< Jin 
m= n(2) 


Hier bedeutet der Akzent, da8 das eventuell (fiir gerades m) vorkommende 
Glied m = 0 mit dem Faktor 4 zu nehmen ist. Weiter ist A, = 1, falls n 
durch 3 teilbar und iiberdies 4 ein Quadrat ist, und sonst ist A, = 0. Die 
Funktion ws(N) wird durch 


nm= 39) + 58) 
din d|N 
d #0 (3) d=0(3) 
definiert. 


2. Die Anzahl der Darstellungen der natiirlichen Zahl n als einer Summe 
von fiinf Quadraten ist 


5 > (5 — m%) y,(-">™) + 2A,. 


0=m< Vin 
m =n (2) 





Hier bedeutet der Akzent, daB das eventuell (fiir gerades ») vorkommende 
Glied m = 0 mit dem Faktor } zu nehmen ist. Weiter ist A, = 1, falls n 
durch 5 teilbar und iiberdies 1» ein Quadrat ist, und sonst ist 2, = 0. Die 
Funktion y;(N) wird durch 
1/d\ 1 ;N/d 
wi) = 3 3(3)- dale) 
an dln 
d +0 (5) d=0 (5) 


definiert. 
3. Die Anzahl der Darstellungen der natiirlichen Zahl » als einer Summe 
von sieben Quadraten ist 


2D rn — mat y, (2S) + 24,. 
"Ses" 


Hier bedeutet der Akzent, daB das eventuell (fiir gerades n) vorkommende 
Glied m = 0 mit dem Faktor 4 zu nehmen ist. Weiter ist 7, = 1, falls n 
durch 7 teilbar und iiberdies } » ein Quadrat ist, und sonst ist A, = 0. Die- 
Funktion »;(N) wird durch 


win J 3(H)— 2 3H) 
d + 0(7) @=0(7) 
definiert. 


(Eingegangen am 24. 9. 1940.) 











Uber die dreigliedrigen integrierbaren Gruppen. 


Von 


B. von Kerékjarté in Budapest. 


Eine »-gliedrige kontinuierliche Gruppe G, heiBt imtegrierbar, wenn sie 
eine » — l-gliedrige invariante Untergruppe G,_,, dieselbe eine » — 2- 
gliedrige invariante Untergruppe G,,_» besitzt, usf.; laut Definition ist jede 
eingliedrige kontinuierliche Gruppe integrierbar. Aus der Aufzihlung der 
zweigliedrigen kontinuierlichen Gruppen ergibt sich. daB auch jede zwei- 
gliedrige kontinuierliche Gruppe G, integrierbar ist. Wenn namlich G, 
kommutativ ist, so ist jede eingliedrige Untergrippe invariant in G.; wenn 
aber G, nicht-kommutativ ist, so ist sie einstufig und stetig isomorph der 
Ahnlichkeitsgruppe der Geraden, in der die Verschiebungen der Geraden eine 
eingliedrige invariante Untergruppe bilden’). 

Zweck der vorliegenden Arbeit ist, die verschiedenen Typen der drei- 
gliedrigen integrierbaren Gruppen zu bestimmen mittels der expliziten Dar- 
stellungen der zur Gruppe gehérigen Transformationen. Die einfachsten 
bekannten Gruppen dieser Art sind die Gruppe der Verschiebungen des drei- 
dimensionalen euklidischen Raumes, ferner die Gruppe der Bewegungen und 
die Gruppe der homothetischen Abbildungen der euklidischen Ebene auf sich 
selbst; die beiden letzteren enthalten die Gruppe der Verschiebungen der 
euklidischen Ebene als sweigliedrige invariante Untergruppe. 

Bekanntlich spielen die integrierbaren Gruppen in der Theorie der 
Differentialgleichungen eine ahnliche wichtige Rolle, wie die Galoisschen 
auflésbaren Gruppen in der Theorie der algebraischen Gleichungen?). Auf die 
Anwendungen der unten mitgeteilten Resultate werde ich bei einer anderen 
Gelegenheit zuriickkommen. 


§ 1. 
Die in einer dreigliedrigen integrierbaren Gruppe G, enthaltenen 
zweigliedrigen Untergruppen. 
Sei Gs; eine dreigliedrige integrierbare Gruppe und sei @» eine zweigliedrige 


invariante Untergruppe von G;. Die Faktorgruppe 3/2 ist eine eingliedrige 
kontinuierliche Gruppe und also homéomorph entweder der Gruppe der 


1) B. von Kerékjarté, Geometrische Theorie der zweigliedrigen kontinuierlichen 
Gruppen. Abhandl. Math. Sem. Hamburg 8 (1930), S. 107— 114. 
*) E. Picard, Traité d’Analyse, III. (Paris 1896). Kapitel XVII. 
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Verschiebungen einer Geraden, oder der Gruppe der Drehungen eines Kreises. 
Bezeichnen wir mit y den (bis auf einen konstanten Faktor bestimmten) 
kanonischen Parameter der Gruppe G3/Gz. 

Die Gruppe @, enthilt eine eingliedrige invariante Untergruppe G, = (S*), 
die aus simtlichen Potenzen S* (« = reell) eines Elementes S besteht. Sei 7’ 
ein nicht zu (S*) gehdriges Element von G2, und sei (7) die von ihm erzeugte 
eingliedrige kontinuierliche Gruppe. Die Gruppe G@, ist das Produkt von (7) 
und (S*): Jedes Element von @, ist auf eine und nur auf eine Weise in der 
Form T°’ S* darstellbar. Aus der Invarianz der Untergruppe (S*) in G, folgt 
ferner, daB fiir jedes reelle Zahlenpaar a, f die Beziehung gilt: 


T-?s«Te — S°* also S*T? = T’S*” und T?S* — Seo? Te 


wo a die durch die Gleichung 
S = T-1sTf 


bestimmte positive reelle Zahl bedeutet; es ist a = 1 bzw. a + 1, je nachdem 
G. kommutativ ist oder nicht). 

Wenn G, nicht-kommutativ isi, so ist sie der Parametergruppe der Ahn- 
lichkeitsgruppe der Geraden homéomorph; in diesem Fall ist der Wertvorrat 
der Parameter: wc ac< + wo, —~ wo <f< + &. Wenn G, kommu- 
tativ ist, so ist sie homéomorph der Gruppe der Verschiebungen der euklidischen 
Ebene, oder des Kreiszylinders, oder des Torus; den drei Fiillen entsprechen 


die folgenden Wertvorriitte de: Parameter: 1. — &@ <a< + @, 
—@m<fP-< +m; 2 OSa<l, —-wmx<Pc+o; 3% OSa<il, 
Osp< 1. 


Nehmen wir an, daB die zweigliedrige invariante Untergruppe Gz von Gs 
nicht-kommutativ ist. Wir werden rachweisen, da8 G, auch eine komniutative 
invariante zweigliedrige Untergruppe enthilt. 


1.1. Wenn ein Element A von Gz mit den Elementen der eingliedrigen 
invarianten Untergruppe (S*) von G, vertauschbar ist, so gehért A zu (S*). 


Sei A = 7°S*; wenn A mit S*’ vertauschbar ist, so ist: 
(T?S*)-18*' (T?S*) = S—*(T-*S" T)S* = So” — 8", 


und weil a + 1, so ist 8 = 0, d.h. A = S*. 
Der Kommutator A~) B-1 A B von je zwei Elementen A.und B von @, 
gehort zu (S*); sei namlich A = T°S* und B = T* S*’; ihr Kommutator: 


(£?.S*)-1 (8 Se')-1 (TP S*) (T* S*’) = S-*T- 8 S-< T-* TH S27 se 


laBt sich infolge der Vertauschbarkeit von 7? und T°’ mit der Gruppe (S*) 
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auf die Gestalt S*” bringen. Andererseits ist ein beliebiges Element S*’ der 
Gruppe (S*) der Kommutator der Elemente 7” und S* von G,, wenn namlich 





a>|a’| und p= log eae 


gesetzt wird. (S*) ist also die Kommutatorgruppe von G2. 


Wenn R ein beliebiges Element von G; ist, geht die Kommutatorgruppe 
von G, bei Transformation durch R in sich selbst iiber. Dem Kommutator 
der Elemente A und B von G, entspricht nimlich der Kommutator der eben- 
falls zu G. gehdrigen Elemente A, = R-!AR und B, = R-'BR, laut der 
Formel : 


R-1(A-1 B-1A B)R = (R-1A-!R) (R-1B-1R) (R-1AR) (R-1 BR) 

= A; 'B,'A,B,. 
Daraus folgt, daB die eingliedrige Gruppe G, = (S*) nicht nur in Gz, sondern 
auch in Gs eine invariante Untergruppe ist. 

1.2. Wenn ein Element R von G, mit S vertauschbar ist, dann ist es auch 
mit jedem Element der Gruppe (S*) vertauschbar. 

Die Vertauschbarkeit von R und S driickt sich namlich durch die Glei- 
chung: R-1SR = S aus; durch Potenzieren folgt daraus: R-1S?R = 82, 
R-iS3R = S83, ..., R-18-1R = S-1, ... Ferner ergibt sich: (R~1S'” R)? 
= R8R=S, also R-1S'®R = S"*, und ebenso: R-1S!*R = S'™, 
R-18"* R — S*!*; da R-1S8*R sich stetig mit S* andert, folgt daraus fiir 
jede reelle Zahl «: R-1S*°R = S*. 


1. 3. Diejenigen Elemente von Gs, die mit den Elementen von (S*) vertausch- 
bar sind, bilden eine Gruppe I’. 


Wenn namlich 
RiSR=S und R;'SR, =S8, 
so folgt 
(RR,)-1S(RR,) — 8. 


Zwecks anschaulicheren Ausdrucks werden wir im Gruppenraum von G3 
die Menge der zur Gruppe G2. bzw. zur Nebengruppe RG, gehérigen Elemente 
als Ebene G, bzw. RGz, ferner die Menge der zur eingliedrigen Untergruppe 


G, = (S*) von G, bzw. zur Nebengruppe R G, gehérigen Elemente als Gerade G, 
bzw. RG, bezeichnen. 


1.4. Wenn R zur Gruppe I" gehért, so gehért jeder Punkt RS* der Geraden 
RG,zuI. Die Ebenc RG, enthalt auBer der Geraden RG, kein weiteres Element 
der Gruppe I’. 








368 B. von Kerékjérté. 


Wenn namlich R zu J gehért, so ist R-1-SR =S und - 
(RS*)-18(RS*) = S~*(R-1S R)S* = S-*SS* = 8, 
also gehért das Element RS* ebenfalls zu [. — Wenn R und RT*S* zu T- 
gehéren, so ist 
S = (RT*S*)"18(RT’S*) = S-*T-°(R-18R)T’S* = S-*(T-°ST?)S* 
= S-*8% s — 8”, 
also a® = 1, und da a + 1, so ist 8 = 0. 


1.5. Jede Ebene RG, enthélt eine ~u I gehérige Gerade R’G,; dieselbe 
dndert sich stetig mit der Ebene RGz. 

Sei R ein beliebiges Element von G3; zufolge der Invarianz der Unter- 
gruppe (S*) in G@ besteht die Beziehung: 





R-18SR = 8S”. 
Wenn 
a ae 
B = log a 


angenommen wird, so ist 


T-?s* Te — sv — §, 
und 
(RT*)-18(RT*) = T-*(R-1SR)T’ — T-*S8“ Te = 8S; 
R’' = RT* gehért somit zu J’, und also auch die Gerade R’G,. 

Aus der Stetigkeit der Gruppe G, folgt, daB fiir eine beliebige gegen R’ 
konvergierende Folge von Elementen R, R®, . . . der Gruppe Gs die Geraden 
RG, , R®G,, ... gleichmaPig gegen die Gerade R’G, konvergieren, d. h. daB 
der Parameterabstand der Geraden RG, und R’G, (in bezug auf eine be- 
schrinkte Metrik im Gruppenraum) mit wachsendem k gegen 0 konvergiert. 
Um die stetige Anderung der zu RG, gehérigen Geraden R’G, von J” mit der 
Ebene RG, zu beweisen, geniigt es zu zeigen, daB fiir jedes Element R vonGs, 
das geniigend wenig von R entfernt ist, die zur Ebene RG, gehérige Gerade 
RG, von T einen Punkt in beliebiger Nahe der Geraden R’G, besitzt. 

Fiir das im Gruppenraum verinderliche Element X erklaren wir die ein- 
deutige stetige Funktion {(X) mittels der Formel: 


X-18X = §/), 


Wenn X zu J gehért, und nur dann, ist’/(X) = 1. Die Ebene RG, wird durch 
ihre zu J” gehérige Gerade R’G, in zwei Halbebenen zerlegt; in einer derselben 
ist {(X) > 1, im der anderen /(X) < 1. Sei U eine (beliebig kleine) raumliche 
Umgebung von R’; seien L, und Lz zwei solche Punkte von U, die zur Ebene 
RG, gehéren, in derselben durch die Gerade R’G, getrennt sind und durch 
einen in U und zugleich in RG, liegenden stetigen Bogen mit einander ver- 











? 
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bunden werden kénnen. Sei V, und Vz je eine réumliche Umgebung von L, 
und von Lg, Teilbereiche von U, in denen /(X) > 1 baw. {/(X) < 1 (sowie 
in L, baw. Lz). Wenn R geniigend wenig von R entfernt ist, gibt es in der 
Ebene RG je einen zu V, bzw. zu V2 gehérigen Punkt und einen die beiden 
Punkte in U verbindenden stetigen Bogen. Dieser Bogen besitzt infolge der 
Stetigkeit von /(X) mindestens einen Punkt X, in dem {(X ) = List, d. h. einen 
Punkt der zur Ebene RG, gehérigen Geraden von I’. 

Die zu J" gehérigen Geraden R’G, hangen also vom Parameter y der 
Faktorgruppe @3/G, stetig ab und bilden eine reguldre Kurvenschar. Nach einer 
Methode, die ich an anderer Stelle entwickelt habe’), la8t sich also ein ein- 
facher stetiger Bogen / in J” derart angeben, daB er mit jeder zu I’ gehérigen 
Geraden R’G, je ein und nur ein Element gemeinsam hat. 

Ordnen wir jedem Punkte R’ von A den der Ebene R’G, entsprechenden 
Parameterwert y von G;/G., und jedem Punkt R’S* von I die Parameter 
(x,y) zu. Das Entsprechen der Zahlenpaare («,y) und der Elemente der 
Gruppe J’ ist topologisch. Daraus folgt, daB- J" eine zweighedrige kontinwierliche 
Gruppe ist. Weil jedes Element von J’ mit den Elementen der eingliedrigen 
Untergruppe (S*) von J" vertauschbar ist, folgt aus 1. 1, daB I eine kommutative 
Gruppe ist. 

I’ ist eine invariante Untergruppe von Gz. Wenn namlich Z zu Gs, und R 
zu I” gehort, so ist R-1.SR = S, laut der Erklarung von J’, und L-1SL = 8", 
infolge der Invarianz von (S*) in G;. Daraus folgt: 


S* — L-1SL = L-1(R-1SR)L 
= (E-1R-1L) (L-1SL) (L“ RL) = R;'S* R,, 


wo R, = L-1 RL das Transformierte von R durch L bedeutet; R, ist vertausch- 
bar mit S®*. gehért also zu J. 


Somit haben wir den folgenden Satz bewiesen: 


Satz 1. Jede dreigliedriye integrierbare Gruppe enthalt eine kommutative 
zweighedrige invariante Untergruppe. 


§ 2. 
Uber die eingliedrigen Untergruppen von G3. 


Laut des Satzes 1 nehmen wir an, daB G, eine kommutative zweigliedrige 
invariante Untergruppe von Gs ist. Setzen wir voraus, daB G, der Gruppe der 
Verschiebungen der Ebene homéomorph ist; die beiden anderen Méglichkeiten, 
denen entsprechend der Gruppenraum von Gz einer Zylinderfliche oder einer 
Torusfliache homéomorph ist, lassen sich leicht auf diese zuriickfihren. 


%) B. von Kerékjarté, Vorlesungen tiber Topologie, I (Berlin, 1923), S. 242- 245. 
Mathematische Annalen. 118. 24 
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Sei R ein beliebiges Element von G3; dem verinderlichen Punkt X des 
Gruppenraumes lassen wir den Bildpunkt X' = R“XR entsprechen; da- 
durch erkliren wir eine topologische Abbildung Mp des Gruppenraumes auf 
sich selbst. Die den verschiedenen Elementen R, R’,. . . von G3 entsprechenden 
Abbildungen Wp, Ug, ... bilden die adjungierte Gruppe von G,. Wenn Gs 
kommutativ ist, besteht die adjungierte Gruppe aus der Identitat als einzigem 
Element. 

Bei jeder Abbildung der adjungierten Gruppe geht die Ebene G, in sich 
iiber. Wenn S ein beliebiges Element von G, und X einen verinderlichen 


Punkt der Ebene G, bedeutet, so besteht fiir jedes Element R von G3: 
(RS)1X(RS) =S-1(R-2XR)S =S1X'S = X' = R1XR; 


das bedeutet, daB zwei beliebige Elemente R und RS von Gs, die zur selben 
Nebengruppe RG, gehéren, eine und dieselbe Abbildung der adjungierten 
Gruppe in der Ebene G@, erzeugen; diese Abbildung bezeichnen wir mit U,, 
wo y den der Ebene RG, entsprechenden Parameterwert bedeutet. 

Daraus folgt, daB, falls G,; nicht-kommutativ ist, die adjungierte Gruppe 
eine eingliedrige kontinuierliche Gruppe von topologischen Abbildungen der 
Ebene G, in sich erzeugt. 

Der Zweck der weiteren Uberlegungen ist nachzuweisen, da8 G; minde- 
stens eine nicht zu G, gehdérige eingliedrige kontinuierliche Untergruppe 
enthalt. 

Wir erklaren eine eindeutige und stetige Abbildung Q des Gruppen- 
raumes in sich, indem wir jedem Element X sein Quadrat X’ = X? als Bild 
zuordnen. Bei dieser Abbildung geht die Ebene G, in sich, und die Ebene RG,, 
welche dem Parameter y entspricht, in die Ebene R®G, iiber, welche dem 
Parameter 2 y entspricht; das folgt unmittelbar aus der Annahme, da8 y der 
kanonische Parameter der Faktorgruppe @3/G@_ ist. — Wir werden die Ebene 
RG,, die dem Parameterwert y entspricht, auch als Ebene y bezeichnen. 

Wir behaupten, daB die durch Q erzeugte eindeutige und stetige Abbildung 
der Ebene y auf die Ebene 2 umkehrbar eindeutig ist, wenn y hinreichend 
klein ist. Unter der entgegengesetzten Annahme seien R und RS zwei solche 
Elemente der Nebengruppe RG,, fiir welche 


R? = (RS). 
Daraus folgt: 
R-18SR = S-}, 
Laut des Beweises vom Hilfssatz 1.2 folgt daraus fiir jede reelle Zahl a: 
R-18S*R = S~*; 


das bedeutet, daB die Abbildung WU, eine Spiegelung der Geraden (S*) in 
bezug auf den Punkt J (Identitat) erzeugt. Falls aber der Parameter y der 
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Nebengruppe RG, hinreichend klein ist, unterscheidet sich Uy beliebig wenig 
von der identischen Abbildung, kann also nicht eine Spiegelung der Geraden (S*) 
erzeugen. 

Wir nehmen eine solche Zahl yo, daB die Abbildung Q den zwischen den 
Ebenen yo und — yo liegenden (den Punkt I enthaltenden) Bereich des Gruppen- 
raumes auf den zwischen den Ebenen 2 yp und — 2 yo liegenden Bereich, oder 
auf einen Teilbereich desselben topologisch abbildet. 

Wir bestimmen eine Umgebung U der Identitit 7 derart, da8 U im Innern 
ihres bei Q entstehenden Bildes Q(U) liegt. Dazu nehmen wir eine solche 
einfache geschlossene Kurve ¢ in der Ebene G, an, die im Innern der Bild- 
kurve ec’ = Q(c) liegt. Wenn (S*) und (7”) zwei eingliedrige Untergruppen 
von G, sind, so bilden die Punkte T’S*** (— By < B < Bo) und 
T*"0S*(— ag < a S a) eine solche Kurve c, deren Bild c’ aus den Punkten 
T? S***0(— 285 [<B S2Bo) und T**S*(— 2aq9 <a S 2a) besteht; 
c liegt. also im Innern von c’ = Q(c). Da die abgeschlossenen Mengen c und ¢’ 
keinen gemeinsamen Punkt haben, kénnen wir eine riumliche Umgebung W 
von ¢ derart annehmen, daB W und W’ = Q(W) keinen gemeinsamen Punkt 
haben. — Sei V eine hinreichend kleine Umgebung der Identitat, so daB das 
Produkt RT’S* eines beliebigen Elementes R von V mit einem beliebigen 
zu c gehorigen Element 7’ S* zu W gehért. — Wir verbinden in V zwei Punkte, 
die in den Ebenen y, und — y, liegen, durch einen Bogen 4; dabei setzen wir 
voraus, daB 0 < y; < yo/2 ist. Sei R ein verinderlicher Punkt von A und 
T® S* ein veranderlicher Punkt von c; wir bilden simtliche Produkte RT’ S*; 
die entsprechenden Punkte bilden eine in W liegende ,,Zylinderfliche“, die 
samt je einem Bereich der Ebenen y; und — y,; eine Umgebung U der Identitat I 
abgrenzt. Das Bild des Randes von U bei der Abbildung-Q besteht aus einer 
in W’ liegenden ,,Zylinderfliche‘‘ und je einem in der Ebene 2 y; bzw. — 2 y; 
liegenden Bereich; der Rand von U liegt im Innern seines bei Q entstehenden 
Bildes. Weil die Abbildung Q im Zwischengebiet der Ebenen y, und — y, 
topologisch ist, so folgt daraus, daB die Umgebung U bei Q topologisch in 
einen U enthaltenden Bereich Q(U) iibergeht. 

Bei den negativen Potenzen von Q geht also U in solche Bereiche 


U-1=9-1(0), U-? =Q-*(D), ... 
iiber, von denen jeder im vorangehenden enthalten ist. 
I ist der einzige gemeinsame Punkt simtlicher Berewche U~". 
Wire naimlich R +I ein anderer gemeinsamer Punkt simtlicher Be- 
reiche U-",*go wiirde Q"(R) = R2" fiir jedes n zu U gehdren. Wenn aber R 


* zur Ebene G. gehért, so ist die Folge R®” divergent). Wenn dagegen R nicht 
zur Ebene G, gehért, sei y der Parameterwert der Nebengruppe RG, und es 


24° 
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sei » die kleinste ganze Zahl, fiir welche 2"|y| > y,; es ist dann y; <-2"|y| < yo. 
und R2” kann also nicht zu U gehéren. 
2.1. Wenn also R ein beliebiges Element von U ist, so konvergiert die Folge 
R® ~9-1(R), RM = Q-2(R),... 
gegen die Identitat I. 
Bezeichnen wir mit R"™ die n-te Potenz von RU* (y =0.+1,4+2,-..). 
2.2. Sei vy, = n,/2", yo = n,/2**. ... eine gegen 0 konvergierende Folge 
von dyadisch rationalen Zahlen. Wenn die Folge R', R, ... nicht gegen I 
konvergiert, so lapt sich eine gegen 0 konvergierende Folge von dyadisch rationalen 


Zahlen y,, Yo. . . . derart angeben, da die Folge R’'. R™:, ... gegen ein von I 
rerschiedenes Element der Ebene Gz konvergiert. 


Wenn die Folge R”, R’, ... ein von J verschiedenes Haufungselement 
besitzt, so gehért es notwendig zur Zbene G,; dann ist die obige Behauptung 
evident. Nehmen wir also an, daB die Folge R", R, ... divergent ist. 


Sei U eine kompakte Umgebung von / ; bezeichnen wir mit U2 die Menge der- 
jenigen Elemente, die als Produkt von zwei zu U gehdérigen Elementen dar- 
stellbar sind. Da die Folge RY" (» = 1, 2, . . .) gegen J konvergiert, kénnen 
wir annehmen, da8 simtliche R¥*"" zu U gehéren. Bedeute fir jedes v, m, die 
kleinste positive ganze Zahl, fiir welche R" > nicht zu U gehért. Weil 
R™,— 2+ und RY 2 U gehéren, ist R"/2"' in U2 enthalten. Die Menge U2 
ist kompakt, folglich besitzt die Menge R™/2** (y = 1, 2, ...) mindestens ein 
Haufungselement, und da die Zahlfolge m,/2"* gegen 0 konvergiert, gehért 
ein solches notwendig zur Ebene G,. Da aber kein Element der Folge Revs 
in U liegt, ist jedes Haufungselement der Folge von J verschieden. Daraus 
folgt die Behauptung 2. 2. 

Bezeichnen wir mit 2 die Menge derjenigen Elemente von G3, die mit R 
vertauschbar sind. Die Elemente von 2 und nur diese sirid invariant bei der 
topologischen Abbildung des Gruppenraumes in sich, erklart durch die 
Formel: X’' = R-1XR. Daraus folgt, daB Z eine abgeschlossene Menge tst. 
Es ist klar, da die Wurzel RY und die Potenzen RY mit R vertauschbar 
sind, also zu ZY gehéren; auch jedes Hiaufungselement der Menge der Rv 
gehért also zu 2. 

Betreffend die Ausdehnung von & sind die folgenden drei Fille méglich. 

1. & hat in der Ebene G, kein Element aufer I. 


In diesem Falle konvergiert, fiir jede gegen 0 konvergierende Folge 
dyadisch rationaler Zahlen y,, ye, ..., die Folge R%, R%, ... gegen I, laut 
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des Hilfssatzes 2.2. Daraus ergibt sich, daB die den dyadisch rationalen 
Exponenten y entsprechenden Potenzen R’ und deren Hiufungselemente eine 
eingliedrige kontinuierliche Gruppe ergeben. 

2. & hat in der Ebene G, ein von I verschiedenes Element S, und jedes 
zu G_ gehdrige Element von ZX gehdrt zur Geraden (S*). 

Da R und S vertauschbar sind, folgt aus 1. 2, da8 fiir jede reelle Zahl « 
R und S* vertauschbar sind; saimtliche Punkte der Geraden (S*) gehéren 
also zu 2. Wenn y eine beliebige dyadisch rationale Zahl ist, gehéren simtliche 
Punkte der Geraden R’(S*) ebenfalls zu 2; auBer diesen Punkten enthialt aber 
die Ebene R’G, keinen weiteren Punkt von 2.'— Wenn die Folge dyadisch 
rationaler Zahlen y,, v2, . . . gegen 0 konvergiert, so konvergieren die Geraden 
R(S*), R%a(S*), ... gegen die Gerade (S*). (Der Beweis dieser Behauptung 
ist ahnlich dem vom Hilfssatz 2.2.) Daraus. folgt, daB die auf den Geraden 
R’(S*) liegenden Punkte (y dyadisch ratiorial) und deren Haufungspunkte 
eine der Ebene lokal homéomorphe Punktmenge bilden; dieselbe ist die 
Menge 2. Da die Elemente von 2 eine Gruppe bilden, so ergibt sich, daB 
eine zweigliedrige kontinuierliche Gruppe ist, in welcher die Potenzen R’ 
(y reell) eine eingliedrige kontinuierliche Untergruppe bilden. 

3. Z besitzt im der Ebene G. zwei solche Elemente S und T, von denen T 
nicht zur Geraden (S*) gehért. 

Samtliche Punkte der Geraden (S*) und (7), ferner simtliche Punkte 
T’ S*, d.h. alle Punkte der Ebene G2, gehéren in diesem Falle zu Y. Fiir jede 
dyadisch rationale Zahl y gehéren simtliche Punkte der Ebene R’G, zu J, 
und weil diese Punkte im Gruppenraum iiberall dicht liegen, ist die ab- 
geschlossene Menge 2 mit dem Gruppenraum identisch, d. h. jedes Element 
von Gs ist mit R vertauschbar. Daraus folgt nach dem Beweis von Hilfssatz 1. 2, 
daB jedes Element von Gs mif jedem R’, dessen Exponent y dyadisch rational, 
ist, vertauschbar ist. Insbesondere ist R’ mit jedem Element von “, und mit 
jedem R” vertauschbar, wenn y’ ebenfalls dyadisch rational ist. 

Seien A und B zwei solche Elemente von G3, die zu den den dyadisch 
rationalen Zahlen y und y’ entsprechenden Nebengruppen R’G, und R”G, 
gehéren. Es ist also 

A=RS ud B= R’S’, 


wo S und S’ Elemente von G, bedeuten. Das Transformierte von B durch A: 
A-1\BA = (R’S)-1(R" 8S’) (R’S) = S-1R-’ RS’ RS 


laBt sich zufolge der gegenseitigen Vertauschbarkeit von S, S’, R’ und R” in 

der Form schreiben: ; ; 
A-1BA = R’S’ = B; 

das bedeutet, da8 A und B miteinander vertauschbar sind. 
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Wenn 4’ und B’ zwei beliebige Elemente von Gy sind, so gibt es in deren 
Nahe solche Elemente A und B, denen entsprechende Parameter y und +’ 
dyadisch rationale Zahlen sind, und also laut der obigen A~1B-1AB = I. 
Wegen der Stetigkeit der Gruppe G@; folgt daraus, da8 der Kommutator von 
A’ und B’ ebenfalls J ist, daB also G; eine kommutative Gruppe ist. 

Nach einem Satz von Pontrjagin‘) ist die kommutative Gruppe Gs; 
homdomorph entweder der Gruppe der Verschiebungen des dreidimensionalen 
euklidischen Raumes, oder der Faktorgruppe derselben in bezug auf die 
invariante Untergruppe: y’ = y +” (n = 0, + 1, + 2, ...). 

Das Resultat der obigen Uberlegung sprechen wir im folgenden Satz aus: 

Satz 2. G, enthélt mindestens eine nicht zu G_ gehdrige eingliedrige konti- 
nuterliche Untergruppe (R*). Gs ist das Produkt der zweigliedrigen kommutativen 
Gruppe Gz, und der eingliedrigen Gruppe (R’). 

Jedes Element von G; laBt sich also auf eine und nur auf eine Weise in 
der Form R’ T’S* darstellen, wenn (S*) und (7) zwei beliebige eingliedrige 
Untergruppen von G, bedeuten. 


§ 3. 
Die explizite Darstellung der Transformationen von G3. 


Bezeichnen wir mit X einen verinderlichen Punkt des Gruppenraumes 
von Gs, und mit A ein Element von G,;. Die Ausdriicke derselben seien: 


X = RTS? und A = RT?S*. 
Bei der Abbildung A der Gruppe G; geht der Pinkt X in X’' = XA iiber; 


es sei: 
X' = R* TV'S. 
Es ist also: 
Re Tv S* = R°TvS2 - RYT? S*. 


Der Ausdruck auf der rechten Seite la8t sich folgendermaBen umandern: 
R* RY (R-* TY S* RY) TPS* = R*+1(R-* TYS* RY) T?S*, 

Weil G, = (T°S*) eine invariante Untergruppe von @; ist, so folgt: 

(*) R-*(TYS*) RY = [2 Hw Sn @ wy, 


wo 9;(z, y,y) und ge(z, y, y) eindeutige stetige Funktionen der Veriinder- 
lichen z, y und des Parameters y bedeuten. Da G, kommutativ ist, ergibt sich 


*) L. Pontrjagin, Topological groups. (Princeton 1939) 8. 170, Satz 43. 
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mittels dieser Funktionen der folgende Ausdruck der Abbildungen von Gs: 
R? TY S* = Ret 7 Teun goalnvn Te Se — Rety Tole.) + 8 Sei yy + « 

also: 
Vv =glz,y,y) +a, y =gol(t,y,y) +B, 2% =2+y7. 

Wenn die Gruppe G; kommutativ ist, so ist g;(z,y,y)=2 und 
J2(x, y, y) = y, und also ist der Ausdruck der Abbildungen von @, der folgende : 
zv=a2+a, y =yt+fB, 2 =z+y. 

Wenn G; nicht-kommutativ ist, ersetzen wir zwecks der Bestimmung 
der Funktionen g;(z, y, y) in der Gleighung (*) z und y durch z, + 2 und 
Y1 + Ye; so erhalten wir: 

R-1T" + v2 8% + #2 RY — (R-7T™ R’) (RT? RY) (R—-7S™ R’) (R- 1 S*2 R’), 
woraus mit Riicksicht auf die Kommutativitét von @, folgt: 


(**)  gi(@ + 22,91 + Ye, ¥) = 940, yr, ¥) + 94(0, Yo, ¥) + 
+ 9i(%1, 9, ¥) + 9:(%2,0,y) (6 = 1, 2). 
Wenn y = 0, so ist: 
91(2, y, 0) = 2, go(x, y, 0) = y. 
In der Gleichung (**) setzen wir der Reihe nach: y; = ye = 0, dann 
LZ, = L = 0, schlieBlich: 7, = 7, yg = y, 2 = y; = 0, so erhalten wir die 
folgenden Zusammenhinge: 


9i(Z1 + Lo, 0,y¥) = 9:(21, 9, v) + 9; (Ze, 0, y), 
also: 
9: (x, 0, y) = 2f,a(y); 
ahnlicherweise : 


9:(0, Yr + Ye, ¥) = 9: (0, yx, ¥) + 9:0, Ye, Y), 
also: 


9:(0, y¥, ¥) = yhialy); 
schlieBlich: 


9:(2, ¥, ¥) = 9:(z, 0, y) + 9:(0, y, vy) = Zhaly) + yfied); (@ =1, 2). 
Die Gleichungen 


wv” = 2fiy(y) + yhiely), 


y” = Zfeily) + yfes(y) 
driicken die Abbildung der Ebene G, in sich aus, die durch das Element u, 
der adjungierten Gruppe erzeugt wird. Wenn die Matrix ((/,,)) nicht konstant 
ist, so bilden die den verschiedenen Werten von y entsprechenden Abbildungen 


der Ebene G; in sich eine eingliedrige kontinuierliche Untergruppe der linearen 
homogenen Gruppe der Ebene. 
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Seien y; und v2 zwei beliebige reelle Zahlen; die dem Wert y; + y2 des 
Parameters entsprechende Matrix ((/;,)) ist das Produkt der Matrizen, die 
den Werten y, und y2 des Parameters entsprechen: 


((fix)),, +n = ((fix)),, : ((fix)),.5 
es folgt daraus, daB die Determinante: 


Aly) = fir(y)fe2(y) — hiely)fer(y) 
die Funktionalgleichung 


Aly: ++ ¥2) = A(y1) - 4 (2) 
befriedigt und als deren stetige Lésung sich durch die Formel 
Aly) =e*" (a = konst) 
ausdriickt. 
Fihren wir die Funktionen g,, mittels der folgenden Gleichungen ein: 


Pixly) = &~*" fix(y) (t, k = 1, 2). 
Wenn die Matrix ((,,)) nicht konstant ist, setzen wir t = z/y; den 
Matrizen ((,,)) entsprechen durch eine. stetige und einstufige Isomorphie die 
Transformationen 
y _ PruiGt+ Pra (y) 
P21 (¥)! + Pas (y)’ 
welche eine eingliedrige kontinuierliche Untergruppe der Gruppe der linearen 
Transformationen von der Geraden ¢ auf sich bilden. Eine solche Untergruppe 
ist mit einer der folgenden drei Gruppen identisch: 





a) Die Gruppe der parabolischen Transformationen mit einem gegebenen 
Fixpunkt t; 

b) die Gruppe der hyperbolischen Transformationen mit zwei gegebenen 
Fixpunkten ¢, und ft; 


c) die Gruppe der elliptischen Transformationen mit zwei gegebenen 
komplex konjugierten Fixpunkten t) und fo. 

Die adjungierte Gruppe von G; laBt im Falle a) die Gerade z/y = to 
und im Falle b) die Geraden z/y = t,, tg invariant; im Falle c) gibt es keine 
durch den Anfangspunkt gehende Gerade in der Ebene, die bei der ac- 
jungierten Gruppe invariant ist. 

Da fiir (S*) und (7%) zwei willkiirliche eingliedrige Untergruppen von G, 
gewahit werden kénnen, setzen wir voraus, da8 in den Fallen a) und b) (S*) 
eine invariante Gerade, und im Falle b) (7'¥) die andere invariante Gerade der 
adjungierten Gruppe ist. Im Falle c) wahlen wir die Untergruppen (S*) und (7) 
derart, daB die Minimalgeraden z+ iy = 0 die beiden invarianten Geraden 
der aljurgierten Gruppe in der Ebene G, darstellen. Durch diese Wahl der 
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Koordinaten (x, y) vereinfacht sich die Form der linearen Transformationen 
in t, und dementsprechend der Ausdruck der Matrix ((9;,)) folgenderweise: 


a) =t+y; Pisl¥) = Geely) =1, GislY) =¥, P2ily) = 9; 


’ vt , ; 
b)t = =i Piily) = @, Gie(y) = Paly) = 9, gpo2l(Y) = e-?; 


’ cos y-¢ —siny ‘ 
ecl= ee pot P11 (7) = P22(¥) = cosy, — Pio (y) = Po. (y) = siny. 
AuBer den obigen Matrizen miissen wir auch die konstante Matrix: 


Pi1ly) = Poely) =1, Piely) = gaily) =90 
beriicksichtigen. 

Durch Multiplizieren mit e*” erhalten wir aus den Matrizen ((q;,)) die 
((/:x)). Jeder Matrix ((f;,)), die auf diese Weise erhalten wird, entspricht je 
eine eingliedrige Untergruppe der linearen homogenen Gruppe der Ebene. 
Wir erhalten somit das folgende Ergebnis: 

Satz 3. Jede eingliedrige kontinuierliche Untergruppe der linearen homo- 
genen Grup pe der Ebene laBt sich durch geeiqnete Wahl der Koordinaten mittels 
einer der folgenden Formeln ausdriicken: 


l. & =e’g, y =e'y; 

2.2 =2+yy, y =Y; 

3. @ =e a + ayy, y =e*’y; 

4,2 = etry y = etry; 

5. 2 = reosy — ysiny, y =azsiny + ycosy; 

6. 2’ =e*’(xcos y — ysiny), y =e (xsiny + ycosy). 
Wir bemerken, daB sich das System der Funktionalgleichungen : 


((f:x)),, ‘~~ ((fix)),, (fix), 


welches zur Bestizamung der eingliedrigen Untergruppen der linearen homo- 
genen Gruppe dient, durch elementare und sehr einfache Rechnungen auflésen 
laBt, ahnlicherweise, wie das System der Funktionalgleichungen zur Be- 
stimmung der Funktionen sin z und cos 25). Wir haben ayf ein solches rech- 
nerisches Verfahren verzichtet und eine Methode angewendet, die auf dem 
Isomorphismus mit den Untergruppen der linearen Gruppe der Geraden 
beruht. Der Grundgedanke dieser Methode riihrt von 8S. Lie her ®). 

Aus dem Satz 3 folgt laut der zu Anfang dieses Paragraphen gegebenen 
Ausfiihrungen : 


5) Siehe z. B. W. F. Osgood, Lehrbuch der Funktionentheorie, Bd. I (2. Aufl., 
Leipzig und Berlin, 1912), S. 582. 

6) S. Lie und G. Scheffers, Vorlesungen iiber continuierliche Gruppen (Leipzig, 
1893), S. 134— 149. 
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Satz 4. Die dreigliedrige integrierbare Gruppe Gs ist einer der folgenden 
Gruppen homéomorph : 


l.2 =ez+a, y =ey + B, 2=2+y; 
22 =2+yy+a, y =y+ 8B, 2=2+y; 
3. 2 = ez + yy + a, y = ety + B, 2=2+y; 
4. 2 =e@trz + g, y = e@— Dry + B, eo =2t+y; 
5. 2 = xcosy—ysiny+a, y = zsiny + ycosy + B, s=e+y; 
6. 2 = e*’(xcosy — ysiny)+a, y = ee’ (xsiny + ycosy)+ 8, 2 =2+ y; 
7.2’ =2+a, y =y+8, 2 = 2+y. 


Als Korollar von diesem Satz ergibt sich der folgende: 

Satz 5. Jede nicht-kommutative dreigliedrige integrierbare Gruppe lapt 
sich als eine Gruppe von Affinitdten der Ebene verwirklichen. 

Unter den Gruppen, die im Satz 4 von 1 bis 6 aufgezahlt worden sind, 
besitzt nur die Gruppe 5, namlich die Gruppe der Bewegungen der eukiidischen 
Ebene, die Eigenschaft, daB siimtliche in ihr enthaltenen Abbildungen in der 
(x, y)-Ebene iiberall reguldr?) sind. Aus den Siatzen 4 und 5 ergibt sich also 
die folgende neue Charakterisierung der euklidischen ebenen Bewegungsgruppe : 

Satz 6. Jede dreighedrige integrierbare Gruppe von reguldren Abbildungen 
der Ebene in sich ist der Bewegungsgruppe der enklidischen Ebene homéomorph. 

Aus dem Satz 4 ergibt sich ferner die folgende rein gruppentheoretische 
Charakterisierung der euklidischen ebenen Bewegungsgruppe: 

Satz 7. Wenn Gy eine nicht-kommutative dreigliedrige integrierbare Gruppe 
ist, und wenn die Faktorgruppe Gy/G, von Gs in bezug auf eine zweiglhedrige 
invariante Untergruppe G, zyklisch ist, so ist G, der Parametergruppe der 
euklidischen ebenen Bewegungsgruppe homéomorph. 

Bemerken wir zum Schlu8, da&, wenn die in G3 enthaltene zweigliedrige 
invariante Untergruppe G, der Gruppe der Bewegungen eines Zylinders in 
sich homéomorph ist, der Ausdruck von G3; aus den Formeln 2 oder 7 des 
Satzes 4 durch Reduktion von z mod 1, und wenn G@, der Gruppe der Ver- 
schiebungen des Torus homéomorph ist, aus der Formel 7 des Satzes 4 durch 
Reduktion von z und von y mod | erhalten wird. 

Die vorliegende Arbeit wurde der Ungarischen Akademie der Wissen-. 
schaften in der Sitzung vom 19. Mai 1941 vorgelegt. 








7) Vgl. B. von Kerékjérté, Topologische Charakterisierung der linearen Abbil- 
dungen. Acta Scient. Math. Szeged 6 (1934), S. 235— 262. 


(Eingegangen am 25. 6. 1941.) 








('ber verstreute Mengen. 
Von 


Georg v. Alexits in Budapest. 





1. Man kann die verstreuten Punktmengen in vier Klassen einteilen: 
1. Die Klasse 8, der diskontinuierlichen Mengen, zu welcher die Mengen ohne 
Teilkontinua gehéren. 2. Die Klasse 8, der cusammenhangslosen Mengen, zu 
welcher die Mengen mit einpunktigen Komponenten gehéren. 3. Die Klasse 8; 
der total zusammenhangl. Mengen, zu welcher die Mengen mit einpunktigen 
Quasikomponenten gehéren, was so viel bedeutet, daB eine Menge aus ®; 
fiir je zwei ihrer Punkte p, q in zwei getrennte Mengen zerlegt werden kann, 
deren eine den Punkt p, die andere den Punkt g enthilt. 4. Die Klasse 8, 
der nulldimensionalen Mengen. Diese sind Mengen, deren Punkte in beliebig 
kleinen Umgebungen mit zur Menge fremden Begrenzungen enthalten sind. 

Diese vier Mengenklassen sind im allgemeinen verschieden, und zwar ist 
Rg C Rg CKReCR,; unter Umstinden kénnen sie aber zusammenfallen, 
z. B. gilt Ry = Re = Kg = K, fiir die Teilmengen einer Geraden, oder auch 
fiir die Teilmengen der sogenannten Baume), d.i. Kontinua, die keinen 
topologischen Kreis enthalten. Es wire von gewissem dimensionstheoretischen 
Interesse, die Kontinua zu kennzeichnen, in welchen diese vier Klassen zu- 
sammenfallen?). Die diesbeziiglichen Untersuchungen sind aber noch durchaus 
nicht abgeschlossen; die bisher erzielten allgemeinsten Ergebnisse scheinen 
die folgenden zu sein: 


lL. Ry = Re = Kg = Ky gilt fiir die Teilmengen der Béiume?). 
IL. Re = Rg = Ky gilt fiir die. Teilmengen der reguléren Kurven?). 

Ill. Re = Kg guilt fiir die Teilmengen der erblich lokal zusammenhingenden 
Kontinua’). 

') G.T. Whyburn, Monatsh. Math. Phys. 38 (1931), S. 85; vgl. auch G. v. 
Alexits, ebenda 33 (1933), S. 407. 

2) Vgl. zu dieser Fragestellung K. Menger, Kurventheorie, 8. 369 (Leipzig und 
Berlin 1932). Wir schlieBen uns iibrigens in der Terminologie diesem Standardwerk der 
mengentheoretischen Kurventheorie an. Fir die Ausdricke: regulare, rationale, 
irrationale Kurve und Ordnung eines Punktes vgl. insbesondere S. 96— 98. 

3) G. T. Whyburn, A. a. O."). 

*) G.T. Whyburn, Amer. Journ. Math. 53 (1931), 8.374. Lokal zusammen- 
hangend bedeutet dabei, daB jeder Punkt einer vorgegebenen Menge beliebig kleine 
Umgebungen hat, deren Durchschnitte mit der betrachteten Menge zusammenhangend 
sind. Erblich lokal hdangend heiBt ein Kontinuum, dessen simtliche Teil- 
kontinua lokal 2usammenhangend sind. 
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Es soll nun gezeigt werden, daB II einer starken Erweiterung fahig ist, 
durch welche zugleich auch III verallgemeinert wird. Wir werden namlich 
den folgenden Satz beweisen: 


IV. Re = Ry = Ky gilt fiir die Teilmengen der Summen abzihlbar vieler 
erblich lokal zusammenhingender Kontinua. 


Auf Grund dieses Satzes kann man auch zwei Satze®) iiber regulire 
Kurven auf die bedeutend allgemeinere Klasse der Kontinua, welche sich als 
Summen abzahlbar vieler erblich lokal zusammenhangender Kontinua dar- 
stellen lassen, iibertragen. 


2. Satz 1V ist bewiesen, wenn wir zeigen, daB eine nicht zu R, gehérende 
Teilmenge A einer abzihlbaren Summe erblich lokal zusammenhangender 
Kontinua nicht zu R, gehéren kann, was so viel bedeutet, daB die Beziehungen 


(1) dim A > 0, 
(2) AE Se 


miteinander unvertraglich sind. Wir nehmen zum Beweise unserer Behauptung 
das Gegenteil an und leiten aus dieser Annahme einen Widerspruch her. 


Es seien also K,, Ky, ..., K,, ... abzahlbar viele erblich lokal zu- 
sammenhangende Kontinua. Ferner bezeichne A eine Teilmenge der Summe 


= K,,, welche sowohl der Beziehung (1) wie auch der Beziehung (2) geniigt. 


n=1 


Wegen A = x AK,, kann der Durchschnitt AX,, nicht fiir alle n = 1, 2,... 
1 


nulldimensional sein, da sonst auch A als Summe der abzahlbar vielen in A 
abgeschlossenen Mengen AX,, nulldimensional sein sollte*), gegen die an- 
genommene Beziehung (1). Es gibt also einen Index mo, fiir welchen AK,,, 
nicht nulldimensional ist. Da die Menge A nach (2) zusammenhangslos ist, 
ist um so mehr ihr Teil AK, zusammenhangslos. Daraus folgt nach II, da8 
die Menge AK, sogar total zusammenhangslos ist. Beachten wir, daB nach 
einem Mengerschen Satz’) die nulldimensionalen Mengen unter den total 
zusammenhangslosen Teilen eines kompakten metrischen Raumes dadurch 
gekennzeichnet sind, da8 sie auch nach Hinzufiigung eines beliebigen Punktes 
total zusammenhangslos bleiben, so folgt, da K,, als Raum betrachtet kompakt 
‘ist und seine Teilmenge AK, — wie es soeben gezeigt wurde — nicht null- 


5) G.de Alexits, C. R. Soc. Sci. Lett. Varsovie 31 (1939), S. 104. 
*) W. Hurewicz, Math. Annalen 96 (1927), S. 760. 
7) K. Menger, Ber. Wiener Akad. 133 (1924), S. 421. 
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dimensional ist, die Existenz eines Punktes p € K,, derart, daB die Menge 
AK,,, + (p) nicht mehr total zusammenhangslos ist. Nach II enthalt dann 
AK, +(y) eine mehrpunktige Komponente B. Bezeichne g einen von p 
verschiedenen Punkt der Menge B und sei U, eine »p nicht enthaltende Um- 
gebung von q®). Weil B ein mehrpunktiger zusammenhangender Teil des erblich 
lokal zusammenhangenden Kontinuums K,,, ist, folgt aus einem Wilderschen 
Satz®) iiber erblich lokal zusammenhangende Kontinua, daB die Menge B 
lokal zusammenhingend ist, mithin enthalt U, eine Umgebung V, von q. 
deren Durchschnitt mit B zusammenhingend ist. Es besteht aber die Be- 
ziehung 


BV, c BU, c B—(p)cAK,,, 


wo BV, zusammenhangend und als offener Teil der mehrpunktigen zusammen- 
hangenden Menge B mehrpunktig ist. Die Menge AX,, enthalt also einen 
mehrpunktigen zusammenhangenden Tei] BV,, sie ist m.a.W. nicht zu- 
sammenhangslos, entgegen der angenommenen Beziehung (2). Damit ist der 
angekiindigte Widerspruch hergestellt und Satz IV bewiesen. 


3. Aus IV laBt sich folgende Verallgemeinerung eines vom Verfasser 
fiir regulare Kurven bewiesenen Satzes‘) herleiten: 


V. Ist A ein positiv dimensionales absolutes Teil-G, oder F, einer abzihl- 
baren Summe erblich lokal zusammenhdngender Kontinua, so enthdlt A einen 
Bogen. 


Sei zunachst A ein Teil-G; der Summe 2 K,, wo ¢ ¢ K,, erblich lokal 


n=l 


zusammenhangende Kontinua bezeichnen. Wie beim Beweise des Satzes IV 
folgt aus dim A > 0 die Existenz eines %), so daB dim AK, > 0. Nach IV 
enthalt AK, eine mehrpunktige zusammenhangende Menge B. Betrachten 
wir nun den Durchschnitt A K,, - B etwas niher, wo mit B die abgeschlossene 
Hiille der Menge B bezeichnet wurde: Weil 4, K,,, und B absolute G,-Mengen 
sind, ist auch ihr Durchschnitt AK, - B ein absolutes G,;. und zwar ein zu- 
sammenhangendes absolutes G,, da Bc AK, zusammenhangend ist. Nach 
dem soeben erwahnten Satze des Herrn Wilder’) folgt daraus. daB der Durch- 
schnitt AK, - B lokal zusammenhangend ist. Die Menge 4X,,, - B hat somit 
die Eigenschaft, ein mehrpunktiges, zusammenhangendes, lokal zusammen- 


8) Wir betrachten K,,, als metriscben Raum, die Umgebung JU, ist also als ,,Um- 
gebung im Raume kK,” aufzufassen. 
*) R. L. Wilder, Proc. Nat. Ac. Sci. U.S. A. 15 (1929). 8. 616. 
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hangendes absolutes G, zu sein, woraus sich nach einem Mengerschen Satz!) 
die Existenz eines in A K,, - B enthaltenen Bogens C ergibt. Damit ist unsere 
Behauptung beziiglich der G, bewiesen. 


Sei sodann A ein absolutes F,. Wegen dim A > 0 enthilt A nach einem 
Satze des Herrn Mazurkiewicz™) ein Kontinuum. Dieses Kontinuum ist ein 
positiv dimensionales absolutes Teil-G, der Menge A, folglich enthilt es laut 
des soeben bewiesenen ersten Teiles unserer Behauptung einen Bogen, womit 
auch der zweite Teil bewiesen ist. 


4. Wir nennen eine Teilmenge M eines Raumes R héchstens bestdndig 
nulldimensional, wenn die Summe von M und einer beliebigen nulldimen- 
sionalen Teilmenge von R nulldimensional ist. Als Verallgemeinerung eines 
vom Verfasser zunichst fiir Baume!), spater fiir regulire Kurven5) bewiesenen 
Satzes laBt sich der folgende Satz beweisen: 


VI. Sei K ein Teilkontinuum einer Summe abzéhlbar vieler erblich lokal 
zusammenhdngender Kontinua, so ist die Menge K} der Punkte erster Ordnung 
(Endpunkte) von K héchstens bestindig nulldimensional. 


Denn im entgegengesetzten Fall la8t sich eine nulldimensionale Teil- 
menge M von K bestimmen, so daB dim (K! + M) > 0. In K gibt es aber 


bekanntlich 12) auch eine M enthaltenue nulldimensionale absolute G,-Menge N ; 
dann gilt 


dim (K1 + N) = dim (K} + M) > 0. 


Da sowohl N als auch K! absolute Teil-G, von K sind), ist die Menge K1 + N 
ein positiv dimensionales absolutes Teil-G; der K enthaltenden Summe von 
abzahlbar vielen erblich lokal zusammenhingenden Kontinua. K1 + N ent- 
halt also nach V einen Bogen C. Der Durchschnitt C K1 besteht offensichtlich 
aus lauter Punkten erster Ordnung des Bogens C, d. h. aus den beiden End- 
punkten von C. Dann enthalt aber CN = C — CK? einen Teilbogen von C, 
folglich ist CN nicht nulldimensional, gegen die Annahme dim N = dim M = 0, 
Aus diesem Widerspruch folgt die Unméglichkeit der angenommenen Be- 
ziehung dim (K1 + M) > 0, d. h. die Menge K? ist héchstens bestandig null- 
dimensional, wie behauptet. 


©) K. Menger, Monatsh. Math. Phys. 36 (1929), S. 212; C. Kuratowski, Fund 
Math. 15 (1930), S. 301; vgl. auch N. Aronszajn, Fund. Math.» 15 (1930), S. 228. 

11) S. Mazurkiewicz, Fund. Math. 3 (1922), S. 65. 

2) A.a.O.*) und L. Tumarkin, Math. Annalen 98 (1928), S. 638. 

18) A. a. O.*), 8S. 104. 
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5. Satz VI kann nicht dahin verscharft werden, daB die Menge K! der 
Punkte erster Ordnung einer beliebigen Kurve héchstens bestandig null- 
dimensional ist. In der Tat, es existiert eine schwach irrationale Kurve K, 
welche Summe abzihlbar unendlich vieler Strecken S,, S,,..., S,, ... und 


der Menge K: der Punkte erster Ordnung von K ist!*). Die Menge 2 S,, laBt 
n=1 


sich bekanntlich als Summe A .+ B zweier Mengen darstellen, von welchen A 
abzahlbar und B nulldimensional ist*). Die Kurve K la8t sich also folgender- 
weise darstellen: 


K=A+B+R. 


Ware K! héchstens bestandig nulldimensional, so wire die Menge B + K 
nulldimensiona]. Das bedeutet, daB jeder Punkt von B + K? beliebig kleine 
Umgebungen hatte, deren Begrenzungen nicht zu B + K}, sondern zur ab- 
zahlbaren Menge A gehéren, d.h. jeder Punkt von B+ K! wire rational. 
Die Kurve K kénnte mithin héchstens in den Punkten der nulldimensionalen 
Menge A irrational sein, was aber unmdéglich ist, da die Menge der irrationalen 
Punkte nicht nulldimensional sein kann1*). Die Annahme dim (B + K1) = 0 
fiihrt also zu einem Widerspruch, d. h. die Menge K? ist nicht héchstens be- 
standig nulldimensional. 

Beachtet man, daB unser Beweis der nicht bestindigen Nulldimen- 
sionalitét von K auf die Irrationalitaét der Knaster-Mazurkiewiczschen Kurve 
aufgebaut war, so ist man geneigt, folgende Frage zu stellen: Ist K? fiir jede 
rationale Kurve héchstens bestandig nulldimensional ? 


6. Ein Kontinuum X heiBe erblich lokal zusammenhangend im Punkte p, 
wenn p eine Umgebung hat, deren abgeschlossene Hiille ein erblich lokal 
zusammenhangendes Teilkontinuum von K ist. Zum Schlu8 beweisen wir 
noch folgende Struktureigenschaft der Summen erblich lokal zusammen- 
hangender Kontinua: 


VII. Ist das Kontinuum K Summe der abzahlbar vielen erblich lokal zu- 
sammenhingenden Kontinua K,, Ko,..., Ky, ..., 80 ist die Menge der Punkte, 
in welchen K nicht erblich lokal zusammenhdngend ist, nirgends dicht in K. 


Sei in der Tat U eine beliebige offene Menge des als Raum betrachteten 
Kontinuums K = 2 Ko Wire jede Menge K,,U nirgends dicht, so wiirde 


U = J K,,U von erster Kategorie sein, was aber nicht der Fall ist, da U als 
n=1 


14) B. Knaster und S. Mazurkiewicz, Ergebn. Math. Koil. Wien 5 (1933), S. 7. 
15) K. Menger, Dimensionstheorie, S. 120 (Leipzig und Berlin 1928). 
16) A. a. O.*), 8S. 183. 
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offener Teil des Koniinuums K von zweiter Kategorie sein mu8. Es gibt also 
einen Index %, so 1a8 K, U nicht nirgends dicht ist. Daraus folgt, weil 
K, U abgeschlossen in U ist, daB K, U eine offene Teilmenge V von K 
enthilt. Sei p ein Punkt von V. Wegen V CK, und des erblich lokalen 
Zusammenhanges des Kontinuums K,, gibt es eine Umgebung U, von p 
derart, daB ihre abgeschlossene Hiille UV, ein erblich lokal zusammenhangendes 
Teilkontinuum von V ist. Jeder Punkt g der offenen Menge V gehért mithin 
zur Menge M der Punkte, in welchen K erblich lokal zusammenhingend ist. 
Die beliebig gewahltc offene Teilmenge U von K enthilt also einen nicht leeren 
offenen Teil der Menge M, d.h. der offene Kern M, von M ist dicht in K. 
Dann ist aber seine abgeschlossene Komplementiérmenge K — M, nirgends 
dicht in K, um so mehr ist also wegen K — M cK — M, die Menge K — M 
der Punkte, in welehen K nicht erblich lokal zusammenhangend ist, nirgends 
dicht in K. 


(Eingegangen am 12. 2. 1941.) 

















Parametrixmethode zur Lésung von Randwertproblemen *). 
Von 
Ludwig Sauer in Frankfurt am Main. 


Teil 1. 
Auflésung von Integralgleichungen zweiter Art. 
Vorbemerkung. 


a. In der Literatur lést man vorgelegte Randwertprobleme meistens mit 
Hilfe der Greenschen Funktion G. Diese ist fiir das ebene 4-Problem und eine 
Kreisfliche als Grundbereich bekannt, wenn die gesuchte Funktion auf dem 
Kreisumfang verschwinden soll. Ferner wird G in der Literatur auch fiir 
weitere einfache Probleme unmittelbar angegeben. G fiir allgemeinere Diffe- 
rentialausdriicke und Grundbereiche fiihrt man schrittweise auf die schon 
bekannten @ zuriick. Dabei setzt man voraus: 

1. Die Angabe der Transformation eines vorgelegten allgemeinen Diffe- 
rentialausdrucks auf die Normalform. 

2. Das Auffinden der konformen Abbildung des Grundbereick:.s auf einen 
Bereich, fiir den G im 4-Fall bekannt ist. 

3. Die Auflésung einer Integralgleichung, welche beispielsweise dem 
Randwertproblem in der Normalform gleichwertig ist, und auf die dieses 
Problem mittels des fiir das 4-Problem aufgestellten G zuriickgefiihrt wird. 
Danach findet man mittelbar das G@ fiir das allgemeinere Problem. 

4. Die Konvergenz einer unendlichen Folge von G fiir gewisse einfachere 
Probleme mit eckenfreien Grundbereichen nach dem G fiir das Ausgangs- 
problem mit eckigem Grundbereich; dabei nahern sich die eckenfreien Be- 
reiche in bestimmter Weise dem Ausgangsbereich. 

Meistens werden diese Schritte mehrfach zusammengesetzt und ergeben 
so ein kompliziertes und indirektes Verfahren zur Bildung von G fiir das Aus- 
gangsproblem vor allem dann, wenn der Grundbereich Ecken hat. 

Verzichtet man jedoch vorerst auf die Darstellung der Lésung des Pro- 
blems als Integral iiber das Produkt von G und der rechten Seite der Differen- 
tialgleichung, so geniigt es zur Auflésung des Problems, G fiir den reduzierten 
Differentialausdruck, etwa fiir die Summe der Glieder mit den Ableitungen 
héchster Ordnung, zu finden. Dann la8t sich das Ausgangsproblem mit diesem 
reduzierten G auf eine ihm gleichwertige lésbare Integralgleichung zweiter 


*) D 30. 
Mathematische Annalen. 118. 25 
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Art mit uneigentlich singulirem, unsymmetrischem Kern zuriickfiihren 
(vgl. obiges 3). Die allgemeine Lésung der Integralgleichung lést auch das 
Randwertproblem. Ferner ]aBt sich aus dem reduzierten G das vollstandige G 
und damit schlieBlich die schon erwihnte Lésungsdarstellung angeben. 

G ist schwierig zu bilden, weil G vor allem folgende Eigenschaften haben 
muB8, wobei ich unter ¢ den verinderlichen Punkt und unter ¢t’ den Parameter- 
punkt verstehe: 


a) G = G (t, t’) soll der vorgegebenen oder einer reduzierten Differential- 
gleichung im Innern des Grundbereiches bei festem t’ als Funktion von ¢ fiir 
t + t’ geniigen. 

b) & soll die vorgegebene Randbedingung fiir ¢ + ¢’ erfiillen. 

c) @ soll fiir t = ¢’ eine gewisse Singularitét besitzen. 


b. Der Umweg der Auflésung des Randwertproblems iiber das angedeutete 
Bildungsverfahren fiir G lat sich durch eine grundsitzlich einfachere, un- 
mittelbare Auflésungsmethode vermeiden. Um nimlich das Randwert- 
problem auf eine Integralgleichung zuriickzufihren, ist die Eigenschaft a) 
unnétig. Es geniigt an deren Stelle die allgemeinere, daB die mittels den 
Eigenschaften b) undc) abgeleitete Integralgleichung lésbar ist. Eine Funktion, 
die das leistet, heiBe Parametriz P = P (t, t'). Sie fiihrt auf eine dem Problem 
ungleichwertige Integralgleichung, aus deren allgemeinen Lésung erst diejenige 
des Randwertproblems ausgesondert werden muS. Diesen neben b) und c) 
tretenden Forderungen an P, namlich die Lésbarkeit der Integralgleichung 
und die Aussonderung der Lésung des Randwertproblems aus derjenigen 
der Integralgleichung zu erméglichen, werde ich unter Vermeidung_ obiger 
fiir G angegebenen, Schritte | bis 4 im Abschnitt II durch eine unmittelbare 
Bildung von P geniigen. Letztere ist elementar gegeniiber der im allgemeinen 
komplizierten Bildung von G, was gerade in dem Wegfall der Eigenschaft a) 
fiir P begriindet ist. Auf die genauen Eigenschaften von P, insbesondere auf 
die Stetigkeits- und Differenzierbarkeitseigenschaften, sowie auf die Sym- 
metrie P (t, t') = P(t’, t) gehe ich im Abschnitt III im einzelnen ein. Da P 
doch nicht einer Differentialgleichung geniigt, ist das fiir ein reduziertes 
Randwertproblem anzugebende P damit auch eine Parametrix fiir das ur- 
spriingliche Problem (und umgekehrt). Mittels P wird die Auflésungstheorie 
fiir das vorgelegte Problem entwickelt. Weitergehend lat sich aus P eine 
Lésungsdarstellung und damit schlieBlich G bilden. 


¢. Hilbert wies auf eine solche Méglichkeit hin und entwickelte diese 
,neue Methode an dem Beispiel der allgemeinsten linearen partiellen Difte 
rentialgleichung vom elliptischen Typus, wahrend das Integrationsgebiet die 
Vollkugel ist‘. Letztere ist die geschlossene Kugeloberfliche, wodurch die 
eigentliche Randbedingung wegfiallt. 
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Diese P-Methode fiir elliptische Differentialgleichungen la8t sich mittels 
der im Abschnitt II zu bildenden Parametrix auf Randwertprobleme aus- 
dehnen und zwar auf allgemeinere Klassen von eigentlichen linearen Randwert- 
problemen erster Art der reellen Analysis. Die diesbeziiglichen Ausfiihrungen 
bleiben spiteren Verdéffentlichungen vorbehalten. Hierdurch werden nicht 
nur — wie im Abschnitt IV — die Auflésungsverfahren bekannter Probleme 
durch einfachere ersetzt, sondern auch — wie im Abschnitt V — solche fiir 
neue Probleme hinzugewonnen. In Sonderfiallen wird P so elementar gebildet, 
da8 damit vielleicht eine numerische Behandlung eingeleitet werden kénnte. 
Stets wurde versucht, die Herausarbeitung der P-Methode und ihrer Begriin- 
dung mit der genauen Angabe ihrer Ergebnisse und deren Voraussetzungen in 
Einklang zu bringen. Die Lésungsformeln treten gegeniiber den Lésungs- 
tatsachen zuriick. Das sind die bekannten Hauptsitze der Auflésungstheorie 
(Abschnitt IV), die in weitergehenden Siatzen iiber das allgemeinste G eine 
Erganzung erhalten. Letzteres bekommt auch dadurch eine Bedeutung, daB G 
aus P gebildet wird. 


d. Die Auflésungssitze werden zu denjenigen in Parallele gesetzt, die 
fiir die genannte Integralgleichung gelten, auf die das Randwertproblem mittels 
P zuriickgefiibrt wird. Die hierzu bendtigte Integralgleichungstheorie wird 
iiber das zur Anwendung bei der P-Methode Erforderliche hinausgehend 
verallgemeinert und als ein selbstandiger Beitrag zur Literatur der P-Methode 
als Abschnitt I vorangestellt. Hierbei handelt es sich nicht um Berichte iiber 
bekannte Siatze, sondern erstens um die Vervollstandigung der Beweise der 
Hauptsitze der Auflésungstheorie fiir zwei wichtige Klassen von uneigentlich 
singularen Integralgleichungen und dazu Verallgemeinerung bekannter Hilfs- 
sitze. Zweitens werden weitere Eigenschaften des allgemeinsten lésenden 
Kernes festgestellt. 


Liter: + ar. 
Courant-Hilbert. 
Methoden der math. Physik, Bd. 1 (1924); Bd. 2 (1937). 
Frank -Mises. 
Die Differential- und Integralgleichungen der Mechanik und Physik (1925—1927). 
Fredholm. 


Sur une classe d’équations fonctionnelles. Acta mathematica 27, 8. 365—390, 
Stockholm 1903. 


Hahn-Lichtenstein-Lense. 


Integralgleichungen und ihre Anwendungen auf Randwertaufgaben. Artikel in 
Pascals Repertorium der héheren Analysis, Bd. I, 3, 2. Aufl., (1929). 


Haupt. 
Zur Parametrixmethode. Math. Annalen 88 (1922), Heft 1—2, S. 136—150. 
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Hellinger. 
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Bd. 63, S.433—476. 


Teil Il: Auflésung der allgemeinen linearen Integralgleichungen. Bd. 64, 8S. 161 
—174. 
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Am Schlu8 der Veréffentlichungsreihe iiber die Parametrixmethode wird 
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I. Auflésungstheorie der Inte gralgleichungen zweiter Art 
auf Grund von Kerniteration und Kernabspaltung. 


1. Fredholmsehe und Levische Integralgleichungen. 
Zuerst gebe ich die allgemein zu lésenden Integralgleichungen an. 


a. Die unabhaingigen Veranderlichen seien z, fiir v = 1... g, die ich 
im Fall g = 2 meist mit x und y bezeichne; q sei eine endliche, ganze Zahl 
groBer als eins. Die x, deute ich als rechtwinklige Koordinaten eines Punktes ¢ 
im q-dimensionalen Zahlenraum. Der Ausgangsbereich 6 fiir ¢ sei reell, g-dimen- 
sional, zusammenhiangend, schlicht und abgeschlossen (beschrankt). (Vgl. 
Literatur ,,Hellinger-Toeplitz ...“, 8.1389.) ¢ sei ein zweiter Putt. 
K = K(t,t’) und M = M(t) seien vorgegebene Funktionen. W = W(t) sei 
eine gesuchte Funktion.” Man setze K” = K(t’,t), M’'=M(t') und 
W’ = Wi’). 

Ich gehe in diesem Abschnitt I von der allgemeinen Integralgleichung 
zweiter Art aus, namlich von 


(1. 1) W-—{K-W'dt =M in}, 


wobei ich dt’ iiber 6 integriere. Hierin wird angenommen: 
I. Es existiere jedes Glied der Reihe 


{[K-M' dt, [[/K(t,s)-K(s,t)-M' dt ds, 
{J K (t, r) -K (r,s) -K (s,t')- M' dt’ dsdr usw. 


Ferner existiere jedes Glied der entsprechenden Reihen, die mit | K-W'dt, 
mit { K” -M’' dt’ und mit { K” -W’' dt’ beginnen. SchlieBlich existiere das 
Integral iiber dem Produkt von M oder W und irgendeinem der genannten 
Reihenglieder, ferner von M oder W und einer Funktion der gleichen Art 
wie M und W. Jedoch fordere ich nicht K = K”’. 


II. In jedem in I genannten mehrfachen Integral soll die Integrations- 
folge vertauschbar sein. Dann sind die (v — 1)-ten iterierten Kerne 
K™ — K™ (t, ’) fir v = 2, 3, ... vorhanden (Hell.-Toepl., 8. 1383). K be- 
deutet K. Es ist K’™ = K™”. 


III. Zu jedem in I auftretenden Integral, das eine Funktion von t ist, 
mége ein Teilbereich B von 6 der gleichen Art wie 6 mit dem Flacheninhalt f 
bestimmbar sein, der alle Unstetigkeitsstellen des Integranden enthalt. B xann 
auch aus getrennten Stiicken bestehen. Dann soll es méglich sein, / beliebig 
klein zu machen, ferner einer willkiirlich vorgegebenen, positiven Zahl z eine 
Zahi g(z) stets so zuzuordnen, daB der absolute Wert des iiber B genommenen 


’ Teilintegrals kleiner als z fiir f < g(z) wird, und zwar gleichmaBig fiir ¢ in b. 
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Anmerkung. Ich suche demnach nur solche Lésungen W, die durch 
vorstehende allgemeinen Eigenschaften eingeschrinkt werden. DaB es solche 
W gibt, wird in diesem Abschnitt bewiesen. 


b. Die Integralgleichung (1.1) nenne ich eine Fredholmsche Gleichung, 
wenn sie auBer I bis III noch folgender Voraussetzung geniigt: 

IV. Es soll eine (ganze, positive, endliche) Zahl m vorhanden sein, so daG 
fiir jede Gleichung 
(1. 2) W—{K”-W'dt =M, ind 


im Fall » > m alle Hauptsitze der Auflosungstheorie bestehen, die ich nach- 
folgend in Nr.2b zusammenstelle; dabei sei M, von gleicher Art wie M. 
Das ‘schlieBt nicht aus, da8 dann die Hauptsitze auch bei einem solchen » 
zutreffen, welches kleiner als m ist. 


¢. Ferner nenne ich (1.1) eine Levische Gleichung, wenn sie | geniigt 
und an Stelle von II bis IV folgende Bedingungen erfillt: 
V. |K| sei integrierbar nach ¢t und nach ?’. 


VL. ( |K| dt und j |K| dt’ seien gleichmaBig konvergent in 6, das heiBt, 


zu einer willkiirlich vorgegebenen. positiven Zahl z lasse sich eine Zahl g(z) 
stets so bestimmen, da8 


{ LK (w, )|dw <2 fir R(i,w) S Q(z) 
und 
||K(,w)| dw << fiir R(w,t’) SQ (z) 
gleichmaBig fiir t und ¢’ in 6 gilt; dabei setze ich R = R(t, t’) [| 0 und 
Wx J (z.—2z,F fir c=1...¢. 
inshesondere 
R= (¢—7f+(y—y')? fir ¢=2. 

VII. A habe bei festem ¢ eine fiir t in 6 beschrinkte Anzahl von Un- 
stetigkeitsstellen. Gleiches gelte in bezug auf 1’. 

Anmerkung. Bezeichne ich fiir ein bestimmtes ¢ in 6 die dann noch fiir (’ 
méglichen Unstetigkeitsstellen mit t’ = t,t’ = t,...,t' = t1, soist n = n{t). 
Es wird «lie Beschrinktheit von » (t) fiir ¢ in 6 verlangt. — Der Zusammenhang 
von VI und VII mit III wird nicht erértert. 


VItI. Irgendein Glied von jeder der vier in I genannten Reihen sei 
beschrankt. 


d. Alle bisher gemachten Annahmen ersetze ich durch die beiden fol- 
genden: 

IX. Es sei K = N: R” und 0 S p <q (q gleich der Anzahl der unab- 
hangigen Verinderlichen). Hierin sei N = N (t, t’) stetig fiir t und ¢’ in 6, 
solange R > 0 ist. und im iibrigen beschrinkt. 
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X. M und W seien stetig in allen Punkten oder in allen Punkten mit Aus- 
nahme einer endlichen Anzahl von Unstetigkeitsstellen. In letzteren sollen 
M und W beschrinkt sein. 

Dann liegt ein gemeinsamer Sonderfall der Fredholmschen und Levischen 
Gleichung vor (wie ich in Nr. 5b und 8c nachtriglich und beiliufig beweise). 


2. Hauptsitze der Auflosungstheorie fiir Integralgleichungen. 


In folgender Nr. 2b stelle ich vier Hauptsitze fiir die Integral- 
gleichung (1. 1) auf und untersuche anschlieSend, bei welchen Voraussetzungen 
fir K, M und W diese Siatze alle oder teilweise gelten. 


a. Dabei benutze ich die Begriffe Dejekt und Eigenlésungen. Unter dem 
Defekt + der Integralgleichung (1. 1) verstehe ich die Anzahl der untereinander 
linear unabhangigen Lésungen der homogenen Gleichung, also von (1. 1) mit 
M = 0 (einschlieBlich dem Sonderfall einer einzigen, nicht identisch ver- 
schwindenden Lésung). Aus diesen erhalte ich im Fall ¢ > 0 durch Ortho- 
gonalisierung und Normierung 7 Eigenlésungen W,, = W,(t) firu =1...1% 
(nach dem spater in Nr. 4a angegebenen Verfahren, das ich hier auf reelle 
Funktionen zu spezialisieren habe). Entsprechend bezeichne ich im transponier- 
ten Fall (das heiBt fiir K” anstatt K) den Defekt mit «’’ und die Eigenlésungen 
mit Wi’ = W%’ (t) fiirv =1...¢’. Unterscheiden sich zwei Integralgleichungen 
durch ihre Kerne, so kénnen doch ihre Eigenlésungen iibereinstimmen (wie 
das spiter in Nr. 7c belegt wird). 


b. Die Hauptsitze fiir (1.1) sind: 
I. Erster Defektsatz. i ist Null oder eine endliche (positive, ganze) Zah). 


Il. Lésungssatz. Im Fall i = 0 hat die homogene Gleichung nur die 
Lésung Null; dann hat die inhomogene Gleichung fiir jedes M eine eindeutige 
Lésung W. Im Fall: > 0 ist die allgemeine Lésung der homogenen Gleichung 
gleich 5k, - W, fiir u = 1... 4%, wobei die k,, willkiirliche Konstanten sind; 
dann ist die inhomogene Gleichung fiir solche und nur fiir solche M lésbar, die 


(2. 1) (M-W'dt=0 fir r=1... 4" 


befriedigen. Ein solches M ist beispielsweise 
M = M,— »,W’ -{ My: W"' dt, 
wobei My = Mg(t) eine beliebige Funktion der Art wie M ist. i” gibt die 


Anzahl der notwendigen und hinreichenden Lésungsbedingungen fiir (1. 1) 
bei allgemeinem M an; hei speziellem M kann diese Anzahl kleiner als ¢’’ 
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sein, wie das beispielsweise vor (4.11) der Fall sein wird. Ist Wo irgendeine 
spezielle Légung von (1. 1), so ist demnach die allgemeine Lésung 
(2. 2) W=W,+ 2k: W, fir u=1...4. 
Im transponierten Fall gilt das Entsprechende. 
III. Zweiter Defektsatz. i =i”. 


IV. Ezistenzsatz fiir den lésenden Kern. Man nennt L = Lit, t’) einen 
lésenden Kern von (1. 1), wenn 


(2. 3) W=M-—{L-M'dt 


eine Lésung von (1. 1) ist; Z soll fiir alle zulissigen M die gleiche Funktion 
sein; ferner erfiille Z die allgemeinen Eigenschaften, die von K jeweils voraus- 
gesetzt und festgestellt werden. 

Satz: Es gibt mindestens ein solches L zu (1.1), das ich mit Log = Loo (t, t’) 
bezeichne. — Man unterscheidet den ,,lésenden Kern im erweiterten Sinn‘ 
fiir i > 0 (sogenannte Pseudoresolvente, vgl. Hell.-Toepl., 8. 1374 und 1377) 
von dem ,,lésenden Kern im engeren Sinn“ fiir i = 0 (sogenannte Resolvente, 
vg]. Hell.-Toepl. und Courant). 

Nach (2. 2, 3) ist 


(2. 4) W = M —[Lgo-M' dt + Sky Wy 


die allgemeine Lésung von (1.1), wenn M die dazu notwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen (2. 1) erfiillt. 


¢. Vorstehende vier Hauptsiitze sind bei stetigen und Schmidtschen K, 
ferner bei M und W, die der Voraussetzung I der Nr. 1 geniigen, bekannt; 
die Stetigkeit darf an endlichvielen etwa (gq — 1)-dimensionalen Ebenen 
unterbrochen werden, woselbst K endliche Spriinge machen soll. (Vgl. Hell.- 
Toepl., 8. 1376—1377, 1385, 1388 = Nr. 12c unter Beriicksichtigung von 
8.1389 = Nr. 13a.) Der in der Literatur anzutreffende ,,Alternativsatz 
ist eine Zusammenstellung von erstem Defektsatz und Lésungssatz. 

Die Hauptsitze kénnen in vollem Umfang auch fiir allgemeinere Glei- 
chungen (1. 1) bestehen. Solche Gleichungen mégen im engeren Sinn uneigent- 
lich singular heiBen, zweckmaBigerweise rechne ich hierzu auch die Integral- 
gleichungen mit stetigen K. Gilt der erste Defektsatz und der Lésungssatz, 
so nenne ich (1.1) im erweiterten Sinn uneigentlich singular. Dann sind 
weder ¢ = «” noch die Existenz yon Io9 bewiesen. Man nennt (1. 1) eigentlich 
singular, wenn mindestens der Lésungssatz nicht in dem angegebenen Umfang 
gilt. (Hell.-Toepl., Nr. 12und 21.) Die Definition der Singularitat einer Integral- 
glewchung und die gegenseitige Abgrenzung der méglichen Unterfialle wird in 
der Literatur nicht scharf umrissen, weil die Gesamtheit der im engeren Sinn 
und diejenige der im erweiterten Sinn uneigentlich singuliren Gleichungen 
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unbekannt ist. Vor allem miiBte man nach Hilbert die Voraussetzungen von K 
derart bestimmen, da8 bei deren Erfiillung die Integralgleichung auf ein 
volistetiges und allgemeiner auf ein gewisses beschrinktes Gleichungssystem 
zuriickgefiihrt und so der Theorie von Hilbert zuginglich gemacht wird. 
(Hell.-Toepl., Nr. 16, insbesondere Vorbemerkung und Absatz e, ferner 
Nr. 18b 4 daselbst.) Weiter miiBte man die Zuriickfiihrung auf noch um- 
fassendere Theorien versuchen (vgl. Hell.-Toepl., 8. 1416). Dabei bedenke 
man, da8 ,,keine Darstellungsformeln fiir die Lésungen gewonnen werden, 
sondern nur ihre Existenz auf Grund eines den Hiufungsstellensatz be- 
nutzenden Auswahlverfahrens bewiesen wird“ (Hell. Nr. 7). (Die Andeutungen 
in Courant, Bd. 1, 8. 133, ferner von Courant in den Annalen 89, S. 178, sind 
im Sinne von Hell.-Toepl., 8. 1388 = Nr. 12c und 8. 1397 = letzter Absatz 
von Nr. 15c zu verstehen.) 

Die in Nr. 1 gemachten Voraussetzungen sind (worauf ich noch ver- 
schiedentlich zuriickkomme) zur uneigentlichen Singularitat hinreichend, aber 
nicht notwendig. Das gilt auch fiir die Hilbertsche Voraussetzung iiber K 
zur Umwandlung der Integralgleichung in ein lineares Gleichungssystem mit 
unendlichvielen Unbekannten, wonach K? in bezug auf t und auf t’ integrierbar 
sein miiBte. (Hell.-Toepl., Nr. 15, insbesondere letzter Absatz yon c daselbst.) 
Zur Erlauterumg ziehe ich einen eindimensionalen Ausgangsbereich 6 heran, 
etwa 0 St <1. Ich setze 


K=1:t?-t" fir p21:2,q¢>0 und p+q <i. 


Weiter seien M und W beschrankt und integrierbar. Dann sind die Voraus- 
setzungen III und VI der Nr. 1 nicht erfiillt. Ferner ist K? in bezug auf ¢ 
nicht integrierbar. Jedoch ist aus 


(2. 5) W—{(W': vd =M 
79 gape. - 49 : 
auf { (W: 1) dt a. j (M: 4 dt, somit auf 
os Ae Se ee : 
(2. 6) W=M 2 ee f (M1 :t0) de 


zu schlieBen. Umgekehrt folgt aus (2. 6) 


[ (WW :e-vay de = — 5 FS: Jute de = W-M, 


somit (2.5). Also sind (2. 5) und (2. 6) einander gleichwertig. Folglich ist 


t=0 und Lng = (1—p—q):K:(p +4). 
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Ebenso ist im transponierten Fall i’ = 0 und der lésende Kern gleich 
(1 — p —q)-K”":(p + q). Demnach bestehen die Hauptsitze fiir (2. 5) und 
das gilt fiir jede endliche Iteration von (2. 5), da 
: K™ = K:(1—p—q)" 
ist. 

d. Fredholm beweist einen Teil der Hauptsitze fiir (1. 1) mittels Umweg 
iiber (1.2) (Literatur ,,Fredholm ...“). Er bestimmt K = N: R’ etwas 
allgemeiner als in [X der Nr. 1, indem er N und auch Y als endlich (worunter 
er ,,beschrankt“ versteht) und integrierbar annimmt. Es werden keine 
Voraussetzungen fiir W,, keine fiir die Vertauschbarkeit von Integrationsfolgen 
und keine betreffs Unstetigkeitsstellen der vorkommenden Integranden er- 
wihnt. Im einzelnen stellt Fredholm fest: 

I. Die Fredholmsche Gleichung ist fiir K = N (also p = 0) im engeren 
~ Sinn uneigentlich singular. (Fredholm, num. 8 u. 9; er verlangt von K = N 
keine Stetigkeit. wie das Hell.-Toepl., 5. 1370 und 1386, und Courant, Bd. 1, 
8. 124, bei der Wiedergabe seiner Theorie der Einfachheit wegen annehmen.) 

Il. Die Hauptsatze gelten fiir (1.2), wenn » > q: (q — p) ist. Dann ist 
K™ beschrinkt (Fredh., num. 15 und 16). Die Vertauschbarkeit der Inte- 
grationsfolgen gilt auch in dem von Fredholm ausgeschlossenen Fall, daB 
q:(q — p) eine ganze, positive Zahl ist. Denn dann ist 

|K®| <h-(1 + |log|z, — z|... log | x, — #,\|) 

fiir v = ¢:(q — p), & eine positive Konstante, also K“*" beschrinkt und 
n=v-+1>4q:(q—>p). In der Voraussetzung IV der Nr. 1 wire daher 
gleich der gréBten in (1 + - q >) enthaltenen ganzen Zahl zu setzen. 





Nachfolgend bezeichne ich den Defekt, die etwa vorhandenen Eigen- 
lésungen und die allgemeine Lésung von (1. 1) ausfiihrlicher als bisher mit 
i (K), W,(K) und W(K), ferner diejenigen von (1.2) mit i (K), W,(K) 
und W(K™). Entsprechende Bezeichnungen gelten im transponierten Fall 
fiir K” anstatt K. 

Ill. W(A) ist im Existenzfall in W(K) enthalten. (Fredh., num. 17, 
woselbst g = 1 gesetzt wurde.) 

IV. Aus i(K) = 0 folgt 1(K"’) = 0 auch im Fall 1(K™) > 0 fiir » = m. 
(Fredh. num. 18), wenn 
(2. 7) Determinante der /,, = Determinante der //’, 


ist (Fredh. num. 14). Hierin sind /,, und f*’, gewisse Konstanten, fiir die fol- 
gende beilen Systeme von Gleichungen bestehen (auf die ich in Nr. 5c zuriick- 
komme): 


(2.8) -Wy(K™)—1" -[ K- W (Ky de’ = 3h, WK). 
u und r=1...71(K™), 
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ferner 


(2.9) WK) — 1" [RY Wn dt = 2 WR), 


sundv=1... é(K’™); 
1 
1" sei eine primitive n-te Einheitswurzel, etwa 
1 
_ 2 - 23 
(2. 10) 1” = cos — + Y—1- sin, 


und c eine der Zahlen 0, 1, ..., (n — 1). Fredhohn setzt c = 0 und beweist 
(2.7) fiir den Fall, daB die Determinante der 
[ WaK™)  W(KO") dt 

von Null verschieden ist. Hierbei wird i(K) = i(K“’’) = i(K’™) be- 
nutzt. ,,Un simple raisonnement.par continuité permettant évidemment 
d’étendre la proposition au cas ot le déterminant est nul‘ (Fredh., S. 385). 
Das wird nicht bewiesen. Ich zeige spiter in Nr. 5c, daB (2. 7) stets richtig ist. 
Dabei benutze ich jedoch die auf anderem Wege bewiesene Formel (4. 5), 
welche die Fredholmsche Behauptung (aus i = 0 folgt i’’ = 0) umfabrt. 
Iglisch schlieBt die Beweisliicke selbst (wie nachfolgend in Nr. 2e angegeben 
wird). (Diesbeziiglich ist Hell.-Toep]., Nr. 12a zu ergiinzen.) 

V. Wenn W(K) existiert und 1 (K) = ((K"”) = 0 gilt. so laBt sich 
W (K) aus W(K) aussondern und L = L(K) angeben. Der Fall i = 7’ = 0 
ist jedoch nicht von vornherein béekannt, wenn «(K“’) > 0 ist. Die Um- 
kehrung, daB das durch L dargestellte W die urspriingliche Inteyralgleichung 
lést und also ein W existiert, ferner der Fall « > 0 werden von Fredholm 
nicht behandelt. Das hole ich in Nr. 5a nach und zeige dort. daB die in Nr, 1b 
allgemeiner angegebene Fredholmsche Gleichung im engeren Sinn uneigentlich 
singulair ist, ohne auf die Fredholmschen Ausfiihrungen zuriickzugreifen. 
(Das geschieht in determinantenfreier Weise; vgl. Nr. 10 in Hell.-Toepl.) 


e. Iglisch beweist die beiden Defektsiitze und den Lisungssatz fiir die 
.,Fredholmsche Gleichung“ und benutzt dabei das Fredholmsche Lterations- 
verfahren in deterninantenfreier Weise (vgl. Literatur ,,Iglisch .. .“*; K”’ heift 
daselbst der adjungierte Kern). Er erwahnt keine Voraussetzungen fir M 
und W. Das Kernstiick seiner Theorie ist der Beweis dafiir, daB ¢” = 0 aus 
+ = 0 folgt und umgekehrt (Igl., 8. 228). Der Beweis liBt sich mit Hilfe der 
spiteren Formel (4. 4) wesentlich kiirzen. Denn man kann im Fall «(A) = 0 
durch passende Wahl von » stets den Fall ¢«(A“”’) > 0 iiberfliissig machen. 
Damit schlieBt Iglisch die Liicke bei Fredholm. Den Fall « > 0 fiihrt er auf 
den Fall ¢ = 0 zuriick. Iglisch befaBt sich nicht mit dem Existenzsatz fiir 
den lésenden Kern. Doch folgt aus der Existenz von W(K), daB® das von 
Fredholm angegebene Z im Fall i = ¢’ = 0 wirklich der lésende Kern ist. 
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f. Neben Fredholm hat Levi noch ein zweites Verfahren angegeben, 
um einen Teil der Hauptsitze fiir (1. 1) zu beweisen. Levi verlegt die Singulari- 
taten des K der ,,Levischen Gleichung“ unter Anwendung des Kernabspal- 
tungsverfahrens (Schmidt II) in den ,,kleinen Kern“. Dieser allein und nicht 
das ganze K wird zum Unterschied vom Fredholmschen Verfahren iteriert. 
(Vgl. Literatur ,,Levi ...‘‘. Levi gibt hinreichende Voraussetzungen an, mit 
denen die hier in Nr. le aufgestellten im wesentlichen iibereinstimmen. 
Betreffs der hier in Nr. 1 VI angegebenen gleichmaBigen Konvergenz von 
| |K| dt und {| K| de’ weist Levi, 8. 605, auf de la Vallée-Poussin hin: Sur 
la convergence des intégrales définie, Journal de Liouville, 1892, IV. serie, 
vol. 8, n.61. Die beiden bei Levi angegebenen Bedingungen folgen aus- 
einander. Also kann eine davon gestrichen werden.) Levi beweist den ersten 
Defektsatz und den Lésungssatz, somit die im erweiterten Sinn uneigentliche 
Singularitaét der Levischen Gleichung. Ferner zeigt er an Stelle von 1 = 7”, 
daB aus i” = 0 stets ¢ = 0 und aus t” > 0 stets i > 0 folgt. Die Existenz 
eines Z kann er im allgemeinen nicht beweisen. Es ist noch nicht einmal die 
Existenz von K bekannt (Levi, Anm.II der Nr. 3). Levi erreicht all- 
gemeinere Aussagen bei Verzicht auf einen Teil der Voraussetzungen. Ab- 
schlieBend betont er, daB seine Theorie auf g-dimensionale Ausgangsbereiche 5 
sinngemaB iibertragbar ist. 

Dariiber hinaus zeige ich in Nr. 8a, daB auch fiir die Levische Gleichung 
+ =v” gilt. Ferner gebe ich in Nr. 8b den Zusammenhang zwischen W (K) 
und W(K’’) an. Das bedeutet die Verallgemeinerung der nicht méglichen 
Darstellungen von W(K) durch L(K) und W(K") durch L(K’’) und thres 
Zusammenhanges mittels L(K’) = L(K)’. Aus diesem Zusammenhang 
folgere ich in Nr. 8c auf den noch ausstehenden Existenzsatz fiir den lésenden 
Kern bei Spezialisation auf den gemeinsamen Sonderfall der Fredholmschen 
und Levischen Gleichungen, fiir den K = N: R’ angenommen wurde. AuBer 
diesen und den am Schlu8 von Nr. 2d genannten Vervollstaindigungen der 
Beweise der Hauptsiitze der Auflésungstheorie fiir die Fredholmschen und 
Levischen Gleichungen werden iiber die Literatur hinausgehend die all- 
gemeinsten Eigenschaften des lésenden Kernes LZ zu der Gleichung (1. 1) 
unter den Voraussetzungen I bis JIT der Nr. 1 in Nr. 6 festgestellt und in 
Nr. 7 fiir Sonderfille erginzt. 


3. Integralabschitzungen als Hilfsformein. 


Ich stelle die zum restlichen Beweis der Hauptsitze und gelegentlich bei 
der P-Methode benutzten Integralabschitzungen unter Beschrankung auf den 
zweidimensionalen Fall zusammen. Man kann die Abschitzungsverfahren auf 
den q-dimensionalen Fall iibertragen. Es lassen sich auch sonstige Verall- 
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gemeinerungen durchfiihren, beispielsweise betreffs Stetigkeitsverhiltnisse 
der einzufiihrenden Funktionen. 


Ich schreibe 6 = bp, wenn 


1. fiir jedes t = (zx, y) in einer gewissen Umgebung des ganzen Randes d 
von 6 ein eindeutiger Normalenabstand n = n (t) des Punktes ¢ von d vor- 
handen ist, 


2. eine positive Zahl m existiert, so daB die Bedingung 1 fiir alle ¢ mit 
einem » (t) in dem System der Randstreifen 0 < n(t) < m gilt, 


3. der FuBpunkt der Normalen durch ¢ auf d eine eindeutige Bogenlinge s 
hat. (Hierauf gehe ich in Nr. 9 zwecks spiteren Anwendungen ausfiihrlich ein.) 

In den Hilfsformeln beschrinke ich mich nur dann auf 6 = 6). wenn im 
Integranden eine durch » = n(t) voraussetzungsgemaS abgeschitzte Funktion 
auftritt. 

Die Hilfsformeln gehen schrittweise auseinander hervor. Die Beweise 
fuBen auf geeigneten Zerlegungen der Integrationsbereiche und der Inte- 
granden bei gelegentlicher Verwendung von passenden Integrationsverinder- 
lichen. Hierbei fiihre ich folgende, in der weiteren Arbeit standig wieder- 
kehrende Zeichen ein. Fiir zwei Ausdriicke g.und h, die Konstanten oder 
Funktionen bedeuten, sei |g| = \k-h\, wobei k eine positive, endliche Kon- 
stante oder eine beschrinkte Funktion gréf8er als eine positive Konstante 
und im iibrigen unwesentlich ist. Dann schreibe ich g = h. Entsprechend 
setze ich <. =, >, = an Stelle von =, wenn diesbeziiglich <, <, >, => an 
Stelle von = steht. Es gilt =, wenn gleichzeitig <= und & ist. Diese Zeichen 
wende ich auch bei fortlaufenden Abschitzungen an. 


a. Zuerst stelle ich die Kleinheit gewisser Integrale ist. R = R(t, t’) 
sei (wie immer in dieser Arbeit) die Entfernung zwischen ¢ und ¢’; R = 0. 
p bzw. a sei irgendeine Konstante, die 0 < p < 2 bzw. OS 4 < 1 geniigt. 
Dann ist 





1 22 ° 
le i 3°" 
wenn dt iiber die Kreisfliche um ¢’ als Mittelpunkt mit dem Halbmesser a 
integriert wird. Diese Formel wird nachfolgend verallgemeinert. Hierzu 
werde dt iiber einen Teilbereich von 6 integriert, der von gleicher Art wie 6 
sei und den Inhalt 2 - a? habe; als solchen Teilbereich wihle ich etwa irgendeine 
zu 6b gehérende Kreisflache A. Ferner fiihre ich eine Funktion / = f(t) fol- 
gendermaBen ein. Ist 6 nicht von der Art bp, so sei / irgendeine in 6 integrier- 
bare und beschrinkte Funktion. Ist aber 6 von der Art bo, so verstehe ich 
unter e eine Konstante, die 2e < 2 — p und 0 Se < 1 geniigt und sonst 
willkiirlich ist; dann sei f irgendeine in 6 integrierbare und in (b — d) be- 
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schrankte Funktion, die { < 1: n* fir 0 < n(t) < m erfiillt. Insbesondere 
kann f < log» fiir 0 < »(t) S m sein. Denn es gilt stets 


(3. 4) log u < 1:(v-u") 


fiir irgend zwei positive Zahlen u und r. SchlieBlich sei z irgendeine Konstante, 
die 0 << z <2-(1 —e) geniigt. 
Ich behaupte 


(3. 1) | ((: R*) dts a~”-**, 
(3. 2) | f-log Rdt = a*=-** 
und 

(3. 3) [fdeZa®—*; 


fiir beschriinkte / gelten diese Formeln mit ¢ = 0. 

Zum Beweis bezeichne ich mit A’ die Kreisfliche um t’ mit dem Halb- 
messer a und mit B den etwa vorhandenen gemeinsamen Teil von A’ und A. 
Dann gilt 


fG: Reyde= | (fi: Ryde + f (fj: Bde, 
A A-B a 

also, wenn man / als beschrankt annimmt, 
S (x - a®: a”) + (2-2-a?—”: (2 — p)) = a*-” 


fiir a > 0, woraus (3.1) mit e = 0 folgt. Bei Einschrinkung von 6 auf by 
wird j ({: R”)dt ebenso durch a?~? und damit erst recht durch a®?—?—** ab- 
geschatzt, solange dt iiber A auBerhalb des Randstreifens integriert wird. Ich 
beschranke daher im folgenden A, A’ und B auf den Randstreifen. Jetzt ist 


Wla>1. f dnds ~ a*—?~* 
| pecs {| < , 


n° l—e 





A—B 


da und s jeweils iiber ein Intervall von geringerer Lange als 2 - a zu integrieren 
sind. Weiter ist bei Integration iiber denjenigen Teil von A’, fiir denn = R® 


gilt, 
if| ya dt — @ge—?-ze 
{Bae < \ RPtze <“J—s—e’ 





A’ 


Ferner ist bei Integration iiber den restlichen Teil von A’, fiir den m < R? gilt. 


j A ae ={| ands 0 =~ 


P 





—+e a : 
n? l 2 € 
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Aus allém folgt (3. 1) fiir 6). Aus (3. 1) fiir b und bo ergibt sich (3. 2), wenn 
man (3. 4) beriicksichtigt. SchlieBlich ist (3.3) die Formel (3.1) fiir p = 0. 


b. Weiter untersuche ich die Stetigkeit und Singularitat gewisser Integrale. 
Ich schicke voraus, daB bei letzteren dt iiber einen Teilbereich B von 6 inte- 
griert wird, der von gleicher Art wie.6 sein mége und auch mit b zusammen- 
fallen kann. w sei ein zweiter Parameterpunkt neben ¢’. p und q seien irgend- 
welche Konstanten, die 0 = p < 2 und 0 Sq < 2 geniigen. / habe die in 
Nr. 3a angegebenen Eigenschaften, wobei neben 2¢ < 2 — pnoch3e <2—gq 
bestehe. Weiter seien g = g (t, t’),h = h(t, t’) und N = N (t, t’) irgendwelche 
in b fiir R > 0 stetige und tiberall in 6 beschrinkte Funktionen. SchlieBlich 
sei J = J (t, t’) irgendeine in 6 stetige Funktion. Dann gelten 





1 
{ Rit, w) Sora = N-bgk 


und 
' 1 
J g(t, ) - log F (¢, 00) - aoa (we) dw = J 
fir beschrinkte / (Lichtenstein, konf. Abbildungen, Formel 57 und 58 auf 
S. 24, ferner 8. 28 unten). 
Allgemeiner behaupte ich 


; g(t.)  A(wt) pg 
sia | RP (t,w) RY (w,t') stare 





N on 
=peraaaes. ‘fir p+q—2+2e>0, 


oder = N-logR fir p+q—2+2e= 9, 
oder = J fir p+q—2+4+2e<0; 
fiir beschrankte / ist e = 0 zu setzen. 
Ferner besteht 
(3.7) { g(t,)-log R (t,w)- wen. f(w) dw = J, 


par fe on J, 


J g(t,w)- 
Penge <n FLAS -f (w) dw = J, 
ot, w) - log R (t, w) - h (w, t’) - f (w) dw = J 
und Entsprechendes bei Vertauschung von tmit t’. Zuvor beweise ich noch, daB 
(8. 5) , { cs dt stetig 
ist. 
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Zum Beweise von (3. 5) gebe ich irgend zwei Punkte u und ¢’ im Innern 
einer festen Kreisfliche A mit dem Halbmesser a an, wobei ich von A den 
nicht zu B gehérenden Teil weglasse. Dann ist die Differenz 

1 f-g (te) dt — | f-gtt, u) dt 
R? (t,t’) R? (t, u) 
K 





B 
r fiat \f| at 


f-gt)  f-gitw) a, ; 
) RP (t,t) RP (t, w) 
A A 


R? (t, t’) R? (t, u) 











=. 

B—A 
Weiter ist gemaB (3. 1) die Differenz < a*~?~** fiir lim u = ¢’ und das fiir 
jedes a, woraus (3.5) folgt. Nach gleichem Verfahren mit (p + q) anstatt p 
erhalt man (3.6) fiir 2—(p+q)—2e> 0. Somit ist in den weiteren 
Beweisteilen der Fall p + q — 2 + 2¢ < 0 als erledigt anzusehen. Ferner 
ist zu beriicksichttgen, daB (3.6) aus (3.5) folgt, solange R > 0 ist. Man 
integriere iiber einen Bereich, der ¢ im {nnern enthalt und ¢’ ausschlieBt, etwa 
eine Kreisfliche um ¢ mit dem Halbmesser R : 2, von der ich den nicht zu B 
gehérenden Teil weglasse. Dann ist das Integral in (3.6) nach (3.1) abzu- 
schaétzen durch 





ow Ss r w a 1 
25 ee5 <p 
fiir 
p+q—2+2e>0 
oder < | fiir 


p+q-—2 +2e=0. 
Weiter integriere man iiber den durch R:2 < R(t, w) < R(w,t’) fiir w 
in B gekennzeichneten Bereich und unterscheide: 


(1) w liegt auBerhalb des Randstreifens, 
(II) w-legt im Randstreifen so, daB n(w) = R? ist, 
(III) »(w) < Re. 
Dann ist das Integral (3.6) abzuschitzen durch 


| [f()| aay 
R?* 7 (t, w) 


(I) Integral Z fir p+q > 2 oder <logR fir p+q =2, 


und somit 


i a dw ~ 1 
(II) Integral < Fr | R*%¢,w) ~ RPeta—2+2ze 


oder = sa; log R fir p+q = 2, 
R2 


m dn 1 
(IIL) Integral = —*. | i 





fir p+q>2 





n° (1—e)- RP+9—2+2¢ 
° fir p+q—2+2e20. 
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Bei Vertauschung von ¢ mit t erhalt man die gleichen Abschatzungsergebnisse. 
Aus allem folgt (3. 6) vollstandig. SchlieBlich ergibt sich (3. 7) aus (3. 6) mit 
Hilfe von (3.4). Man braucht in (3.4) mit « = R nur v < 2 — p — 2e, 
v <2 —gq-—2e und v < 1 — e zu wihlen, was mit v > 0 vertriglich ist. 


e. Ferner gelten nachstehende Darstellungen der Iterationen von 
K = N: R’. Dabei sollen N und J die in Nr. 3b angegebenen Eigenschaften 
haben. p sei irgendeine Konstante, die 0 < p < 2 geniigt. K™ sei der 
(v — 1)-te iterierte Kern. Weiter sei m die durch 


2 2 
scimetiiatie <= S qeeemees 
— <_mail+ is 
eindeutig bestimmte ganze Zahl; also ist 


m= m(p) = 2 








und 
2m—4 _ 2m—2 
m—1 =Pp< m * 
Dann besteht: 
K” — N: R®-+@-p) 
fir v = 1... (m — 2), wenn m > 2 ist. 


K™-) — N.- R2-™-ve-p 

fiir m<1+ a das heiBt a nicht ganzzahlig, oder 
K"-) —N-logR 

fiir m = 1 + 5, das heifbt = *— eine der Zahlen 2, 8, .... 


K™ _ J 


fir v =m, m+1,..., also fiir v => 2, wenn 0 < p < 1, 
ferner fiir v > 3, wenn 1 S p < 4:3 usw. 


Diese Formeln ergeben sich aus der wiederholten Anwendung von (3. 6) 
und (3.7), wenn man die verschiedenen Méglichkeiten durchrechnet. 


d. SchlieBlich zeige ich die Vertauschbarkeit gewisser Integrationsfolgen. 
Multipliziert man das in (3. 6) angeschriebene Integral mit j = j (t), wobei j 
von gleicher Art wie / sein soll, und integriert dt und dw iiber b, so behaupte 
ich die Vertavechbarkeit der Integrationsfolgen, also 


gw) biwt) bi 
(3. 9) \) shew), Kieth J(u): 5 dvd [| ---aedw. 
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Das fuBt auf der ferner behaupteten Formel 
N-f-7 , N-f-7' gy 
(3. 8) {| 5% ae av {fhe ae a, 


wobei dt iiber B und dt’ iiber B’ integriert werden; B’ sei von gleicher Art 
wie B (vgl. Nr. 3b); B und B’ diirfen auch zusammenfallen. 

Zum Beweis von (3.8) fiihre ich Z = Z (t, ¢’) fiir t in Bund ¢’ in B’ fol- 
gendermaBen ein. Es seiZ = 0, wenn mindestens einer der drei nachstehenden 
Fille eintritt: 

Rasa, nia, vn Sar. 


Ferner sei Z = N, wenn R = 2-a und dazu gegebenenfalls im Randstreifen 
n > 2-a* und n’ = 2- a? ist. Hierin bedeute a eine positive Zahl. Im iibrigen 
sei Z eine iiberall stetige Funktion. (3.8) gilt fiir Z anstatt N. Also ist die 
Differenz der beiden in (3. 8) angefiihrten Doppelintegrale gleich 


i-7j'-(N —Z) pos ; 
\| mes ee didt [[---a dt. 


Nach (3. 1, 3) gibt es eine positive Zahl c derart, daB beide Doppelintegrale 
< a fiir alle a sind. Also ist die genannte Differenz gleich Null, das heiBt, es 
besteht (3. 8). 

Zum Beweis von (3.9) bezeichne ich mit A bzw. C den in 6 gelegenen 
Tei] einer Kreisfliche um ¢’ mit dem Halbmesser a bzw. ¢ und setze a < c. 
Dann ist die Differenz der beiden in (3. 9) angefiihrten Doppelintegrale gleich 
j [... dt dw + [{... dedw — | f ...dwdt— 

A 


b—A b—A 
_ j f yee dwdt— {f... dw dt. 
o—cA r 
Hierin hebt sich nach (3.8) das erste Doppelintegral gegen das dritte weg. 
Im zweiten Doppelintegral ist Fae -j (t) dt nach (3. 5) stetig, also das 
w 
zweite Doppelintegral nach (3.1) durch =a*~*~** abzuschitzen. Im 
vierten Doppelintegral ist R (t, w)>c — a, also das vierte Doppelintegral 
nach: (3.1) durch < a*~?—** : (ce —.a)” abzuschitzen. Im fiinften Doppel- 
integral hat { ... dw bis auf den Faktor j (¢) die in (3. 6) angegebenen Werte, 


4 

wobei ich auf eine Abschitzung mittels a verzichte. Also ist das fiinfte Doppel- 
integral nach (3.1) durch < c*~?—¢—** fir p+q—2+2-e>0 oder 
nach (3.2) durch < c*~*—*¢ fiir p + g — 2 + 2e = 0 oder nach (3. 3) durch 
< c~*¢ fir p +q—2-+2¢ <0 abzuschitzen. Das gilt fiir alle erlaubten 
a und c. Ich lasse zuerst a und danach c gegen Null streben. Dann ergibt sich, 
da8 die Differenz der beiden in (3.9) angefiihrten Doppelintegrale gleich 
Null, das heiBt, daB (3. 9) richtig ist. 
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4. Zusammenhang der urspriinglichen mit der iterierten Integralgleichung. 

Der Beweis der Hauptsatze mittels Iteration der ganzen Integralgleichung 
fut auf folgendem Zusammenhang der urspriinglichen Integralgleichung (1. 1) 
mit der iterierten Gleichung (1. 2). 


a. Ich bezeichnete den Defekt, die etwa vorhandenen Figenlésungen und 


die allgemeine Lésung von (1. 2) mit ¢«(K™), W,(K™) und W(K™). Ent- 
sprechend bezeichne ich diejenigen von 


ec 
(4. 1) W—1"-(K-Wdt'=M 
‘ £ © L 
mit i(1" -K), W,(1" -K) und W(1" - K) fir c = 0... (m—1); 1” wie in 
(2. 10). Ferner ersetze ich im transponierten Fall iiberall K durch K” = K (t’, t) 
und beachte K”” = K'. In dieser Nr. 4 geniigt es, die Eigenlésungen als 
irgendein System von untereinander linear unabhingigen Lésungen der homo- 


genen Gleichung anzusehen und zum Unterschied von Nr. 2a auf die Nor- 


mierung und Orthogonalisierung zu verzichten. Die W,(1" - K) sind komplexe 
Funktionen der reelJen Verinderlichen (z, y). 

Man kann jedoch ein System von irgendwelchen komplexen Funktionen 
Z, = Z,,(t) der reellen Verinderlichen (z, y), von denen das Produkt je zweier 
integrierbar ist, in das folgende sogenannte unitare System iiberfiihren. (Hell.- 
Toepl., S. 1536; nachfolgendes ist eine Abinderung der Hilfsformel 4 auf 
S. 1394 daselbst.) Man setze 

Y, = Zi: (j Z; ° Z, dt)?, 
wobei die Tilde den Ubergang zur konjugiert komplexen Funktion bedeutet, 
ferner 
Y, =(Z, — E,Yu-{Z.- Pat): ({ Zahler x Zahler dt)* 
feoenl... (v — 1) und ov = 2, 3, ..., 
wenn der Zahler nicht identisch verschwindet, und 
Y » = 0, 
wenn der Zahler identisch verschwindet. Die aufeinanderfolgenden, nicht 
identisch verschwindenden Y,, von denen einige Indizes ausfallen kénnen, 
sind ein System mit der Normierung 
f¥.-Yde=1 
und der Orthogonalisierung ; 
[Yu ¥.dt=0 fir u + », 
das als unitér bezeichnet wird. 
26° 
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b. K und W sollen den Voraussetzungen I und II der Nr. 1 geniigen. 
Aus den Eigenschaften der primitiven n-ten Einheitswurzel (2. 10) folgt: 


Satz I. Setzt man die n linearen homogenen Integraltrans{ormationen 
von W, némlich 


Ww - 1 (K-Wiae fir v =0... (w— 1), 
in wgendemer Reihenfolge zusammen, « erhdlt man 
W—{K™-Wde. 
Satz Il. Lapt man dabei die Transformation fiir v = c aus, so erhalt man 


T,.(W) =W+2,1" -[K®-W'dt' fir e=1... (w—1), 
woraus 
(4. 2) 2.T,.(W) =n-W fiir c=0... (nh —1) 
folgt. 


e. K, M und W sollen den Voraussetzungen I, II und IV der Nr. 1 ge- 
niigen. Danach gibt es eine Zahl m, so daB fiir (1.2) im Fall » = m alle 
Hauptsitze gelten. Ich beweise 


Satz II]. Die’ W,(1" -K) stellen fir u =1...i(1"-K) und 
e=0... (n—1) ein vollstindiges System von untereinander linear unab- 


héngigen Lésungen von (1.2) mit M, = 0 dar. soweit i(1" -K) > 0 besteht; 
es ist 


(4. 3) Zi (1" -K) = i(K”) fiir ce = 0... (w—1) und n =m. 
Die nicht identisch verschwindenden W,,(1" -K) kémnen daher bei Verzicht auf 


Normierung und Orthogonalisierung als W,.(K™) fir v =1... 1(K™) 
benutzt werden. 


Aus Satz I folgt die bekannte Ungleichung ia” -K) 5 1(K), wenn c 
irgendeine der Zahlen 0 ... (m — 1) ist. (Hell.-Toepl., Nr. 11b, Satz an- 


schlieBend (4), ferner Schmidt I, 8.448 oben.) Also sind alle + (" - K) endlich. 
Man kann daher 


E, Ey hey W.(1” -K) =0 
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fiir w=1...i(1"-K) unde =0... (m— 1) mit den zu bestimmenden 
Zahlen h,,, ansetzen, soweit i(1" -K) > 0 besteht. Aus 7,,,(2,2,...) =0 


folgt (nach Satz I) T,.(2uheu- W,(1" -K)) = 0. Wegen 
Wl" -K)—1" -[K-W,(1" -Ky det =(1—1*)- WI 
ist daher 


¢ 
n 


-K) 


sla 


Zuhew x Wi(1 ‘ K) = 0, 


somit 
he, =0 fir w=1...i(1"-K) und c=0...(n—1). 


c 


c 
Demnach bilden die W,(1" - K) ein System von Z,i(1” - K) untereinander 
linear unabhingigen Funktionen. Da jedes W,(1" -K) von den W, (K™) 
fir v1... 4(K™) linear abhangt, ist 2,i(1" -K) <i(K™). Hierbei 
benutze ich den aus der Gleichungstheorie stammenden 

Hilfssatz IV. Sind in einem Gleichungssystem der Art 
F(t) = Zeger Co(t) fiir v=1...tundw=1...59 

die F, untereinander linear unabhingig, so ist 7 kleiner oder gleich der 
kleinstméglichen Zahl i; letztere ist die festbleibende Anzahl von linear unab- 


hiingigen Funktionen unter den C,. Die Funktionen und Zahlen kinnen auch 
kompler sein. 


c 


Andererseits hingt T,.(W,(K™)) nach Satz II von den W,(1” - K) 

firu=1... ici" - K) linear ab. Dann folgt aus (4.2), daB n- W,(K™) 
ce c 

von den W,(1" -K) fir u=1...%(1" -K) unde = 0... (n — 1) linear 


abhangt; v= 1...4(K). Somit ist nach Hilfssatz 1V i (K’”) = 2,2 (1 ". K). 
Aus allem folgt Satz III. 
Diesen kann man als Verallgemeinerung eines Satzes von Schmadt auffassen: 
Man bestimme : 
F., = F.(t) = WAK™) + Z,1" -[ K@- W (KY de’ 
fire =1...(n—1), c=0...(m—1) und vo =1...4(K™); 
dann gibt es gewisse Konstanten g,,,, so daB 


ce 
" 


c 
Fev = ZuGeou W.(1" -K) fir uw =1...4(1" -K) 
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besteht; es ist 
n-W.(K”) = 2, F.y. 

(Vgl. Schmidt I, S. 447—448; die Untersuchung daselbst ist von der Definition 
der iterierten Kerne an bis einschlieBlich den beiden Siatzen anschlieBend 
Formel (2) ebenso fiir unsymmetrische Kerne giiltig, die den Voraussetzungen I 
und IJ meiner Nr. 1 geniigen; die weitere Untersuchung von Schmidt ist 
jedoch nur fiir symmetrische K méglich.) 

Dieser Satz folgt aus Satz IJ. Ein bekannter Sonderfa!] von (4. 3) ist: 


aus +(K™) = 1 folgt z,i(1" -K) = 1 fire =0...(m— 1). 
(Hell.-Toepl., SchluBsatz der Nr. 11b daselbst.) 
d. Unter den Voraussetzungen I, II und IV der Nr. 1 beweise ich 
Satz V. Durchlaiuft n die Primzahlen => m, so gibt es héchstens endlich- 


viele Werte n, fiir die nicht alle i(1" - K) verschwinden; ¢ = 1... (n — 1); 
folglich gibt es unendlichviele Werte n = g = m, fiir die 


c 
i(l?-K)=0, ec=1...@—}), 
und damit 


(4. 4) i(K®) = i(K) 


gilt. — Man kann demnach erreichen, daB der Defekt der iterierten Glewchung 
gleich dem der urspriinglichen ist. 


c 
Fiir i(K™) = 0 sind nach (4.3) alle i(1*-K) =0. Fir i(K™) >1 
gibt es nach (4. 3) mindestens ein v = v (mn), so daB 1” ein Eigenwert von K 


und damit " einer von K™ ist; OS vSn—1. 1" nimmt im Fall 
v (n) = 1 standig neue Werte an, wenn » die Primzahlen = m durchilauft. 
Da K™ auf dem Einheitskreis der komplexen Zahlenebene héchstens endlich- 
viele Eigenwerte besitzt, gilt v(m) = 0, wenn man von héchstens endlich- 
vielen Werten » absieht. Hierbei habe ich eine SchluBweise von Iglisch 
(8. 228 daselbst) verwandt. Der Beweis von Iglisch la8t sich mit (4. 4) 
wesentlich kiirzen, wie in Nr. 2e erwahnt wurde. 


e. Setzt man wieder I, II, IV der Nr. 1 voraus und bedeuten r und s 
irgendwelche ganze, positive Zahlen, so gilt der zweite Defektsatz: 
(4. 5) i(1’ -K) =i(1* -K”. 


Denn (4. 4) gilt auch im transponierten Fall. Also gibt es unendlichviele Werte 
n>m. fir die gleichzeitig i(K™) =«%(K) und ¢(K””) =1i(K”) ist, 
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woraus 4 (K) “ 4 (K"’) folgt. Daran andert sich nichts, wenn man von vorn- 
herein K durch 1 ‘& ersetzt und unabhiingig davon mit den bisberigen 
Faktoren 1* umgeht. 


ft. Die lésenden Kerne L von (1.2) und (4.1) werden mittels (2. 3) be- 
stimmt, wobei J unabhingig von M, und M ist. Insbesondere bezeichne ich L 


e 
fiir (1. 2) mit L (K) und L fiir (4. 1) mit L(1" - K). Ich beweise unter den 
Voraussetzungen I, II und IV der Nr. 1 die Richtigkeit von 


(4. 6) L(1"-K) = — 5,1"°- K® + L(K™) 
+ z.1"° . {L (K™; t,z)-K® (z,t’)dz 


+ 2,2,W,(1" °K): Hi,, 


fir e=1...(n—1), u=1...i(1" -K) und v=0... (n—1) auBer 


v = c, c eine der Zahlen 0 .. . (n — 1), soweit i(i™ -K) > 0 besteht; hierin 
sind die H.., = H.y.(t) gewisse durch L (K™) bestimmte und von M unab- 
hangige Funktionen mit den gleichen allgemeinen Eigenschaften wie etwa 
{M-K dt. 

Nach Satz II ist 


(4. 7) W (1" -K) = 7,.(W (K™) fir M, =_M 


eine Lésung von (4. 1), wenn c irgendeine der Zahlen 0... (n — 1) ist. Die 
notwendigen und hinreichenden Bedingungen zur Existenz von W (K) fiir 


M,, = M und damit von wi" - K) in der Form (4.7) sind nach (2. 1) 
[M-W (Ko) dt =0 fir v=1... i(K™”), 

wenn 1 (K””’) > 0 ist. Sie gehen nach Satz III iiber in 

(4. 8) {M-W(1"-K")dt=0 fir w=1... é(1"-K”) 


Uv 


und v = 0... (m— 1), soweit i(* -K") > 0 besteht, wenn i (K™) > 0 ist. 


¢ 
Hiervon sind, wie sich durch Multiplikation von (4.1) mit W(,1" -K’’) und 
Integration ergibt, die Bedingungen 


(4. 9) {M-W.(1" -K”)dt =0 











408 L. Sauer. 
fiirw = 1...i(1" - K”) im Fall i(1" -K”) > 0 zur Existenz von W (1" - K) 


notwendig und, wie ich nachfolgend zeige, auch hinreichend. M braucht 


demnach zur Existenz von wii" - K) nicht (4.8) fiir o + ¢ zu geniigen. 
Also laBt sich W (1 -. K) nicht in der Form (4. 7) darstellen, wenn zwar (4. 9), 


aber nicht (4. 8) fiir v + ¢ erfiillt und i(K”’) > i(1" - K”) ist. (4.7) kann 
daher nicht die allgemeine Lésung von (4. 1) sein. Jedoch ist nach (4. 1) und 


Satz II W (1" - K) in W (K™) fiir M, = T,.(M) enthalten. Demnach ersetze 
man in (4.8) M durch M, = T,,.(M) und beachte 


(4.10) [K°-W 1" -K")dt=1 *. [Ke WK") de 


1 **- Wl" -K’y. 


I] 


Folglich ist 
{ 7,.(M)-W ie K"\dt= I," 0M WL KY) at 
fir e=—0...(m—1), somit gleich Null fiir e+ und _ gleich 


n JM. W ¥(1" - K")dt fir c =v. Also sind die Bedingungen (4.8) mit 
M,, = T,,.(M) anstatt M fiir ¢ + ¢ identisch erfiillt und bleiben fiir v = c 


bestehen. Man hat demnach in (4. 9) die i(I* K"’) notwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen zur Existenz von W (K”) fiir M, = T,,.(M), die 
¢ 


fiir i(1" - K”) = 0 wegfallen. Nach Satz II ist 


(4.11) A, = W(K™)—1"-[K-W (Ky dt — M fiir M, = T,,.(M) 
eine Lésung von 

(4. 12) T,,.(W) = 0. 

Also ist A, durch die Eigenlésungen von (4. 12) darstellbar. Zu diesen ge- 


héren (nach Satz II) die W.(1" - K) fiir v + c. Ferner ist jede Eigenlésung 
von (4. 12) auch eine von (1. 2). Daher kommen (nach Satz III) nur noch die 


W.(1" -K) in Betracht, fir die aber nach (4. 10) 
T,.(W,(1" -K)) =n- Wa(i" -K) 


gilt. she hat (4. 12) den Detsks 4(K™) —7% am. K) und die Eigenlésungen 


W,(1" - RK) fir u=1. Tce K) und v = 0...(m—1) auber v =e. 
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Folglich gibt es gewisse, durch die Wahl von W (K') bestimmte Kon- 
stanten p,,,, so daB 


(4. 13) A, = xe ePeue : Wl" ; K) 


fiir vu =1...i(1"-K) undv =0... (n— 1) auBer v = ¢ ist. Fiihrt man 
hierin 
=e £ ca 
(4.13) (1—1” )-W,(1" -K) = W,(1" - K) — 
—1"-[K-W,(1" - Ry de’ 
ein, so ergibt sich aus (4. 11, 13) 





(W (x; — 2,5, Peer. W, (1. K)) —1*-(K-(---y ae — M = 0, 
i—1* 


somit 





€ t 
(4. 14} W(t*.K) = W(K™) — 2,2, —Pees—. W,(1" - K) 


e-wv 


ee his 


fiirw —1...i(1" .K),vo=0...(m— 1) auBerv = c und fiir M, = T7,,(M), 


soweit i(i" -K) > 0 besteht. Dadurch ist W(1" - K) aus dem allgemeinen 
W (K™) fir M, = T,,,(M) ausgesondert. In diesem W (K™) kann nur noch 


ein willkiirlicher linearer Ausdruck in W,(1" -K) vorkommen. Ich bringe 
jetzt (4. 14) auf die Form (2. 3), um dadurch das behauptete (4. 6) zu erhalten. 
Nach (2. 3) ist 


(4. 15) W (K”) = M — {(- z 1" Ke 4 


+ L(K™) + 5,1" " -{ L(K™; t, 2) -K® (2, ) dz) M’ dt’ 
fire = 1...(m— 1) und M, = T,,, (M), da die vorkommenden Integrations- 
folgen vertauscht werden diirfen Damit geht (4.11) in 

A, = | B,- M’' dt 
iiber; hierin ist 
B, ——< K™ os L (K™) = 
e 


— 3,1" + L(K; t, 2) -K® (2, t') de + 


+1" -[K(t,2)*L(K; 2,0’) dz + 
e+1 


421% . {fx (t.z)-L(K™; z,w)- K® (w, t') dw dz. 
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B, ist unabhingig von M und hat die gleichen allgemeinen Eigenschaften 
wie K™, da das auch fiir L(K™) gilt. Somit folgt aus (4. 13) 


[ B.-M' dt = 2,2, peve'W, (1 +B). 
Nimmt man von vornherein die W,, (1* - K) als unitares System an (Nr. 4a), 
su ist 


Peus = ff W, ae -K)-B,-M' dt at. 











Ich setze 
re ara =z | Wa (0 -K) Bae 
3—1 °* 
und erhalte 
(4. 16) — —Pur— = [Hew M’ dt’. 
1-—1* 


Fiihrt man (4. 15, 16) in (4. 14) ein, so erhalt man wegen (2. 3) die behauptete 


Formel (4. 6). Verzichtet man darauf, daB die W, (1* - K) ein unitares System 
sind, so la8t sich in ahnlicher Weise auf die Existenz der H,,,, in (4. 6) schlieBen. 


g. Aus (4. 6) leite ich zwei Darstellungen von La -K) ohne H,,, ab. 
Dabei sei g wie in (4.4) bestimmt. Dann gilt 
(4. 17) L(K) = — 2, K® + L(K) + 
+ £,f L (K; t, 2) - K® (2, ¢') dz 
fir e=1...(m —1) und ¢(K) 20. 


r 


Versieht man von vornherein K mit dem komplexen Faktor 1*, so ge- 
r 


winnt man hieraus eine entsprechende Formel fiir L (1‘ -K) an Stelle von 


(4.17), wenn i(1* -K) =0 ist. Andererseits gilt 
(4.18) L(1"-K)=—2,1"°-K%4L(K™) + 


+2,1*"- fz (K™; t, z) - K® (z, t’) dz 


fiir «(K°) = 0 und damit gleichbedeutend fiir 1(K) = 0 und n = g. 
Hiervon ist der Sonderfall 


L(K) = — 2, K®+L(K) + 2, ) L(K; t, 2) -K (2, t) de 


fiire = 1...(m— 1) und i(K™) = 0 bekannt. Das kann aus der bei Fred- 
holin anschlieBend (27) stehender Formel gefolgert werden. Es ist zu beachten, 





Parametrixmethode. 41l 


daB bei Fredholm K und L das umgekehrte Vorzeichen wie hier haben. Also 
ergibt sich nach Fredholm, wenn ich K = — K und L(K) = — L(K) setze, 
L(K) = L(—(— 1 K™) + 5, (— 1p K® + 

+f L(—(— 1+ K™; t,2)- E,(— 1) K (2, ) dz 

fiir e=1...(n—1). 
{Vgl. ferner Fredh., Formel nach (26) und vor (25) daselbst.] Diese Vorzeichen- 
wahl hat auch Hellinger-Toeplitz in der Auflésungstheorie entgegen der in 
der Eigenwerttheorie, die mit meiner iibereinstimmt, getroffen. Dann ist 
Formel (3) auf 8.1384 in Hell.-Toepl. durch obige Formel fiir Z(K) zu be- 
richtigen: K, ist nicht der lésende Kern von K™, sondern von — (— 1)*- K™. 
Weiter ist beim Vergleich der Formel in Hell.-Toepl. mit obigem D(K) noch 
die spitere Formel (7.10) zu beriicksichtigen. 
h. Ich beweise 
1 
(4.19) L(K™) = L(K) + L(1* -K) + 
n—1 


1 
+--+ D(1" +K)—[L(K;t,s)-L0"-K;s,t)ds— 


2 
- { L(K; t,s)- La" -K;8,t)ds — 
n—2 n—1 


—----fLqa*. =: t,s)-L(1 * Ki s,t)ds + 
+J{L(K;t,s)- ma" -K;8,w)- La -K;w,t’)dsdw + 


+ [JLst,9)- L(+ Kyo, w) LK; t)dsdw 

an-—3 n—2 n—1 
+--+ [LQ K;t,s)-L(1 * K;s,w)-L(1 * K;w,t')dsdw 
usw. bis 


+(—1-!-ff---[L(K;t, 8) x 
1 


n—1l1 


x L(1"-K;s,w)...L(1" K;2,t)dsdw...dz 
fiir «(K™) = 0 und damit gléichbedeutend fiir 1(K) = 0 und n = g wie 





in (4.4), wenn » > 2 ist. Dabei sind alle L (" - K) nach Nr. 4f und g vor- 
handen. 


Man setze nacheinander 
M,,,; =M,—1" -[K- Mi dt 
fir v =0... (n—1) und M, = M. Dann gilt nach Satz I 
M, = M —|K”-M'dt, 
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also nach (2. 3) 


(4. 20) M = M, — | L(K)- Mi dr’. 
Geht man in der rechten Seite von (4. 19) bis a anstatt n, 1 < a < n, und 
nennt den so entstehenden Ausdruck C,, so gilt 


(4. 21) M=M,-—JC,-M‘dt 


vorerst fiir a = 1, wenn man C, = L(K) setzt. Angenommen, (4. 21) 
gelte auBerdem fiir irgendein a, das 2 a < nm — | geniigt, falls m > 2 ist. 
Setzt man dann in (4. 21) fir 1 < a < n — | die gemaB (2.3) bestehende 
Gleichung 


a+l 


M,=M,,,—|L(1"-K)-M;,, dt’ 


ein, so erhalt man (4. 21) fiir (a + 1) anstatt a; denn es ist 


C,+L(1" -K)—|C,(t,s)-L(1" -K:s,t’)ds =C,,. 


Also besteht (4.21) auch fiir a = », somit nach (4.20) C, = L(K™), das 
heiBt (4.19). Andererseits folgt aus (4. 18) die Formel 


(4. 22) n-L(K™) =. L(1" -K) 


fire = 0... (m— 1); wenns(K”’) = O und damit gleichbedeutend 1(K) = 0 
und » = g wie in (4. 4) ist. Demnach ist in Hell.-Toepl. die Formel (4) auf 
8.1384 dadurch zu berichtigen, daB, wie schon in Nr. 4g festgestellt, K,, der 
lisende Kern von — (—1)"- AK™ sein mu8 und da8 ferner alle ¢-Potenzen 
durch 1 zu ersetzen sind. Durch Vergleich der beiden Darstellungen von 


c 


L (K"”) erhalt man eine Integralbeziehung zwischen den L(” - K), beispiels- 
weise 


L(K) + L(— K) =2-|L(K;t,s)-L(— K;s,t’)ds 


fiir n = 2, wenn i(K™) = 0 ist. 


5. Beweis der Hauptsitze der Auflésungstheorie mittels Iteration der ganzen 
Integralgleichung. 

a. Der Inhalt der Nr. 4 besagt vom Standpunkt der Auflésungstheorie 
aus gesehen, daB die Fredholmsche Integralgleichung im engeren Simne un- 
eigentlich singuldr ist. Fiir sie gelten also die Hauptsitze. Bevor ich darauf 
naher eingehe, bemerke ich, da8 K einen komplexen Zahlenfaktor enthalten 
darf und daB die Voraussetzung III der Nr. 1 betreffs Unstetigkeitsstellen 
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bisher nicht benutzt wurde. Ich konnte demnach die Definition der Fred- 
holmschen Gleichung noch etwas weiter fassen. Die Aufstellung der Voraus- 
setzungen I bis IV geschieht im Hinblick auf die (in Nr. 6 und 7 entwickelte) 
Theorie des allgemeinsten ]ésenden Kernes. 


Im einzelnen stelle ich fest: Die Endlichkeit von jedem ¢ an K), das 
heiBt der erste Defektsatz, folgt aus (4.3). Der zweite Defektsatz ist (4. 5). 
Der ae fiir den lésenden Kern ergibt sich aus der Darstellung von 


La K) durch K und L (K) in (4. 6) we ebenso aus der in (4. 17) fiir 


1 K anstatt K; beidem zufolge ist Lc K) vorhanden und hat die 
gleichen allgemeinen Eigenschaften wie K. Der Lésungssatz gilt, da mit 
Riicksicht auf das vor (4. 11) Festgestellte (4. 14) dann und nur dann besteht, 


wenn M den Bedingungen (4.9) im Fall i(i" -K”) > 0 geniigt. Fiir 


i(i” -K"’) = 0 fallen diese Bedingungen weg. Man kann erreichen, daB in 
der Lésung (4. 14) die p,,, nicht auftreten, wenn man daselbst wie in der 
Formel (4. 17) und ihrem Nachsatz zuerst c = 0 setzt, weiter n = g wie in 


(4.4) wahlt und schlieBlich K durch 1". ri ersetzt. 


b. Die als gemeinsamer Sonderfall der Fredholmschen und Levischen 
Gleichungen angekiindigte Integralgleichung (1.1) mit K = N: R? ist eine 
Fredholmsche Gleichung, weil es (nach Nr. 3c) ein m gibt, fiir das K™ im 
Fall » = m stetig ist. Denn dann gelten nach dem ersten Satz der Nr. 2c 
die Hauptsatze fiir (1. 2) und ist daher die Voraussetzung IV der Nr. 1 erfiillt. 
Folglich ist auch der Sonderfall mit K = N : R? im engeren Sinn uneigentlich 
singuldr. Die Frage, ob es eine Fredholmsche Gleichung ; ‘p+, deren K nicht 
in der Form N: R? oder nicht durch eine endliche Anzahl solcher Aus- 
driicke darstellbar ist, ist noch nicht geklairt. Allgemeiner kénnte die 
Singularitét von K so beschaffen sein, da8 sie sich nur schwer und uniiber- 
sichtlich oder iiberhaupt nicht auf Ausdriicke der Art N: R? zuriick- 
fiihren 148t. Damit hangt zusammen, da die allgemeine Fredholmsche 
Gleichung und der Sonderfall mit K = N : R? beide im engeren Sinn uneigent- 
lich singular sind und da8 auch sonst im Hinblick auf die Auflésungstheorie 
kein wesentlicher Unterschied bekannt ist. 


e. Ich beweise noch eine Fredholmsche Determinantengleichung, wie ich 
in Nr. 2d IV angekiindigt habe. Die Zusammensetzung der beiden Integral- 
c 


transformationen W — 1" -(K- W' dt’ und W — {K™. W' dt’ ist une 
hangig von der Reihenfolge. Demnach gibt es gewisse Konstanten /,, und /f,’,, 
fiir die (2. 8,9) im Fall «(K™) > 0 bestehen. Multipliziert man (2. 8) mit 
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W, (K’’) und (2.9) mit W, (K™), integriert iiber ¢ und subtrahiert von- 


einander, so erhalt man 
(5.1) Ey far |W, (K)-W, (Kyat = 3, (WK) W (KO 


Also ist 


(Determinante der f,,.) (Det. der | W,(K™) -W,(K”™) dt) 
= (Det. der /"’,) « (Det. der { W,, (K™)- W, (K”™) dt), 


weili(K'’”) = i(K””’) unter der Voraussetzung » > m ist. Folglich gilt (2. 
falls die Determinante der | W, (K™)-W, (K"'’)dt ungleich Null ist. Dariiber 
hinaus beweise ich die Méglichkeit emer geeigneten Numerierung der /,, 
und /,’,.. bei der sogar 

(5. 2) fu ° oat 


und damit insbesondere (2.7) in allen Fallen gilt. Es sei i(1" -K)>0 


fiir a =a, ... a, und i(1" - K) = 0 fiir alle iibrigen Werte von a der Reihe 


0... (wn — 1). Demnach ist z < n. Nach Satz III der Nr. 4 setze ich 
W,(K™) = W,(1" -K) fiir uw = 1... i(1" - K), 

@2 a bed | a2 
W,(K’) = W,(1" -&) fiir uw = (¢(1" -K) + 1)... (0(1" -K) + 2(1" -R)) 


usw. bis 


az as az 


W,(K™) = W,,(1" -K) fiir w = (2, i(1"+K) +1)...(2,4(1"-K) +4(1"-R)), 
s=1...(z—YH¥. 
Dabei ist 


5, i(1" -K) + i(1" -K) = i(K™); 
ferner habe ich die unteren Indizes der W, (1 ". K) umbezeichnet. Setze ich 
diese Werte in die Identiiat (4. 13’) fiir v = @, ... a, ein und vergleiche mit 
der Definitionsgleichung (2. 8) fiir /,,, so erhalte ich 





(5. 3) hue = O fir u + 0, 
e¢- a a 
leo=1-1° firw=—1... i(1° -&), 
¢~— ar as 


few =1—-1" fiir w = (25, i(1" -K) +1) 


bis (2, sc" -K) +4(1"- R)), 


s=1...@7—1) undr=2...2. 
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Entsprechendes gilt im transponierten Fall, bei dem a’ und z”’ an die Stelle 
von a, und z treten mégen. Man kann dann nach (4.5) stets a, = a’’ und 
z= 2” setzen, woraus (5.2) und damit (2.7) folgt. 

Ich bemerke noch, daB die Determinante der },,.. gleich dem Produkt aller 


c-—@ 


derjenigen (1 — 1” jist, fir die i = i(1" -K) > 0 ist. Sie ist also genau 
dann ungleich Null, wenn i(1" -K) = 0 ist. Weiter folgt aus (5.1, 2, 3) 
(fuw = for) . jw. (K"") ‘WwW, (K”™) dt = 0. 


Hiermit sind beide Fredholmsche Annahmen betreffs der Giiltigkeit von (2. 7) 


vertraglich, namlich da die Determinante der | W,, (K™) - W, (K"™) dt 
ungleich Null oder gleich Null ist. 


6. Eigenschaften des allgemeinsten lésenden Kernes. 


Zur Angabe des allgemeinsten lésenden Kernes Z und seiner Eigenschaften , 
ferner der kennzeichnenden Sonderfille der Theorie des lésenden Kernes 
sollen in den nachfolgenden Nrn. 6 und7 fiir die Ausgangsintegralgleichung (1.1) 
die Voraussetzungen I bis III der Nr. | erfiillt sein und die Hauptsitze gelten. 
Wiederholt schreibe ich von irgendeiner Funktion C = C (t, t’) bzw. A = A (t), 
sie sei von der Art wie K bzw. M und meine damit, daB sie die Voraussetzungen 
I bis III der Nr. 1 erfiillt, wenn man daselbst K durch C bzw. M durch A 
ersetzt. 

Zwei lésende Kerne, die sich nur an ihren Unstetigkeitsstellen unter- 
scheiden, stellen (nach Voraussetzung III der Nr. 1) das gleiche W dar. Ich 
bezeichne sie daher als iibereinstimmend. 


a. Ich zeige zuerst, daB I sich als den (im oben angegebenen Sinn) 
einzigen lésenden Kern bestimmen liBt, fiir den 


(6. 1) W.' —[ Ino Wudt =0, u=1...4, 
und 
(6. 2) Wi’ — [Loo Wi’ dt =0, v=1... 4", 


in b besteht. 
Denn ist Z irgendein lésender Kern und bestimmt man 
A=L+5,W,-(W,’ —|W,-Ldy + 
+ 2,0" (Wy — | Wi - Ldt) - 
~ 3.5.0 We (| Wy: Wy de— {\ Wy Wy’-Ldtde) 


fir u=1...¢undv=1... 1” 


’ 
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so ist A wie L unabhangig von M und von der Art wie K. Ferner ist, wenn 
man (2.1) voraussetzt, 


M—{A-M'dt =M—({L-M'dt + 5,W,-h,; 

hierin sind die A, gewisse Konstanten. Also ist M — { A-M' dt’ eine gewisse 
Lésung von (1. 1), da (2. 4) auch fiir Z anstatt Loo gilt. Folglich ist A ein 
lésender Kern, der (6.1, 2) fiir A anstatt Lo, erfiillt. Angenommen, C sei 
irgendein lésender Kern, der (6. 1, 2) fiir C anstatt Loo befriedigt. Dann be- 
steht (2. 4) ebenso fiir A als auch fiir C anstatt Lo, , wobei die beiden Systeme k, 
verschieden sein kénnen. Hieraus folgt f(4 —C)-M' dt = Zk: W,, 
somit k, = 0 fir u = 1... 1, wenn man 


(4-W,dt =(C-W,dt(= W,’) 


beriicksichtigt. Wegen 
f4a-We'deé =[C- Wy’ ar (= WY) 
wird (2. 1) durch (A — C) anstatt M’ erfiillt. Aber ich kann im allgemeinen 
nicht durchweg M’ = A — C setzen; denn es ist unbekannt, ob (A — C)? 
iiberal] integrierbar ist. Nach Voraussetzung III der Nr. 1 gibt es einen Teil- 
bereich B von 5, der alle Unstetigkeitsstellen von (A — C) enthalt. Dann 
darf ich 
M’ = (4—C)—2,Wi'’- § (A —C)- Wide’ fiir’ in (6 — B) 


und ‘3s 


M’ = —,W''’- [ (A—C)- WY’ ‘ae’ fiir ¢ in B 
b -B 


setzen. Dieses M’ befriedigt (2. 1) und ergibt in { (A —C)-M' dt’ = 0 ein- 
gesetzt {(A Cy dt’ = 0, also A —C = 0 fiir t in b und ¢’ in (6 — B). 
FB 


b— 


Jetzt kann ich (nach Voraussetzung III der Nr. 1) B so klein machen, daB es 
nur noch die Unstetigkeitsstellen von A und C enthilt. Da es auf die Werte 
an den Unstetigkeitsstellen nicht ankommen soll, ist demnach Ipg = A = C 
der einzige lésende Kern, fiir den (6. i, 2) besteht. Das ist allein kennzeichnend 
fiir Io,. Alle anderen Eigenschaften sind in denen fiir die nachfolgend er- 
klarten lésenden Kerne, deren Grundbestandteil Io, ist, enthalten. 


b. Der allgemeinste lésende Kern soll jede Funktion Z enthalten, fiir die 
(2. 3) eine Lésung von (1. 1) ist; dabei ist Z unabhingig von M und von der 
Art wie K. Es seien A, = A,(t) fir u=1...% und B, = B,(t) fir 


wid 


v =1... ¢” willkiirlich vorgegebene Funktionen der Art wie M. Ich beweise 
(6. 3) L = Loo + 2, WA,’ + =, B,: Wy’ 
-fire=wl...4 und o =i... . 


Alle L mit gleichen A, ergeben das gleiche W, wie aus (2. 3, 1) folgt. 
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Denn denkt man sich zuerst Z durch (6.3) definiert, so ist L wie Loo 
von der Art wie K, ferner M — [L-M'ae wegen (2.1, 4) eine Lésung 
von (1. 1), also Z nach (2. 3) ein lésender Kern. Ist andererseits Z irgendein 
lésender Kern, so ist nach (2.3,4) (Loo —L)-M'dt' = Z,k,- Wy, 
somit |{ (Loo — L)-M’-W,dt'dt =k,. Setzt man 


A,’ = — J (Loo — L)- Wy dt, 


so ist | (Zoo + 2,W, - 4,’ — L)- M' dt’ = 0; die A, sind unabhingig von M. 
Damit ist wegen (2.1) auch { (Loo + 2,W,-A,’ + 2, B,- Wi)’ —L)x 
x M’ dt’ = 0; hierin kann man iiber die B, (im Rahmen der allgemeinen 
Voraussetzungen) noch frei verfiigen. Die B, bestimme ich so, daB 
| Loo + 2.W,- A,’ + 2, B,- Wil’ — L)- We dt =0 
ist, demnach 
B, = — | (Loo + 2, Wa A,’ — L)- Wy’ dt’; 
auch die B, sind unabhingig von M. Man wihle (ahnlich wie in Nr. 6a) 
M’ = (Loo + <W,: A,’ + 2, B,- Wi" — L) — 
~ 5,Wi'- { (...)- Wi de’ fair ¢’ in (b — B) 


b—B 
und 
M' =—<,Wi'- | (...): Wide’ fiir t’ in B; 
b—B 
hierin enthalt B alle Unstetigkeitsstellen von (...). Dann ergibt sich (. . .) = 0 
fiir ¢t in 6 und ¢’ in (6 — B), somit (6. 3) fiir die vorstehend bestimmten A,, 
und B,; denn es soll auf die Werte an den Unstetigkeitsstellen nicht 
ankommen. Daher ist (Zoo + 2,W, A,’ + 2, B,-W’’) ein lésender Kern 


und umgekehrt jeder lésende Kern in dieser Summe enthalten. Das gerade 
driickt (6.3) aus. 


ce. Es seien Fi’ = Fi’ (t) fir » = 1 ....¢” Funktionen der Art wie M, die 
(6. 4) {ey — Wi). Wi dt =0 
fiir « und vw = 1... é” geniigen und im iibrigen beliebig vorgegeben sind. 
Ferner sei Z = Z (t, t’) eine von M unabhiangige Funktion der Art wie K, die 
der Integralgleichung 
(6. 5) Z—[Ktt,s)-Z(s,)ds =-K+2,F) +6’ 


geniigen soll, wenn man ¢’ von den Unstetigkeitsstellen ausschlieBt. 
Mathematische Annalen. 118. 27 
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Ich beweise den Satz: (6.5) wird durch Z = L gelést, wenn man die F’’ 
aus vorgegebenen B, mittels 
(6. 6) Fi = Wi + B,—{K-B, dt’ 
bestimmt, wobei Z durch (6. 3) gegeben ist; andererseits gibt es stets ein L 
der Form (6.3), das (6.5) mit vorgegebenen F’’, die (6.4) erfiillen, lést; 
umgekehrt ist jedes zulassige Z in L enthalten. Die A, bleiben dabei stets 
willkiirlich. Die F’’ kénnen fiir «’’ > 0 nie identisch verschwinden. Damit 
ist (6.5) eine erste kennzeichnende Integralgleichung fiir den lésenden Kern. 
Entsprechendes gilt im transponierten Fall. 

Setzt man zum Beweis W = M — | Loo -M’ dt’ in (1. 1) ein, so erhilt 
man 

§ (Loo — | K (t, 8) - Loo (s, t’) ds + K)- M’ dt’ = 0, 
somit wegen (2. 1) 
{ Loo — J K (t, 8) - Loo (8, t’) ds + K — 2, Fy - Wy’) M’dt' = 0 
fiir beliebige F'’. 

Ich wahle die F'’ so, daB fc. ..)* Wi dt’ = 0 gilt, also wegen (6.2) F’’ = W'’. 
Man findet (nach einem in Nr. 6a und b angewandten Verfahren) 
(6. 7) Loo — { K (t, 8) - Loo (s,’)ds = —K +2, Wi’ - W"’, 
wenn man ¢t’ von den Unstetigkeitsstellen ausschlieBt. Setzt man das durch 
(6. 3) bestimmte Z in (6.5) ein, so erhalt man (6.6) wegen (6.7), weil die 
W',’ untereinander linear unabhangig sind. Also wird (6.5) durch Z = L 
gelést, wenn man die F’’ durch (6.6) bestimmt. Diese F’’ geniigen (6.4) auf 
Grund der Definition der W’’. (6.4) sind notwendige Bedingungen fiir F’’ zur 
Existenz von Z; das folgt aus (6.5) nach Multiplikation mit W’’ und Inte- 
gration iiber ¢, da die W’’ untereinander linear unabhangig sind. (6.4) sind 
ferner hinreichende Bedingungen; denn bestimmt man die B, als sodann 
existierende Lésungen von (6.6) aus vorgegebenen F’’ und bildet L gemaB 
(6. 3) mit diesen B, auf Grund der Existenz von Loo, so wird (6.5) vonZ = L 
gelést. Ist Z irgendeine zulassige Lésung von (6. 5) und multipliziert man (6. 5) 
mit M’ und integriert iiber ¢’, dann ist wegen (2.1) M — {Z -M' dt’ eine 
Lésung von (1. 1); folglich ist Z nach (2. 3) ein lésender Kern und daher in 
(6. 3) enthalten. 

d. Nach dem auch im transponierten Fall giiltigen Lésungssatz wird 


(6. 8) Ww” ame jx” a Ww” , dt’ = mM" 

durch ein W” gelést, wenn M” die dazu notwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen 

(6. 9) [M’-W dt =0 far w=1...4 
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erfiillt und im iibrigen M’’ von gleicher Art wie M ist. Multipliziert man (6. 7) 
mit W’’. integriert iiber ¢ und beachtet (6.8), so findet man 
Ww” = M”" — Lio ~M"'’dt + 5 WM - { Wi’ -W" dt. 

Man setze in A -W" dt fiir W” die (2. 4) entsprechende Darstellung ein. 
Dann erhalt man fiir jm - W" dt gewisse Konstanten, die durch W” be- 
stimmt sind. Entsprechend wie fiir (1.1) ist mit W”’ auch W” — 2, W'’ - jw x 
x W” dt eine Lésung von (6.8). Folglich ist Lj’, ein lésender Kern zu K”. 
Ferner geniigt Lj), den zu (6. 1, 2) transponierten Integralbedingungen, weil 
(6. 1, 2) bei Vertauschung von (t, t’) mit (t’, t) in die transponierten Formen 
iibergehen. Demnach ist Lj), der Loo entsprechende, eindeutige spezielle 
lésende Kern zu K”’, das heiBbt 


(6. 10) Doo(K") = Lo(K)”. 


Somit ist das nach (6.3) zu bestimmende L” der allgemeinste lésende Kern 
zu K"’, das heiBt 


(6. 11) L(K") = L(y". 
Folglich ist 
w” on mM” a {Li a mM" ’ dt’ +- p a k’ x wr 


firv = 1... +” mit den willkiirlichen Konstanten k,’ die allgemeine Lésung 
von (6. 8), wenn (6. 9) besteht. Alle L” mit gleichen B, stellen wegen (6. 9) das 
gleiche W”’ dar. 

e. Der Satz der Nr. 6c gilt auch im transponierten Fall, den man dann 
auf Grund von (6. 11) als einen zweiten Satz fiir Z ausdriicken kann. Hiervon 
merke ich allein eine zweite kennzeichnende Integralgleichung fiir den lésenden 
Kern an: 


(6. 12) L—{L(t,s)-K(s,t')ds = —K + 3,W,-F,’. 
P' =.W,' +A,’ —|K-A,dt, 


| (F, — W,) W,dt = 0, 


wundv=1... 1. 


Dabei ist das itber die Unstetigkeitsstellen wiederholt Geschriebene zu be- 
achten. 

Demnach hat ZL drei untereinander gleichwertige kennzeichnende Eigen- 
schaften, von denen jede als Definition benutzt werden kann, und aus der dann 
die beiden anderen sich ergeben: 

I. Z ist der allgemeinste Kern der Darstellung (2. 3). 
II. L ist die allgemeine Lésung der Integralgleichung (6. 5). 
III. ZL ist die allgemeine Lésung der Integralgleichung (6. 12). 


23° 











L. Sauer. 


7. Sonderfalle der Theorie des lisenden Kernes. 


a. Fiir einen Sonderfall des lésenden Kernes, den ich mit Lp = Lo(t, t’) 
bezeichne, gebe ich fiinf untereinander gleichwertige kennzeichnende Eigen- 
schaften an. Von diesen bevorzuge ich die erste als Definition. 


I. Ich definiere 
(7. 1) Lo = Long + 2,2, ky, Wy We’ 
fir wu=1...% und vw =1... 4%” mit willkiirlich vorgegebenen Kon- 


stanten k,,. Lo umfaBt Loo und ist gemaB (6.3) in L enthalten. Lj’ hat fiir K” 
die gleiche Bedeutung wie LZ, fiir K, das heiBt 
(7. 2) Ly(K") = Lo(K)”. 

II. Ly sind diejenigen und nur diejenigen L, welche die Integralbedin- 
gungen 


(7. 3) W.' — Lo: Wide = — Zk, We’ 
und 
(7. 4) Wi! — [Ly-Wi'' de’ = — Zk, We 


erfiillen. Denn einerseits folgen sie aus (6. 1,2). Umgekehrt sei Z irgendein 
lésender Kern, der (7. 3, 4) erfiillt. Nach einem in Nr. 6a und b angewandten 
Verfahren ist dann { (L — Lp): M’ dt’ = Z,k,- Wy, ky = 0, L— Ln = 0; 
denn es soll (nach Voraussetzung III der Nr. 1) auf die Werte an den Unstetig- 
keitsstellen nicht ankommen. 

III. Ist Wo irgendeine Lésung der Ausgangsintegralgleichung (1. 1) 
bzw. W;’ eine der dazu transponierten Integralgleichung (6.8), so 1a8t sich Wo 
bzw. W;,’ stets als einzige Lésung hestimmen, die 


(7. 5) fWo-Widt=0 fir w=1...4 
bzw. 
[Wi Wy dt =0 fir v=1... 0" 
geniigt (Courant, Bd. 1, 8. 102). Ich beweise, daB Ly diejenigen und nur die- 
jenigen L sind, die W, und W;; bei erfiillten Lésungsbedingungen (2. 1) fiir M 
und (6.9) fiir M” darstellen, das heiBt 
Wo = M—|[1y)-M'at’ 
und 
Wy ?. = mM" , =— { Lo , M” dt. 
Lg ist zum Unterschied von Wy und W;’ nicht eindeutig. Erst die Forderung 
k,, = 0 fiihrt auf das eindeutige Loo, das also auch Wy und W{ darstellt. Aus 


W=M—{[Ly-M'dt = M — | Ip.-M' at 
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folgt wegen (6. 1) und (7.5) W = Wo, da Wy eindeutig ist. Umgekehrt sei L 
irgendein lésender Kern zu Wo, also Wo = M — fx -M'dt’. Daraus folgt 
wegen der Eindeutigkeit von W, fu — Igo): M' dt’ = 0. Also ist nach 
(6.3) und (2.1), da die W, untereinander linear unabhangig sind, 
[ A,-M dt = 0, ferner { (A, + Z,py.° Wy’): Mdt = 0. Hierin wile ich 
die Konstanten p,, so, daB {(4, + Z,py,-W’)- W% dt = 0 ist. M darf 
ich dann durch (A, + 2,p,.° W.)) ersetzen, woraus A, + 2,p,,°W.) = 0 
folgt. Demnach sind die A, in L linear abhangig von den W’. Stellt L dazu 
noch W;) dar, so folgt aus Wy’ = M”’ — {x -M" dt auf entsprechende 
Weise, daB die B, in Z von den W,, linear abhangen. Also geht (6. 3) in (7. 1) 
iiber, das heiBt, dieses L ist in LZ, enthalten. Demnach ist obige Behauptung 
richtig. 

IV. Ich beweise: LZ, sind die und nur die Lésungen einer ersten kenn- 


zewhnenden Integralglewchung, namlich von 


(7. 6) Z—{Ktt,s)-Z(s,)ds = —K + 2,WY- W”, 
wenn Z die Nebenbedingungen 
(7. 7) W.’ —[Z-Wydt = —Zykyy Wi 


befriedigt; u = 1...¢undv = 1... 1%”; dabei beschranke man Z = Z (i, t’) 
auf die von M unabhingigen Funktionen der Art wie K. Insbesondere lést 
Loo diese Gleichung fiir k,, = 0. 

Sind in (6. 3) die B, von den W, linear abhangig, so erfiillt L die Integral- 
gleichung (6.5) fiir F’ = W%’, folglich Z = Ly die Gleichung (7.6). Ferner 
geht (7.7) fir Z = Lo in (7.3) iber. Umgekehrt ist jede Lésung von (7. 6) 
in (6. 3) enthalten; denn F’’ = W*; erfiillt die Bedingungen (6. 4). Dabei ist 
B,— {Kk - BB,’ dt’ = 0. Also sind die B, von den W,, linear abhiangig. Aus 
(6.3, 1) und (7.7) fir Z = ZL folgt ferner, daB 

W,' —|[L-Wydt = — A,’ — 5, | B,- Wat: WY’ 
= — Zk: Wy’ 
ist. Folglich sind die A,’ von den W‘’’ linear abhangig. L geht demnach in Ly 
iiber, womit die Behauptung bewiesen ist. 

Verzichtet man jedoch auf (7.7), so erhalt man in (7. 6) ein kennzeich- 
nendes Randwertproblem fiir einen in Z enthaltenen und J, umfassenden 
lésenden Kern. Solche Zwischenbildungen von lésenden Kernen, fiir die 
ahnliche Aussagen aufstellbar sind, werden in vorliegender Arbeit nicht weiter 
behandelt. 

V. Entsprechendes gilt im transponierten Fall. Dadurch entsteht wegen 
(7. 2) eine zweite kennzeichnende Integralgleichung fiir Lo mit (7. 4) fiir Z anstatt 
I, als Nebenbedingungen. 
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b. Im sich selbst transponierten Fall K = K" ist L = L”, Ig = Lj und 
Loo = Dyo- 

Denn L”’ ist der lésende Kern zu K”’, also auch zu K und somit wieder 
von der allgemeinen Form L. Die beiden L bzw. Lp kennzeichnenden Integral- 
gleichungen fallen zusammen. 


ec. Es sei C, = C, (t) eine Eigenlésung von Loo, das heiBt C, — { Loo ‘C,' dt’ 
= 0. Multipliziert man (6.7) mit C,’ und integriert iiber ¢’, so findet man 
C, = 2, W" [Ww ‘-@,' dt’. Entsprechend erhalt man im transponierten 
Fall wegen (6. 10), daB jede Eigenlésung von L;;, von den W, linear abhangt. 
Andererseits sind nach (6.2, 1) alle W:’ bzw. W, Eigenlésurigen von Doo 
bzw. L,,. Somit hat Io9 genau die Eigenlésungen W;’ fiir v = 1 ... 1” wie 
K" und Lj, genau die Eigenlésungen W, fiir u = 1... % wie K. Dann sind 
WwW. - (kK -W,! dt =0 und W*"’ — j K - W:’ dt = 0 die (6. 2,1) entsprechen- 
den Integralbedingungen fiir X. Ferner lassen sich (6. 7) und die entsprechende 
Integralgleichung fiir Loo9(K’’) = Lj, als Integralgleichungen fir K um- 
deuten. Demnach hat K fiir Igo die gleiche Bedeutung wie Lo fiir K. Ent- 
sprechend (6. 3) ist 


K + 2, Wi’, - B,’ + 2,A,- W,’ 
der allgemeinste lésende Kern fiir Loo. 
d. Im Falli = i" = 0 vereinfachen sich die Darlegungen der Nr. 6 und 7. 
Alle A,, B, und Eigenlésungen sind zu streichen. Z und Ly gehen in das ein- 


deutige Lo, iiber. Die beiden L definierenden inhomogenen Integralgleichungen 
sind jetzt nach (6. 7, 12) 


(7. 8) L—{K(t,s)-L(s,¢)ds =—K 
und 
(7. 9) L —|L(t;s)-K(s,t’)ds = —. 


(Diese Gleichungen findet man in der Literatur.) Nach Nr.7c lést 
W=M-—(L-M'dt' eindeutig M = W—{|K-W'd¢' und umgekehrt. 
Die hieran ankniipfende Eigenwerttheorie der Integralgleichungen wird in 
vorliegender Arbeit nicht behandelt (vgl. Hell.-Toepl. und Courant). 

e. Ergdnzung zur Theorie iiber die Fredholmsche Gleichung, vgl. Nr. 5a. 
AuBer den bisher in Nr. 6 und 7 gemachten Voraussetzungen I bis III der 
Nr. 1 nehme ich jetzt noch IV hinzu. Ich beweise die am Schlu8 der Nr. 4g 
beiliufig angewandte Formel 


(7. 10) Z,1** + ( L(K; t, 8) -K (s, ¢) ds 


= z,1"° . j K® (t,s)-L(RK™; s,t’)ds 
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fiir e = 1... (m — 1) im Fall ¢ (K™) = 0 und damit nach (4. 4) gleichbedeu- 
tend im Fall 1 = 0 und n = g. 


¢€ 


In (6. 11) fiir 1" -K anstatt K, also in 


(7. 11) L(i*-K")’ =L(\" -K) 
setze ich (4. 18) und 


L(i" - Ky" oe zr" Ke + L (K”) “4 
c 
+ 2,1" ‘ -[ Ke (t,s)-L(K™; s,t)ds 


ein. Die letzte Formel entsteht aus (4. 18), wenn man (6. 11) fiir K’”’, das heiBt 
L(K””)" = L(K™) 


und 
L(K®”;t',s) = L(K°’';s,t')” = L(K; s,t’) 
beriicksichtigt. Dann folgt aus (7.11) die Behauptung (7. 10). 
Man kann (7.10) auch aus den beiden gema8 (7. 8, 9) aufzustellenden 


Integralgleichungen fiir L(i* - K) im Fall i = 0 folgern. Denn durch Sub- 
traktion derselben erhalt man 
[ra -K;t,s)-K(s,t')ds = [K(s)-L( -K;s,t’)ds, 
folglich nach (4. 22), daB 
[ L(K™; t, s)-K (s,U)ds = [ K (t,s)-L(K™; s,t’)ds 

gilt. Hieraus ergibt sich durch e-malige Anwendung 
| L(K™; t, s)- K (s,’) ds = | K® (t,s)-L(K™; s, tds 
und somit (7. 10). 

SchlieBlich folgt (7. 10) aus (4.7) und Satz II der Nr. 4b, das heiBt aus 


e 
a 


W(1" -K) = T,.(W (K™)) = W(K™) + 5,1" [KW (KY de’ 


fir e=1...(m%—1). Man setze hierin 
W (K™) = M —{L(K™)-M' dt 


ein und bringe das Ergebnis auf die Form 


W(Il" +k) —M—[L(Q"-k)- Mar. 
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Dann ist 


aie 


L(i" -K) = — 2,1" -K® + L(K™) + 


+ E,1**-[ K (t, s)-L(K™; st’) ds, 
was mit (4. 18) verglichen auf (7. 10) fiihrt. 


8. Auflésungstheorie unter Anwendung des Kernabspaltungsverfahrens. 


In Nr. 4 bis 7 wurde die Auflésungstheorie fiir die Integralgleichung (1. 1) 
mittels Iteration der ganzen Integralgleichung entwickelt. Daneben bringe 
ich nachfolgend eine solche unter Anwendung des in Nr. 2f angedeuteten 
Kernabspaltungsverfahrens. 

a. Ich beweise zuerst, daB fiir die Levische Gleichung i = i” gilt. 

Es sei 9 = Q(t, t’) ein ,,kleiner Kern“, das heiit, Q erfiille auBer den 
Voraussetzungen fiir K noch 
(8. 1) {\Q\dt <a und [\Q\ ar <a; 


hierin bedeute a eine Konstante, die 0 < a < 1 geniigt und sonst beliebig ist 
(Levi Nr.2 und Hell.-Toepl., 8. 1379, insbesondere FuSnote 63 daselbst). 
Nach Voraussetzung VIII der Nr. 1 ist ein Glied der Reihe 

Z(Q,M)=M + /Q-M'dt + 

{[Q «, s) ‘Q(s,t')-M'dt'ds+--- 

beschrankt. Von diesem Glied an ist wegen (8.1) die Reihe gleichmabig 
und absolut konvergent. Somit gilt die Identitat 
(8. 2) M'= £(Q,M)—{Q-2@,My dt. 
Iteriert man W — f@ - W' dt’ = 0 so lange, bis man auf das nach Voraus- 
setzung beschrinkte Glied der Reihe {Q- W’ dt’, ([ Q(t, 8) -Q(s,’)- W' dt’ ds 


usw. kommt, so ergeben c weitere Iterationen gemaB (8.1), daB W < at ist; 
daraus folgt W = 0. Somit hat 


(8. 3) w—jQ-Wadr=M 
den Defekt Null und die eindeutige Lésung 
(8. 4) W=W(Q)=2(@,™). 


Umgekehrt wird (8.4) als Gleichung fiir M eindeutig durch (8.3) geldst. 
Man kann (nach Levi) in 6 endlichviele stetige Funktionen A, = A,(t) 
und B, = B,(t) so angeben, daB K — 2,.A,- B,' = Q ist. Dann folgt aus der 
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Gleichwertigkeit von (8. 3) mit (8. 4) diejenige der Levischen Gleichung (1. 1) 
mit 


(8. 5) W—-{Z.2@Q,4.):B-W'dt = Z@Q,M). 


Der Kern von (8. 5) ist stetig, da (nach den Voraussetzungen VI und VII der - 
Nr. 1) jedes Glied der Reihe 2 (Q, A,) stetig, also © (Q, A.) eine gleichmaBig 
konvergente Reihe stetiger Funktionen ist und 2, nur aus endlichvielen 
Gliedern besteht. 2 (Q, M) ist von der Art wie M. Demnach gelten fiir (8. 5) 
(nach dem ersten Satz der Nr. 2c) die Hauptsitze. Folglich ist (1. 1) unter 
i (2.2 (Q, A.) - B.) notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir 2(Q, M) 
lésbar. Ferner folgt aus (8. 2) die Gleichwertigkeit der homogenen Fille von 
(1. 1) und (8. 5), somit, wenn man fiir (8. 5) den zweiten Defektsatz heranzieht, 


(8. 6) i= i(K) =i(2,2(Q, A,)' - B,) 
=1 (2,2 (Q, A,) , B,’). 


Ebensolches gilt fiir die zu (1. 1) transponierte Gleichung (6.8). Jedoch ist 
die dann an Stelle von (8. 5) tretende Gleichung nicht zu (8. 5) transponiert, 
also nicht von der Art wie nachfolgende Gleichung (8. 7). 

Ich multipliziere (1.1) mit W"’ fiirv = 1 .. . 7’, integriere und vertausche 
die Integrationsfolge des Doppelintegrals. Das ist hier zum Unterschied von 
Kerniterationen auch beim Levischen-K erlaubt (vgl. Levi, Anm. I und II der 
Nr. 3 daselbst). So ergeben sich fiir (1. 1) die «’’ notwendigen Lésungsbedin- 
gungen (2. 1), folglich, wegen (8. 2) und wiederum erlaubter Vertauschung der 
Integrationsfolge, 


JQ, M)-(Wy — JQ”. Wy" de) dt = 0. 
Das sind genau 7” notwendige Bedingungen fiir © (Q,M); denn die Funk- 
tionen (W"’ — fo” -W*’’ dt’) sind untereinander linear unabhangig, da die 
zu (8.3) transponierte Gleichung ebenso wie (8.3) den Defekt Null hat. 


Hieraus folgt mit Riicksicht auf (8.6), daB i’ Si ist. Von AK” ausgehend 
findet man entsprechend « < i’. Also besteht 
é = ¢”, 

b. Im allgemeinen kann man zur Levischen Gleichung (1.1) keinen 
lésenden Kern angeben (vgl. Nr. 2f) und damit auch keine Darstellungen von 
W = W(K) durch L (K) und W” = W(K”) durch ZL (K’"’), aus denen auf 
Grund von (6.11) sich ein Zusammenhang zwischen W (K) und W (K’’) er- 
geben wiirde. Um einen solchen Zusammenhang auch ohne L (K) nachzu- 


weisen, gehe ich von der zu (1. 1) transponierten Gleichung (6.8) aus. Eine 
identische Umformung davon ist 


(8.7) (W” —[W" (s)-Q(s,t)ds) —f 2.B,- 2Q,4,)' «(...)' dt = M". 
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Folglich ist 
w" —(Q’-W''dr = M" —[L(2.B,-2@,4))M"' at 

fiir ein spezielles W’’, wenn ein solches existiert. Ferner ist entsprechend (8.2) 

Ww’ = 5Q’.W")—JQ”- LQ’. wy dr 

ae p (Q”, w” Las fo” 2 Ww” , at’). 
Also gilt allgemein 
(8.8) W" = 5(Q", mM”) — 
- f 2|Q", L(2.B.-2(Q-A,))|-M"' dt + 2k WY, 

wenn W”’ existiert. Andererseits folgt aus (8.5) allgemein 
(8.9) W= 5@Q,M)—JL(2.2@Q,A4,)-B.)- 5 Q,MyY dt + Zk, Wy, 
wenn W existiert. Demnach hiangen W und W” im Existenzfall durch (8. 9) 
und (8.8) zusammen, wobei gemaB (6.11) noch 


(8. 10) L(2.B,- © @Q.A,)') = L (2.2 Q, A.) - Bey’ 


besteht. Die Bedingungen fiir M und M” zur Existenz von W und W” sind 
wie bisher (2. 1) und (6.9) (wie schon Levi angegeben hat). Denn mit W”’ 
existiert W’ — { Q”-W”' dt’ und umgekehrt. Diese Integraltransformation 
von W” lést (8.7) dann und nur dann, wenn M” orthogonal zu allen Eigen- 
lésungen der zu (8.7) transponierten Gleichung ist. Letztere ist (8.5). Die 
Eigenlésungen von (8. 5) stimmen genau mit denen von (1. 1) itberein. Diese 
sind die W,,. Also muB (6.9) gelten und ebenso (2. 1). 


¢. Die als gemeinsamer Sonderfall der Fredholmschen und Levischen 
Gleichungen angekiindigte Integralgleichung (1.1) mit K = N: R” ist eine 
Levische Gleichung. Denn NV, M und W sind integrierbar und beschrankt 
(nach den Voraussetzungen IX und X der Nr. 1). Folglich geniigt K nach 
(3. 1) den Voraussetzungen V und VI der Nr. 1. Ferner befriedigt K die 
Voraussetzung VII; denn R = 0 ist die einzige Unstetigkeitsstelle des Kernes 
hei festem ¢ bzw. t’. SchlieBlich ist die Voraussetzung VIII erfiillt, weil alle 
Integrale der Voraussetzung I der Nr. 1 nach (3.5) stetig sind. 

Ich gebe einen lésenden Kern Z(N: R”) an, indem ich den durch 
(8. 9, 8, 10) bestimmten Zusammenhang zwischen W und W” spezialisiere. 
Fir K = N: R” laBt sich Q wesentlich einfacher angeben als fiir den all- 
gemeinen Levischen Kern (Levi Nr. 2 daselbst). Man nehme zu Q erstens K, 
solange R kleiner als eine hinreichend klein gewahlte Konstante ist, und 
zweitens die Differenz zwischen dem restlichen stetigen K und einem geeig- 
neten stetigen Annaherungskern endlichen Ranges. (Zur Differenzbildung 
vgl. Hell.-Toepl., FuBnoten 61 und 64. Das dort angegebene Verfahren 
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laBt sich auf mehrdimensionale Fille iibertragen. Die dabei auftretenden 
endlichen Spriinge der Glieder des Annaiherungskernes hindern nicht die vor- 
liegenden Ausfiihrungen. Man kann sie durch geeignete stetige Uberginge 
umgehen.) Nach (8.4) ist wegen (3.9) L(Q) = — 2,Q” fiir v = 1, 2,... 
der lésende Kern im engeren Sinne zu (8.3). ZL (Q) erfiillt (wegen Nr. 3c) 
ebenso wie Q die Eigenschaft IX der Nr. 1 wie K. Wahlt man ™ wie in Nr. 3c, 
so ist 2,Q® vom m-ten Glied an absolut und gleichmaBig konvergent. Also 
ist ©,Q” ein ,,kleiner lésender Kern‘‘, wenn entsprechend (8. lhba<1:2 
gewahlt wird. Denn dann gilt 


f{L@| ae und f\L@| ad’ <a:(1 —a) <1. 
Ich zeige, daB 
(8. 11) L(N : RY) = L (2. (4. + [ 2. Q- A, dt’) - B’) — 
— EQ + J L(E.(...)- Be(s)) - 2.Q (8, ) ds 


fiir v = 1, 2, .. . eim lésender Kern zu (1. 1), ferner L (N” : R”) einer zu (6. 8) 
ist und dabei wieder (6.11) gilt. Denn aus (8. 9, 10, 8) folgen 


W=M —{L(N: R*)-M'dt' + Sk, Wy, 
L(E. (A, + J ,Q”- A, dt'y -B.) = L(2. (A. + | 2.Q- A! dt’) - Bey’ 


und 


W" = M" —{ LAN: Ry’ -M"' dt + 5, KW" 


Ferner hat LZ (N: R?) die allgemeinen Eigenschaften wie N: R’. Beachtet 
man, daB die Endlichkeit des Defektes und der Lésungssatz auch fiir die 
allgemeine Levische Gleichung bestehen, so folgt aus « = 7%” und (8. 11), 
da8 fiir (1.1) mit K— N: R” die Hauptsitze gelten. Da ferner auch die 
Voraussetzungen I, II und III der Nr. | erfiillt sind, besteht wieder die in 
Nr. 6 und 7 entwickelte Theorie fiir L. Damit habe ich ftir den Sonderfall mit 
K =N: R die Giiltigkeit der Auflésungstheorie unter Anwendung des Kern- 
abspaltungsverfahrens nachgewiesen, also neben Nr. 5b auf eine zweite Weise. 

Von dem Fredholmschen X la8t sich im allgemeinen nicht die gleich- 
maBige Konvergenz der Levischen Integrale oder die Méglichkeit der damit 
zusammenhangenden Kernabspaltung zeigen. Andererseits laBt sich vom 
Levischen K im allgemeinen nicht die Vertauschbarkeit der Integrationsfolgen 
und damit nicht die Méglichkeit der Iteration des ganzen K nachweisen. 
Bedenkt man jedoch, daB das Levische K im erweiterten Sinn uneigentlich 
singular, dagegen das Fredholmsche K wie der gemeinsame Sonderfall 
K = N: R? im engeren Sinn uneigentlich singular ist, so ist vom Standpunkt 
der Auflésungstheorie aus das Levische K der allgemeinere Kern. 
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Il. Wesen und Bildung der Parametrix P fiir Randwertprobleme 
zweiter Ordnung im Zweidimensionalen. 


Die Stetigkeits- und Differenzierbarkeitsvoraussetzungen von den nach- 
folgend eingefiihrten Funktionen lassen sich einschranken, was in vorliegender 
Arbeit nicht ausgefiihrt wird. 


9. Der Ausgangsbereich fiir die unabhingigen Verinderlichen. 


Ich gebe zuers# den Grundbereich an, fiir den die Randwertprobleme 
aufzustellen sind. 


a. Die unabhangigen Verinderlichen z und y deute ich als rechtwinklige 
Koordinaten eines Punktes ¢ einer Ebene. Der Ausgangsbereich 6 fiir ¢ sei 
reell, endlichvielfach zusammenhangend, schlicht und abgeschlossen. Mehr- 
dimensionale Ausgangsbereiche werden erst in den Nrn. 36 und 37 angefiihrt. 
Den- Rand von 6 bezeichne ich mit d und den offenen Bereich mit (b — d). 
Im allgemeinen setze sich d aus endlichvielen, etwa c geschlossenen Randlinien 
zusammen. Fiir jede derselben bestehe eine Parameterdarstellung durch die 
Bogenlinge s als unabhangige Veranderliche, die ich einheitlich mit 


2=X=X(s), y= Y= ¥(s) 


bezeichne, und fiir die ich noch genaue Voraussetzungen angebe. Auf die 
v-te geschlossene Randlinie, deren Lange ich mit (s, — s,_,) bezeichne, 
entfalle der s-Bereich s,_,; Ss Ss,; v= 1... c€ und 5s = 0. 


b. Zuerst nehme ich den Rand d eckenfrei an und schreibe d = dy, das 
b = by begrenzt. Dann seien X und Y in jedem Bereich s,_, S 3 S 8, 
eindeutige, viermal stetig differenzierbare Funktionen, wenn die (in Nr. 10a 
ausfiihrlich angegebene) allgemeine elliptische Differentialgleichung dem auf- 
zustellenden Randwertproblem zugrunde liegt. Wird jedoch diese Differéntial- 
gleichung auf ihre Normalform (vgl. Nr. 10a) beschrankt, so geniigt die drei- 
malige stetige Differenzierbarkeit. X habe der Geschlossenheit der Randlinien 
wegen fiir (s,_; + 0) und (s, — 0) die gleichen Werte und ist im Bereich 
0 Ss Ss, im Falle = 2 doppeldeutig fiir s = s,;v = 1... (e — 1). Das- 
selbe gilt fiir Y, ferner fiir jede der genannten Ableitungen von X und Y 

Zu jedem s gehért eindeutig eine Normale durch (X, Y). Es sollen die’ 
positive s- und positive Normalenrichtung wie die positive z- und positive 
y-Richtung der orientierten Ausgangsebene aufeinander folgen. Dabei wahle 
ich den bei wachsendem s erfolgenden Durchlaufungssinn der Randlinien 
von vornherein so, daB die negative Normalenrichtung bei stetiger Abhangig- 
keit von s stets in das AuBere eines hinreichend kleinen, bei (X, Y) liegenden, 
zusammenhangenden Teiles von by zeigt. [Bedarfsweise ist in X(s), Y (s) das 
(+ s) durch (— s) zu ersetzen.] Jeder Punkt ¢.= (2, y) der zu s gehérenden 
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Normalen hat einen mit Vorzeichen versehenen Abstand » von (X, Y). Dabei 
kann hier ¢ innerhalb und auBerhalb 6 liegen. Also gehért zu jedem Werte- 
paar (s,) eindeutig 
a= 2(s,n) = X — Y,-n, 
y=y(sn)=Y¥+X,-n 


fiir beliebige » und solche s, die s,_, S s S 8, geniigen; v =- 1... c. Um- 
gekehrt laBt sich eine Kette von endlichvielen abgeschlossenen Bereichen fiir 
(s,m) der Art 

8 





—, 
23 + 223. 1) 


fe 


a — #1 
S#S%1+-— -u und Osnin, 
so angeben, da8 in einem beliebigen Bereich der Kette jedem (z, y) eindeutig 
ein (s,m) entspricht; hierin seien die /, geniigend groBe, ganze (endliche) 
Zahlen, »,, hinreichend kleine, positive Zahlen,u = 1... f,,v=1...€. 
(Die Bereiche kénnen iiber by hinausgreifen.) In jedem dieser Bereiche ist 
n(x, y) eine stetige Funktion mit stetigen vierten bzw. dritten Ableitungen 
nach x und y, wenn die allgemeine elliptische Differentialgleichung bzw. deren 
Normalform vorliegt. Entsprechendes gilt fiir s(x, y) mit stetigen dritten 
bzw. zweiten Ableitungen. Denn es ist 








ne=—Y,, 1 =+,, 

s. = x, 

"o T—n-(X,° ¥,,— ¥,°Xo;)” 

Sy = fi ———- UsWw 
° 1—n-(X,- Y,,— Y¥,-X,,) 


Alle diese Funktionen bleiben stetig, wenn ¢ iiber eine Grenznormale in einen 
Nachbarbereich der angegebenen Kette von Bereichen iibergeht, mit Ausnahme 
der Doppeldeutigkeit von s fiir ¢ auf s = 8s,;0=0...€¢. 

Es sei — und das ist eine wesentliche Voraussetzung fiir b) — eine positive 
Zahlm < n,, 80 angebbar, daB die eindeutig umkehrbare Zuordnung zwischen 
(x, y) und (s, ») in dem System offener ,,Randstreifen‘0 <<» <m,0SsS 8, 
mit Ausnahme der genannten Doppeldeutigkeit fiir s gelte, und da diese 
Streifen ganz zu by gehéren. Der Ausschlu8 von n = 0 bedeutet, daB do 
Doppelstiicke haben darf. n(z,y) ist in 0 Sn Sm, 05s Ss, viermal 
bzw. dreimal stetig differenzierbar mit Ausnahme der Doppeldeutigkeit der 
Ableitungen in den Doppelstiicken von dy. Man kann somit bo als einen endlich- 
vielfach zusammenhingenden Bereich ohne Abschniirungen bezeichnen, 
dessen Randlinien sich nicht selbst iiberschneiden und sich nicht wechsel- 
seitig treffen. Jede einzelne Randlinie fiir sich hat im allgemeinen Doppel- 
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stiicke und erfiillt gewisse Differentialeigenschaften, die iiber die Stetigkeit 
der Kriimmung hinausgehen. 

e. Ferner habe der Rand d gewisse Ecken. Dann sollen X und Y die 
gleichen Voraussetzungen wie fiir dy erfiillen, ausgenommen in endlichvielen 
Ecken mit s = s,, fir w= 1... p. Hierbei wahle man von vornherein 
8.» + 8, fir» = 0...c. Ecken mit untereinander verschiedenen s,,, werden 
auch dann als verschieden angesehen, wenn sie in den gleichen mehrfachen 
Randpunkt fallen. In den Ecken soll mindestens eine der genannten Ab- 
leitungen von X und Y einen endlichen Sprung haben. Der Winkel, gezahit 
von der positiven Richtung der Grenztangente fiir (s,,, + 0) an im positiven 
Drehsinn der z-y-Ebene bis erstmals die negative Richtung der Grenztangente 
fiir (s,,, — 0) erreicht wird, heiBe Eckenwinkel e¢,,. 


I. Es seien alle Eckenwinkel ¢,, untereinander gleich, etwa e, = e, und 
es falle keine Ecke auf einen der miéglichen Doppelpunkte des Randes d. Zu 


jeder einzelnen Randlinie von d sollen sich genau zwei geschlossene Hilfslinien , 


angeben lassen, die 

1. die allgemeinen Eigenschaften jeder Kinzellinie eines dy haben, 

2. (6 — d) meiden, 

3. beide zusammengenommen diese Randlinie von d restlos (einfach und 
erlaubterweise auch doppelt) iiberdecken. 

Dann mu8 
(9. 1) OseSn2 


sein. Die beiden Systeme von je einer Hilfslinie fiir jede geschlossene Rand- 
linie bezeichne ich mit dy und dog, die von ihnen begrenzten Bereiche mit by 
und 49 und die dazugehérigen m mit mp und %po. 


II. Es seien entweder mindestens zwei der Eckenwinkel e,, unteretnander 
verschieden, oder es beteilige sich eine endliche Anzahl von Ecken mit unter- 
einander verschiedenen zugehérigen Bogenlaingen s,, an einem mehrfachen 
Rand punkt, oder es sei beides der Fall. Unter Verzicht auf allgemeinere Még- 
lichkeiten und ohne zu untersuchen, inwieweit die einzelnen Voraussetzungen 
auseinander hervorgehen, nehme ich die Existenz nachfolgender Bereiche 6, 
fiir « = 1... q an; hierin bedeute q eine endliche Zahl. 

Die zu s = 8,, gehérende Ecke trenne ich durch einen zu 6 gehérenden 
Kreisausschnitt K (s,,,, a) mit dem Halbmesser a und dieser Ecke als Mittel- 
punkt von 6 ab. Dabei sei XK (s,,,, a) einfach zusammenhangend und enthalte 
keine mehrfachen Punkte des Randes d. Ferner verlaufe das K (s,,,, a) ab- 
grenzende Kreisbogenstiick mit Ausnahme von nur zwei Punkten in (6 — d) 
und beriihre kein K (s,,,, a) fiir v + w. Die beiden ausgenommenen Punkte 
sind die auf d gelegenen Endpunkte. Solches gelte fiir jedes a, das etwa 











| 
| 
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0. <a S Gp» geniigt. Insbesondere werde jetzt fiir a irgendein Wert ge- 
wahit, der kleiner als dp : 6 ist. 





b, sei ein Teilbereich von 6 von der in Nr. 9b angegebenen Art wie bo 
oder von der vorstehend unter I angegebenen Art. 5, enthalte b — 2K (s,,,,2a) 
fir w=1...p und dazu irgendeines der K (s,,,2a) oder mehrere 
K (8,~, 2. @) mit untereinander gleichen e¢,,, sofern jede zugehérige Ecke keinen 
mehrfachen Randpunkt von 6, verursacht. Diese Ecken diirfen jedoch an 
einem mehrfachen Randpunkt von 6 teilnehmen. Es soll aber dem 6, nur ein 
einziger solcher Wert e,, zugeordnet werden (sofern das iiberhaupt méglich ist). 
b, beriithre kein K (s,,,,@) mit den iibrigen Ecken. 


be sei ein Teilbereich von 6 von der unter I angegebenen Art oder die Zu- 
sammenfassung einer endlichen Anzahl solcher getrenntliegender Teilbereiche. 
be enthalte irgendein K (s,,,5a) mit einer der iibriggebliebenen Ecken. 
Mindestens ein solches K (s,,,, 5a) ist vorhanden. Oder b, enthalte mehrere 
solcher K (s,,,, 5a) mit untereinander gleichen e,,, sofern keine zwei der zu- 
gehérigen Ecken in den gleichen Randpunkt von bg fallen. Diese Ecken diirfen 
jedoch an einer mehrfachen Ecke des Randes von 6 teilnehmen. Auch dem 
be soll nur ein einziger Wert ¢,, zugeordnet werden, welcher gleich dem in }, 
auftretenden sein kénnte (wenn e, zu einem mehrfachen Randpunkt gehdrt). 
Ferner sei 6, ein Teilbereich des zur gleichen Ecke gehérenden K (s,,,, 6 a) 
bzw. die Summe von Teilbereichen der zu den gleichen Ecken gehérenden 
getrenntliegenden K (s,,,,6a). 6, deckt sich in Ringstiicken der Art 
K (s,~,6a) — K (s,,, a) teilweise mit 5. 

Sind noch nicht alle Ecken den 6, und by zugewiesen, so fahre man mit 
der Bildung von bs, 6, usw. entsprechend b, fort. Nach etwa g Schritten sind 
die p Ecken verteilt. q ist eine endliche Zahl gréBer als eins. (Es kann g > p 
sein; beispielsweise ist g = p + 1, wenn 6 nur eine Ecke hat und diese in 
einem Doppelpunkt des Randes liegt.) Ich numeriere (aus formalen Griinden) 
die s,,, so um, daB die zugehdérigen e,, fiir w = 1 ... q gerade zu b,, gehdren. 
Ist b; von der Art bp, so lasse ich die Bezeichnung ¢, ausfallen. Die restlichen 
Ecken, deren zugehérige e,, fir w => q+ 1 mit gewissen e,, fiir w aus der 
Reihe 1... gq iibereinstimmen, kénnen nach Belieben verteilt werden. 

Liegt der Punkt ¢ in 6, so liegt er entweder nur in einem einzigen b, fiir 
u => 1, oder in dem gemeinsamen Teil 6, ,, von 5, und einem 6, fiir > 1. 5,, 
oder gegebenenfalls jeder zusammenhingende Teil von },, ist in einem der 
Ringstiicke K (s,,,,6a) — K (s,,,,@) enthalten. Ich kann und will 6,, von 
der Art wie by wihlen. Insbesondere sollen die fiir 6, zu bildenden dy = do, 
und dog = doo, fiir « > 1 innerhalb K (s,,,,6a) — K (8,~,3), ferner fiir 
u = 1 innerhalb K (s,,,. 4a) — K (s,,,, @) genau mit dem fiir 5, zu bildenden 
eckenfreien d, ,, zusammenfallen. Dabei ist im Fall b; = bp das doo; zu streichen. 
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Allgemein miissen die dy, und doo, die (6, —d,) meiden, aber nicht die 
(6, —d,) fir v + u. Nach (9.1) muB stets 0 S e, S72 sein. 

d. Zur genauen Durchfiihrung der Auflésungstheorie setze ich alle vor- 
konimenden ¢,, = 2 : J»; hierin sind die g, irgendwelche ganze, positive Zahlen 
gréBer als eins. Das wird in Nr. 39 naher begriindet. Allgemeinere e werden 
bei der Abgrenzung der Giiltigkeit der Parametrixmethode (in Nr. 38 und 40) 
angefiihrt. Die zulassigen eckigen 6 und d bezeichne ich fiir e,, = 2: g,, mit 
b = b(%:91,92,.-.-,g,) und d = d(x: 9,,92,...,9,). Dann kann ich die 
Hilfsbereiche 5,, mit 

b; = bo oder 6b, = b(m:94,91,..-.-) 
und ferner 


b, = b(x:9,,9,,..-) fir we2...¢ 


bezeichnen. Es kann auch ein b (a: g,) an Stelle von b (mz: g,, g,, . . .) treten. 


Die vier geradlinig begrenzten 6 (x: 9), 92, .. -»Jp) Werden in Nr. 15a an- 
gegeben. 


10. Angabe der zu lésenden Randwertprobleme. 


a. Vorgelegt sei die allgemeine lineare partielle Differentialgleichung 
zweiter Ordnung vom elliptischen Typus (Lichtenstein, Diff.gl., S. 1294): 


(10. 1) EU =4:-U,,+2B-U,,+C:-U,, + 4,:U,+ 
+ Bo: U,+C,y:U =F in (6 —d) 
mit A -C — B® = }; ferner sei A etwa positiv. U = U (t) = U (2, y) sei 


gesucht und die iibrigen Funktionen seien vorgegeben; ich nehme dabei 
folgendes an. 


(10. 2) F = F (t) = F (a, y) sei stetig in b und stetig differenzierbar 
in (6 —d); ferner seien 
F, und F, < logn fiir 6 = by und 
< 2,C,-logn, mit v=1...q¢ fir b = b(%:9,,9,..., 9). 


(Das Zeichen < wurde am SchluB der Vorbemerkung zu Nr.3 eingefiihrt.) Zur 
Abschitzung durch log und log n, setze ich voraus: 


I. t liege im Randstreifensystem 0 < n S m, 0 Ss S 8, lings dy und 
in einem solchen Streifensystem lings des Randes dy, oder dog, von irgend- 
einem der (in Nr. 9c angegebenen) Teilbereiche b, von 6 (2: 9), gs... Gp) 
Der Rand von 6, kann auch von der Art wie dy sein. 


II. n, sei die kleinere der in den genannten Randstreifensystemen er- 
klarten Funktionen mp, und mMo,- 
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III. C, = C,(t) seien etwa stetige Funktionen in 6 (7%: 9,92, ...,9,). 
Insbesondere gelte: 
1. C, = 0 in b auBerhalb 3,. 
2. C, = 1 in b, auBerhalb aller 5,, fiir vw > 1 und 
C, = 1 in Bb, auBerhalb von 5,, fiir v > 1. 

3. C, S my» = My» = Moo, in einem Randstreifen langsd,, = dy, = doo,, 
sofern dieser entweder fiir » = 1 innerhalb von jedem K (s,,,, 3a), 
das zu einem 6, fiir wu > 1 gehdért, oder fiir v > 1 auBerhalb der zu b, 
gehérenden K (s,,,, 4a) hegt. 

Im iibrigen seien die C,, beliebig. Man kénnte wegen der Eigenschaft ITI, 1 
die etwa getrennt liegenden Teile von 6, fiir uw = 2 formal zu einem zusammen- 
hiingenden b, durch eine Briicke so verbinden, daB 6, alle allgemeinen 
Eigenschaften von b (2: 9,9,...) hat. 

F habe also diese unter (10. 2) angegebenen Eigenschaften. Ebenso sei 
Cy von der Art wie F. Ao und By seien stetig differenzierbar in b mit ersten 
Ableitungen von der Art wie F. A, B und C seien zweimal stetig differenzierbar 
in 6 mit zweiten ‘Ableitungen von der Art wie F. 


(10.3) U sei stetig in 6 und zweimal stetig differenzierbar in (6 —d); U, 
und U, seien beschrinkt in 6; ZU sei integrierbar in 5. 


(10.4) Es existiere ZHy)U = lim EU fiir (x, y) > (X, Y). Setze ich ferner 
E,U = EU in (6 — 4d), so ist E,U stetig in 5. 


(10.5) HoU sei von der Art wie F in b. 


An Stelle von £ tritt mitunter einer der nachfolgenden Differential- 
ausdriicke. Die Normalform von EU ist 


U.4+ Uy, +49°U,+ BU, +C,-0 = AU + TU, 
wenn ich 
10 = U,,+ 0, wn TU =4A,-U,+B:U0,+C,-U 
setze. Der zu EU adjungierte Ausdiuck ist 
BU =A-U.,,.+2:°B-U,,+C°U,, + 49°U, 4 
+ By: U,+C)-U =(A-U),_ +2-(B-U)ey + 
+ (C - U)yy — (Ao U)s — (Bo U)y + Co - U. 


Hierin erfiillen 


A=ud, B=B, C=C, 
Ay = 2: A, + 2-B, — Ao, 


t 


By = -B,+2-C, — Bo, 


CO. = A,,+2- B,, T Cyy — Age a) Bo, 2 Co 
18. 28 


bo 


Mathematische Annalen. 
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die oben fiir A, B, C, Ao, Bo, Cy angegebenen Eigenschaften. 4 U ist zu sich 
selbst adjungiert. Setzt man TU = 4,-U,+ B,-U,+Q-U, so ist 
(4U + TD) die adjungierte Normalform. Die zu EU und (AU +-TU) 
adjungierten Ausdriicke sind wieder EU und (4U + TU). 
t’ = (z’, y’) sei ein Parameterpunkt. Ich schreibe 
U' =U’), A’ =A(t’) usw., 
ferner 
BU =A4'-U',, +2°B-U',, +-:: 
und entsprechend 4’U’, 7’ U' und die adjungierten Fille. Fiir eine Funktion 
S=S8(t,t') =S8(z,y; 2’, y’') 
setze ich 
ES = A-S,.+2-B-S,,+---, 
B'S = A’ -S,,,+2-B 8, +--> usw. 
SchlieBlich fiihre ich 
DS = A’ -S,,+2:-B’-S8,,+C’-8,, 
und 
DS =A-8,,+2-B-S8,,+C-8,,,, 
ein. 
Jeder der anschlieBend F genannten Differentialausdriicke ist ent- 
sprechend EZ, zu bilden, wenn man ihn mit dem Index Null versieht. 


b. Die Randbedingung sei von der ,,ersten Art‘, das heift 
(10, 6) U=0 auf d. 
Hierauf la8t sich der allgemeinere Fall U = M auf d zuriickfiihren, wenn 
M = M (t) in 6 irgendeine Funktion ist, die (10. 3, 4,5) fiir M anstatt U 
erfiillt. M braucht jedoch keiner Differentialgleichung zu geniigen (Courant, 
Bd. 1, S. 222). 


e. Die im nachfolgenden Abschnitt IV ausfiihrlich gelésten eigentlichen 
linearen Randwertprobleme erster Art und zweiter Ordnung' sind zwei Haupt- 
falle von (10. 1, 6), namlich erstens 


(10. 7) EU =F in (& —&) 
und 
U=0 auf d 

mit A-C— B®=1 und A>O 
und zweitens 
(10. 8) 404+ TU=Ff 

in b (%: 91, 92,---,9») —@(...) 
und 


U = 0 auf d(x: 91,92... +, 9»)- 
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Die Differentialgleichungen lassen sich auch in der Form 
E,U =F in by 
und 


4,0+ TU =F im b(m:9;,92,.--, 9p) 


als Hauptfalle von 
E,U =F inb 
schreiben. 
,,Higentliches Randwertproblem“ ist in doppeltem Sinn zu verstehen: 


1. Die zur Differentialgleichung tretenden Bedingungen sind Rand- 
bedingungen und keine sogenannten Anfangswert-, Sprung-, Unstetigkeits- 
flachen- oder sonstige Zusatzbedingungen. Demnach ist die Differenti:l- 
gleichung elliptisch unter der Annahme der Existenz von cindeutig bestimmten 
und von den vorgegebenen Daten stetig abhangcnden Lésungen, welche die 
angegebenen allgemeinen Voraussetzungen erfiillen (Courant, Bd. 2, 8. 171 
bis 179). 


2. Der Ausgangsbereich 6 hat wirklich einen Rand d, ist also kein in sich 
geschlossener Bereich wie etwa die (in Nr. 12a erwahnte) Kugeloberflaiche in 
Hilberts Beispiel. 

Fiir die beiden eigentlichen Randwertprobleme (10.7, 8) wird eine Auf- 
lésungstheorie in Parallele und im Zusammenhang mit der (im Abschnitt I 
angegebenen) Auflésungstheorie fiir Integralgleichungen entwickelt. Die 
Nr. 2b entsprechenden Hauptsiétze findet man in Nr. 27a und b. Ferner 
wird die Nr. 6 und 7 entsprechende Theorie der allgemeinsten Greenschen 
Funktion G und kennzeichnender Sonderfille derselben in Nr. 29 und 30 
gebracht. Dabei ergibt sich fiir jede Lésung U, die (10. 3, 4, 5, 6) geniigt, als 
Verscharfung von (10.3) und (10. 6): 


(10.9) U ist stetig differenzierbar in 6 mit ersten Ableitungen von der Art 
wie F, 


das heiBt, U ist wie Ay und By beschaffen; 


(10. 10) Uen fiir b=b) und 
UE 5,C,-n, fir 6 = b(a:91,92,---+9)s 


wenn t, n, und C, die anschlieBend (10. 2) eingcfiihrten Voraussetzungen I, II 
und ITI erfiillen. Weiter begriinde ich in Nr. 33 bis 37, daB die angekiindigte 
Auflésungstheorie auch fiir verwandte Randwertprobleme héherer Ordnung 
und mit mehrdimensionalen -Ausgangsbereichen entwickelt werden kann. 
SchlieBlich werden in Nr. 38 bis 40 die Grenzen der Beweismethode und ge- 
wisser Abainderungen derselben im Hinblick auf allgemeinere Probleme fest- 
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gestellt. Auf den Zusammenhang der Randwertprobleme mit der mathe- 
matischen Physik wird in dieser Arbeit nicht eingegangen (vgl. Courant und 
Frank-Mises). 


11. Auflésungsmethoden mittels Greenscher Funktion und Grundlésung. 


In der Literatur lést man das Problem (10. 1, 6) meistens durch die nach- 
folgend erwahnten Integralgleichungsmethoden. Andererseits gibt es Beweise 
der Hauptsitze auf Grund der Variationsrechnung (Courant, Bd. 2, Kap. VII, 
insbesondere 8. 473) bei Beschrinkung auf den zu sich selbst adjungierten 
Fall E = & (S. 284 daselbst) und mittels zahlreicher Einzelverfahren (vgl. 
Lichtenstein, Diff.gl., z. B. fiir hinreichend kleine Ausgangsbereiche im Normal- 
fall: S. 1280—1281, ferner Kornsches Verfahren ohne Transformation des 
allg. ellipt. Differentialausdrucks auf den Normalfall: S. 1296—1297). 


a. Unter dem Defekt r bzw. r des urspriinglichen bzw. adjungierten 
Randwertproblems (10. 1, 6) verstele ich die Anzahl der untereinander linear 
unabhangigen Lésungen des homogenen Problems mit F = 0. Man versucht, 
die sogenannte Greensche Funkiion G = G (t,t') = @ (x, y: 2’, y') im Fall 
r = 0 mit folgenden Ejigenschaften zu bilden. 

1. G sei zweimal stetig differenzierbar nach (2, y; 2’, y’) fiir ¢ und (’ 
in b, solange R > 0 ist. , Ferner sei G < log R und die ersten Ableitungen 
von @ seien <1: R. Hierin bestimme ich 


R=R(t,)2>0 und R= (¢ — 2’? + (y—y’'p. 

I. @ sei fiir R = 0 in solcher Weise singulair, daB die sogenannten 
Greenschen Formeln 
(li) (@-E'U'dt =(BG-U'dt —U firtind 
und 
(11.2) E(G-F'dt =[£G-F'dt —F fart in 6—d) 
bestehen, wenn man von den Integralen eine kleine Kreisflache um ¢t mit dem 
Halbmesser a ausschlieBt und dann zum Grenzwert fiir a = 0 iibergeht. 


Ill. Es sei 
EG =0 fir t in (6 —d) 


und 
G =O fir ¢ auf d, wenn ¢’ in b liegt, 
ferner 
E'G =0 fir ¢ in (6 —d) 
und 


G=0 fur ¢’ auf d, wenn ¢ in 6 liegt; 


beidemal soll R > 0 sein, 
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IV. (G -F' dt’ habe die in (10. 3, 4,5) angegebenen allgemeinen Eigen- 
schaften von U. 

Aus I bis IV folgt, daB 
(11. 3) U=-—(|G-Fdt firr=0 


die eindeutige Lésung von (10. 1, 6) ist. wenn G existiert. Die Voraussetzungen 
dafiir, daB r = 0 eintritt, werden in dieser Arbeit nicht erértert. (Vgl. die 
Eindeutigkeitssitze in Sommerfeld, Nr.4 daselbst, weiter Lichtenstein, 
Diff.gl.. S. 1283 und 1297 —1298, ferner Courant, Bd. 2, 8. 275. — Betreffs 
yr = 0 fiir das A A-Problem vgl. Frank-Mises Teil I, 8. 640-—641. Der dort 
angegebene Beweis fiir ein viermal stetig differenzierbares U und einfach 
zusammenhiangende 6 laBt sich auf das U vorliegender Arbeit dadurch iiber- 
tragen, daB man zuerst 0 < » < k ausschlieBt und dann k — 0 bildet; vgl. 
meine Nrn. 33 und 34. Der Beweis laBt sich auch fiir mehrfach zusammen- 
hangende 6 durchfiihren.) 

Hat jedoch (10. 1,6) den Defekt + > 0, so versuche man irgendeine 
Funktion ¢ = c(t) von der Art wie F in (10.2) so zu bestimmen, dab 
EU +c-U =0 mut der Randbedingung (10. 6) den Defekt Null hat. c kann 
auch eine Konstante sein. Kennt man zu letzterem Problem die Greensche 
Funktion G,, so gilt 


(11. 4) U+(G,-¢-U'dt = —\6,-F' dt’ 
fiir die Lésung von (10. 1, 6). Diese Integralgleichung gehért zu der in Nr. 1d 


angegebenen und ist nach Abschnitt I zu lésen. Aus ihrer allgemeinen Lésung 
ist auf die Lésung von (10. 1, 6) zu schlieBen. 


b. Die G-Methode bei eckigen Ausgangsbereichen geht von bekannten @ 
fiir 1 und fiir gewisse bp aus, die der Potentialtheorie entnommen werden. 
(Betreffs G und den Greenschen Formeln vgl. z. B. Courant und Lichtenstein, 
Diff.gl.; daselbst weitere Literaturhinweise. Insbesondere fiir den Fall A 
bei zweidimensionalem bzw. drei- oder mehrdimensionalem 6 vgl. Courant, 
Bd. 1, S. 285, bzw. Ba. 1, S. 291 oder Bd. 2, 8. 239. — Betreffs _1.1-Problem 
im Zweidimensionalen vgl. Courant, Bd. 1, 8. 291.) 

I. Man transformiere FE auf die Normalform (4 +- 7’) bei festbleibendem 5. 
Solches in jedem Punkt von 6 zu erreichen, beruht auf der Lésbarkeit gewisser 
Differentialgleichungen. (Vgl. Courant, Bd. 2, 8. 123—128, und Lichtenstein, 
Diff.gl., 8S. 1294—1295.) 

II. Man bilde (Lb — d) auf ein (bp — do) konform ab, wobei (A + 7’) wieder 
in eine Normalform iibergeht. Dabei sei G fiir | und das eckenfreie by bekannt. 
(Vgl. Lichtenstein, Diff.gl., S’ 1283. — Betreffs Zusammenhang von Green- 
scher Funktion und konformer Abbildung vgl. Courant, Bd. 1, 8. 297 —298, 
ferner Frank-Mises, 1. Teil, Kap. XVI von Léwner.) 
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III. Das Problem mit (4 + 7) und 49 wird gemaB Nr. lla gelést. Auf 
Grund von (11. 1) ist 


(11. 5) U—{TG-U'd' = —{@-F'ar. 

Ferner ist auf Grund von (11. 2), wenn man J entsprechend (11. 3) in der Form 
(11. 6) U=—{@-Zadr 

und Z = Z (t) als eine Funktion der Art wie F annimmt, 

(11. 7) Z—|TG@-Z' dt =F. 


Beide Integralgleichungen (11.5, 7) sind nun mit den in Nr. 1 angegebenen 
verwandt und ahnlich wie im Abschnitt I zu lésen. Aus ihrer allgemeinen 
Lésung ist bei (11. 5) unmittelbar und bei (11. 7) mittels (11. 6) auf die Lésung 
von (10. 1,6) zu schlieBen. Kennt man jedoch eine ,,reduzierte Greensche 
Funktion“, das heiBt ein G fiir Z und 6, wobei Ay, By und Cy durch andere 
Funktionen der gleichen Art ersetzt sind (beispielsweise durch Null), so kann 
man (11.5,7) unmittelbar ohne vorstehende I und II aufstellen. [Betreffs 
(11.5) vgl. Hilbert, Kap. IX und Lichtenstein, Diff.gl., S. 1281—1282 und 
FuS8noten 8 und 22 daselbst. Riemanns klass. Kennzeichnung dieser Zuriick- 
fiihrung in den Gétt. Nachr. von 1860 = math. Werke, II. Aufl., 8. 170—171. 
Vgl. auch Hell., Nr. 21 und Sommerfeld. — Betreffs (11. 6,7) vgl. Courant, 
Bd. 2, 8. 282—284, bei hinreichend kleinem 6.] 


G fiir (4 + T) und bp ist als eine spezielle Lésung des Randwertproblems 
wieder mittels III] angebbar (Lichtenstein, Diff.gl., S. 1287 —1288). 

[V. G fiir (4 + T) und eckige 6 laBt sich als Grenzwert einer unendlichen 
Folge von @ fiir (4 + T) und dg bilden. Diese 6) konvergieren in gewisser 
Weise nach 6 (vgl. Lichtenstein, Diff.gl., 8, 1291. Eine ahnliche Methode fiir 4 
findet man in Courant, Bd. 2, 8. 263 —269). 

Durch vorstehende G-Methode werden die Havuptsitze bewiesen (vgl. 
z. B. Lichtenstein, Diff.gl., 8. 1282 nebst FuBnote 8, S. 1289 und 1294—1295). 
Es wird angegeben, da8 mit r = 0 auch 7 = 0 ist (vgl. Lichtenstein, Diff.gl., 
S. 1289 nebst FuBnote 24). r = fF stellt Hilbert fiir sein Beispiel mittels 
seiner nachfolgend in Nr. 12a angedeuteten Parametrixmethode fest. Die 
Einschrankung der Differentialgleichung auf (6 — d) findet sich vor allem in 
Lichtenstein, Diff.gl. (S. 1279—1281) und Courant, Bd. 2 (S. 223—224, 239). 
Lichtenstein bzw. Courant geht von einem offenen Gebiet aus, das er mit T 
bzw. @ bezeichnet. In der iibrigen Literatur wird vorwiegend die Differential- 
gleichung im ganzen 6 aufgestellt. U wird in der Literatur als zweimal stetig 
differenzierbar bis auf endliche Spriinge in den zweiten Ableitungen voraus- 
gesetzt; jedoch werden die weiteren Annahmen nicht erwahnt. 
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Wesentlich unvollstandigere und speziellere Aussagen macht man bei den 
Erweiterungen auf Randwertprobleme mit mehrdimensionalem 6 und auf 
Probleme héherer Ordnung. Beispielsweise lést man das 44-Problem im 
Zweidimensionalen durch Angabe des @ fiir 4 4, dessen Existenz auf der- 
jenigen der Lésung zweier simultaner Integralgleichungen fuBt. (Frank- 
Mises, TeilI, Kap. XIX, 2+ 3. — Ausgiebig untersuchte Sonderfille des 
4 A-Problems in Courant als Plattenschwingungsprobleme, Sternberg, 
S. 1147 und Sommerfeld, 8. 568. Weitere Hinweise in Lichtenstein, Diff.gl., 
8. 1300 und FuBnoten 22, 35, 38.) 

Diese Ergebnisse werden in den Abschnitten IV und V der vorliegenden 
Arbeit systematisch zusammengestellt und vervollstindigt, so wie ich es fiir 
die Randwertprobleme (10. 7, 8) in Nr. 10c genauer ankiindigte. Das geschieht 
auf wesentlich elementarere Weise durch die Parametrixmethode, worauf ich 
in Nr. 12b zuriickkomme. 


e. Mit obiger @-Methode ist die Grundlésungsmethode bei eckenfreien 
Ausgangsbereithen by verwandt. 

I. Man ersetze G in (11. 6,7) durch logQ?; hierin bestimme ich 
Q=Q(,1') 20,Q@°=C-(2—a')? —2-B- (2 — 2’) -(y—y') + A-(y—y'? 
fir 4-C — B = 1 und A > 0, somit Q = R im Fall E = 4. log @ ist die 
,reduzierte Grundlésung“. Das ist die bis auf Konstanten einzige Funktion, 
die wie in (16. 2) 


D'S = A-8,4+2-B-S8,,+C-S,,,=0 


fiir R > 0 lést, wenn man von S = S (t, t’) die Eigenschaften I und II von G 
in Nr. lla voraussetzt. S geniigt im allgemeinen nicht wie G der Randbedin- 
gung in III der Nr. lla. Aus den méglichen Lésungen von (10. 1) bilde man 
durch ein Grenzwertverfahren eine ,,vollstandige Grundlésung, das heiSt 
eine Funktion S, die ES = 0 fir R > 0 lost. [,,Integralgleichungsmethode 
von Levi.‘ Vgl. Lichtenstein, Diff.gl., 8. 1295—1296 nebst FuBnote 38. 
Betreffs hinreichend Meiner b und (4 + 7’) anstatt FE vgl. Courant, Bd. 2, 
8. 279 —282.] 

Diese reduzierte Grundlésung ist nicht die Hilberteche Parametrix, und 
das daran ankniipfende Verfahren nicht die Hilbertsche Parametrixmethode 
(wie Courant behauptet). Denn obiges Verfahren fuBt auf der in (11. 2) aus- 
gedriickten Vertauschung von Differentiation und Integration und lést erst 
die Differentialgleichung ohne Randbedingung. Dagegen fuSt Hilberts 
P-Methode auf der in (H. 1) ausgedriickten partiellen Integration und lést 
bei sinngemaBer Verallgemeinerung auf eigentliche Randwertprobleme mit 
dem auf dem Rand verschwindenden P, das keiner Differentialgleichung 
geniigt, unmittelbar das Randwertproblem. Ferner gewinnt man durch die 
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auf (11. 1) sich griindende P-Methode alle Hauptsitze, was fiir die von Courant 
angefiihrte Levi-Fredholmsche Methode nicht der Fall ist. (Vgl. Hilbert, 
Haupt, Lichtenstein Diff.gl., Hellinger, wie in den Anmerkungen zu Nr. 12a 
naher angegeben wird.) Courant bezeichnet die reduzierte Grundlésung auch 
als ,,Singularitatenfunktion“ (Courant, Bd. 2, 8. 279). Diesen Begriff werde 
ich in Nr. 23a wesentlich verallgemeinern. 

Il. Die ,,Integralgleichungsmethode von Fredholm“ transformiert das 
Randwertproblem in eine Integralgleichung ahnlich (11.7). Der Kern der- 
selben wird aus der oben in I angedeuteten vollstindigen Grundlésung ab- 
geleitet. Die Integration erstreckt sich jedoch iiber d. Diese Methode setzt 
notwendigerweise voraus, daB d keine Ecken hat. (Vgl. Lichtenstein, Diff.gl., 
FuBnote 38 auf 8. 1296, und Hell.-Tvepl., 8. 1346. — Betreffs 4 und hin- 
reichend kleinem 6 vgl. Courant, Bd. 2, 8. 269—272.) 

Die Literaturergebnisse der Grundlésungsmethode besagen weniger als 
die in Nr. 11b erwihnten, weshalb ich hier nicht weiter darauf eingehe. 


(Eingegangen am 14. 1. 1941.) 


Alfred Ackermann-Teubner-Gedichtnispreis. 


Der von Herrn Domherrn Dr. Dr.-Ing. Alfred Ackermann - Teubner 
in Leipzig im Jahre 1912 der Universitat Leipzig gestiftete ,,Alfred 
Ackermann-Teubner-Gedachtnispreis zur Férderung der Mathematischen 
Wissenschaften‘: in Héhe von RM. 500.— ist fiir das Jahr 1941 durch das 
Preisgericht dem Professor an der Universitat Géttingen Dr. P. ten Bruggen- 
cate fiir seine Arbeiten zur Erforschung der Fixsternatmosphare zuerkannt 
worden. 


Beweis und Verschirfung eines Satzes von Kronecker. 
Von 


Oskar Perron in Minchen. 


Vorbemerkung. In dieser Note handelt es sich um Polynome und 
algebraische Gleichungen mit Koeffizienten aus einem Kérper der Charak- 
teristik 0, so daB er den K6rper der rationalen Zahlen enthilt. Es kénnte 


aber ebensogut auch ein unendlicher Kérper mit Primzahlcharakteristik zu- 
gelassen werden. 


§ 1. 
Formulierung und Beweis des Hauptsatzes. 


Kronecker hat ohne ausfiihrlichen Beweis den folgenden Satz angegeben!): 

Satz 1. Ein System von beliebig vielen Gleichungen mit k — 1 Unbekannten 
ist stets einem System von héchstens k Gleichungen dquivalent (d. h. beide Systeme 
haben dieselben Lésungen ). 

AuBer einem nicht leicht zu durchschauenden Beweis dieses Satzes von 
Kénig?) ist mir nur noch ein unver6ffentlichter Beweis des Herrn 
van der Waerden bekannt?). Im folgenden soll ein besonders einfacher Beweis 
gegeben werden, wobei noch eine merkliche Verscharfung des Satzes heraus- 
kommt. Zunichst sei das Analogon fiir homogene Gleichungen formuliert: 

Satz 2. Hin System von beliebig vielen homogenen Gleichungen mit 


k Unbekannten ist stets einem System von héchstens k homogenen Gleichungen 
diquivalent. 


Es ist klar, daB Satz 1 aus Satz 2 folgt, indem man eine Unbekannte 
gleich 1 setzt. Es geniigt also. den Satz 2 zu beweisen. Nun ist das homogene 
Gleichungssystem 
(1) f,(a,, ..-. %) = 0 io = 82. 
wenn /, vom Grad m, ist und Max m, = m gesetzt wird. offenbar iiquivalent 


mit dem System 


(2) "ples... .. %) * (yp = 1,...,0; w= 1,.... Bb 





1) Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen GréBen, § 10. Crelles 
Journ. f. Mathematik, Band 92 = Werke, Band II. 

*) Julius Kénig, Einleitung ‘in die allgemeine Theorie der algebraischen Gréfen, 
S. 234ff. Leipzig 1903. 


3) Eine Skizze findet man im Zentralblatt fiir Mathematik 24, S. 276. 
Mathematische Annalen. 118. 29 
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Hier sind die linken Seiten lauter homogene Polynome gleichen Grades. Es 
geniigt daher, den Satz 2 fiir den Fall zu beweisen, daB die Gleichungen des 
Systems simtlich von gleichem Grad sind. Wir beweisen gleich die folgende 
Verscharfung: 


Satz 3. Zu n homogenen Polynomen m-ten Grades von k Variabeln 


f(@1» «+ +> Le) (y= 1,..., ) 


kann man stets k LIinearkombinationen 


%, (2, esep z,) = 2 Marble eces Ly) (x = 1, eee k) 
mit rationalen Koeffizienten a,, so angeben, daf das Gleichungssystem 
f(Z1, - ++» Te) = 0 (» = Il, ..., ®) 
dquivalent ist dem System 
9,(21, -- +» z,) = 0 (x = Be 4.4 05 
Beweis. Fir» < k ist nichts zu beweisen; sei also n > k. Es geniigt, 
sich auf den Fall n = k + 1 zu beschrinken. Denn, wenn man dafiir den 
Satz hat, so kann man ihn im Fail n > k + 1 zunichst auf das System der 
ersten k + 1 Gleichungen anwenden, wodurch man ein dquivalentes System 
mit nur noch » — 1 Gleichungen erhalt, mit dem man ebenso verfahren 
kann usw. 


Nun besteht, wenn M eine geniigend groBe natiirliche Zahl ist, zwischen 
den k + 1 Polynomen f,(z,, ..., 2,) eine Abhangigkeit der Gestalt 


(3) D4, alife:. fi=0 tat... +4,,— mM). 


Denn die linke Seite ist in den /, homogen vom Grad M, in den z, also homogen 
vom Grad mM, und da ein vollstandiges homogenes Polynom M-ten Grades 


von b + 1 Veriabeln baw. (mMf)-ten Grades von & Veriabela (“! + *) bow. 


B 
= vy *) Glieder hat, miissen die ‘“ Pi 4 unbekannten Koeffi- 
zienten A, ,,___ i, lediglich einem System von ws ") linearen homo- 


genen Bedingungsgleichungen geniigen, damit (3) identisch in den z, erfiillt 
ist. Fiir geniigend groBes M ist aber 

M+k mM +k—1 

( k ) at gs ): 


so daB die Bedingungsgleichungen sich erfiillen lassen, ohne daB alle A, ,, |. 
versoh winden. 


ae 
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Nun betrachten wir k + 1 Linearkombinationen 


(4) Px = Gh + Oehet-*' +O egihgr = 1....k +1) 


mit nicht verschwindender Determinante |a,,|, soda8 sich durch Auflésung 
ergibt 


(5) = bi 9, + beGet +++ + by 41 Peet (v=1,...,4+ 1), 


wobei auch |},,| + 0 ist. Das System /, = 0 ist dann Aquivalent dem 
System gy, = 0. Zwischen den g, ergibt sich aber, indem man die Aus- 
driicke (5) in (3) einsetzt, eine Identitaét der Form 


oa a 
(6) J Byam Pt Po -+- Pet =O (Ay + Agt--- + Avg = M). 


wobei insbesondere 


= 4 aa 4 +1 
Boo...0 = Z Aj, ag...ie Ore 41 One: +s One testi: 


Nun kann man bekanntlich die b,, als rationale Zahlen so wihlen, da8 die 
Determinante |b,,| und das Polynom B,, 4 von 0 verschiedene Werte 
haben‘). Dann darf man Bj, ,» = 1 annehmen, und die Identitat (6) hat 
das Aussehen 


Preit Mar 2B, ?, + ot S 2 Bn %,%ut--- =0. 
Hiernach ist klar, daB die Gleichungen 
(7) 71 = 0, go = 0,..., = 0 
die Gleichung ¢,,,; = 0 nach sich ziehen. Das System 
G1 = 0, go = 0, ..., Pr= 0, Ges, = 0 
und folglich auch das System 
fy = 0, fe= 0, ..., fe= 0, fea. = 0 


ist also aquivalent dem System (7). Damit ist Satz 3 bewiesen. 
Der Vollstandigkeit halber sei auch noch das Analogon fiir nicht not- 
wendig homogene Gleichungen angegeben: 


‘Satz 4. Zu » Polynomen von k — 1 Variabeln 
(21, ++» Zeus) (y= 1,...,#) 
kann man stets k Linearkombinationen 


altri ++ er Bent) = Z ayy fel yy +o Bea) = Ws. BD 


*) Satz 29 in Band 1 meiner ,,Algebra‘* (1927, 2. Aufl., 1932). 


29° 
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mit rationalen Koeffizienten a,, so angeben, daB das Gleichungssystem 
f(%,, .. +» Spa) = O (vy = I, ..., #) 
dquivalent ist dem System 
Py (2, -- +, Te-1) = O (x = 1, .... &). 
Zum Beweis braucht man nur = statt zx, zu setzen und dann die /, durch 


Multiplikation mit geeigneten Potenzen von z, zu homogenen Polynomen 
gleichen Grades zu machen. Auf diese wendet man den Satz 3 an und setzt 
hinterher z, = 1. 


§ 2. 
Was der Satz von Kronecker besagt und was er nicht besagt. 


Wenn die obigen Satze 1 und 2 aussagen, daB man stets mit k Glei- 
chungen auskommt, so schlieBt das natiirlich nicht aus, daB es in Spezial- 
fallen schon mit weniger als k Gleichungen geht. Méglicherweise gilt sogar 
der Satz, da8 in allen Fallen, in denen das Gleichungssystem iiberhaupt eine 
Lésung hat (im homogenen Fall eine nichttriviale Lésung), schon k — 1 Glei- 
chungen geniigen. Doch kann ich das nicht beweisen. wahrend mir andererseits 
aber auch kein Beispiel bekannt ist, bei dem & — 1 Gleichungen wirklich 
nicht geniigen. Als ich kiirzlich im Fall k = 4 bei einem Beispiel, bei dem 
man 50 Jahre lang geglaubt hat, daB 4 Gleichungen nétig sind, zeigte, da8 
doch schon 3 Gleichungen geniigen5), begegneten meine Ausfiihrungen bei 
verschiedenen Lesern einem merkwiirdigen MiBverstandnis. Man sagte, meine 
Widerlegung sei nur dadurch zustande gekommen, da8 ich durch Nicht- 
beriicksichtigung der Vielfachheit einer Lésung von der ,,iiblichen“ Auffassung 
abgewichen sei. Dem scheint die Meinung zugrunde zu liegen, daB der 
Kroneckersche Satz der ,,iiblichen‘‘ Auffassung entspricht und erst ich mich 
einer Abweichung davon schuldig gemacht habe. In Wahrheit nimmt aber 
auch Kronecker keine Riicksicht auf Vielfachheit, was ich damals vorsichts- 
halber sogar ausdriicklich sagte, und es hat sich ja um ein Beispiel zum Satz 
von Kronecker gehandelt. Wer von diesem Satz spricht, muB, wenn er nicht 
ausdriicklich das Gegenteil sagt, notwendig den gleichen Standpunkt wie 
Kronecker einnehmen. Das taten die von mir zitierten Autoren und tat 
natiirlich auch ich. 

Die Vielfachheit kann im Kroneckerschen Satz schon deshalb gar nicht 
beriicksichtigt sein, weil es eine Definition, die diesen Begriff in einer fiir alle 
Fille giiltigen Weise eindeutig festlegt, zu Kroneckers Zeit nicht gab und 


5) Uber das Vahlensche Beispiel z» einem Satz von Kronecker, Math. Zeitscbr. 
47, 8. 318—324. 
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iibrigens auch heute nicht gibt. Man kénnte aber vielleicht an folgendes 
denken: 

Jedes Polynomsystem /,,..., /, ist Basis eines Polynomideals 
J = (fi, .--+» fa), speziell eines H-Ideals im Fall homogener Polynome. 
Die Lésungen des Gleichungssystems /, = 0 bilden die Nullstellenmannig- 
faltigkeit (kurz NM) des Ideals J. Es gibt unendlich viele Ideale mit der 
gleichen NM; z. B. haben die Ideale 


(8) (f:» fe), (A. 2). (R. FE. AAD (r < p; 8s <q) 


und noch viele andere Typen dieselbe NM. Unter diesen unendlich vielen 
Idealen ist das zur NM. ,,zugehérige Ideal‘‘ besonders ausgezeichnet; es ist 
die Gesamtheit aller Polynome, die in jedem Punkt der NM verschwinden. 
Jedes dieser unendlich vielen verschiedenen Ideale reprasentiert die NM in 
einer irgendwie anderen individuellen Weise. Eine erschépfende Beschreibung 
der Unterschiede ist mir nicht bekannt; man wird aber den Hauptunterschied 
vielleicht in einer Art Vielfachheit erblicken; z. B. wird man geneigt sein, 
zu sagen, von den drei Idealen (8) geben die letzten beiden die Punkte der NM 
in héherer Vielfachheit als das erste (aber in welcher Vielfachheit gibt es das 
dritte?). Und von dem zugehérigen Ideal wird man vielleicht sagen, daB es 
die Punkte der NM in der ,,richtigen‘‘ (= minimalen) Vielfachheit gibt. Man 
kann nun, wenn man die Forderung der Erhaltung einer nicht klar definierten 
Vielfachheit stellt, etwa gleich an die Erhaltung des Ideals denken, weil man 
bei Nichterhaltung ja doch irgendwie ,,abweicht“. Das wire wenigstens 
etwas klar Definiertes, aber der Kroneckersche Satz wire dann ganz falsch. 
Der Satz sagt namlich folgendes aus: 

Unter den unendlich vielen Idealen mit derselben NM gibt es eines, 
das eine Basis von héchstens k Polynomen hat. 

Er sagt aber nicht, daB jedes Ideal eine Basis von héchstens k Polynomen 
hat, auch nicht einmal, daB das zu einer NM zugehérige Ideal eine Basis 
von héchstens k Polynomen hat. Das wire ganz falsch. Z. B. bilden die 


( k 2 ‘) Determinanten der Matrix 


Zy Tq... Gy} 
Zo Tg... Vy 


ein H-Ideal, dessen NM die folgende ist: 











=, = g'—', 22 = o*o,....% = 0". 
Man sieht leicht, daB das H-Ideal das zugehorige Ideal ist und daB es keine 
Basis von weniger als 4 2 *) Polyyomen besitzt; denn die (* 2 ") Deter- 
minanten sind linear unabhangig. Die NM aber kann man nach dem Kronecker- 
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schen Satz schon durch k, ja sogar, wie ich an anderer Stelle gezeigt habe®), 
schon durch k — 1 homogene Gleichungen darstellen. Die betreffenden 
H-Ideale sind natiirlich andere, aber die NM ist dieselbe’). 


§ 3. 
Uber die Abhingigkeit homogener Polynome gleichen Grades. 

Es soll bei dieser Gelegenheit noch die obige Formel (3) verscharft werden 
zu einem Satz, dessen Niitzlichkeit sich an anderer Stelle zeigen wird. 

Satz 5. Zwischen k + 1 homogenen Polynomen m-ten Grades 

fa(Sa, .. +s Sadr -- +> fear (Sas -- +s Ze) 
besteht eine Abhingigkeit 
Ta, sk fe cee he = 0, 
homogen vom Grad m*~* (also A, + Ag + +++ + Aggy = mm). 

Die bei Formel (3) angewandte Beweismethode versagt hier, weil die 
Zahl der Bedingungsgleichungen, von wenigen Ausnahmefillen abgesehen, 
jetzt gréBer ist als die der unbekannten Koeffizienten. Zum Beweis von Satz 5 
benétigen wir den 

Hilfssatz. Die Koeffizienten der k Polynome von k Variabeln 


f(a: .. +» Ze) = Ga,” +: (y= 1,..., &) 


von den positiven Graden m, seien, soweit sie nicht verschwinden, Unbestimmte 
und speziell die k angeschriebenen Koeffizienten a, mégen nicht verschwinden. 
Dann lapt sich jedes Polynom F(2,, ..., 2) héchstens n-ten Grades auf eine 


und nur eine Art in die Form setzen: 


F(a, .... %) = e%:..0 1. At a... Jn 


wenn dabei verlangt wird, daB in jedem Glied 
Mi +--+ Met rit--- +h SM. 


0s sm-—1,...90S_%sm-1 
sein soll. Die Koeffizienten re gehoren dem durch die Koeffizienten der 
Polynome {,, ..., fy,-F bestimmten Korper an. 





*) Uber die Bedingungen, da8 eine binire Form n-ten Grades eine n-te Potenz 
ist, und aber die rationale Kurve n-ter Ordnung im R,. Math. Annalen 118, 
8. 305—309. 

1) Es gibt soger Ideale, bei denen die Mindestzahl der Basispolynome beliebig 
groB ist (bei fester Variabeinzahl). Ein Beispiel findet man bei F. S. Macaulay, 
The algebraic theory of modular systems, art. 34 (Cambridge 1916). 
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Der Beweis des Hilfssatzes ist w6rtlich derselbe wie bei Satz 58 in Band ] 
meiner .,Algebra“ (1927, 2. Aufl. 1932). Dort wurde zwar bei Formulierung 
des Satzes von allen Koeffizienten der /, verlangt, da8 sie nicht verschwinden ; 
beim Beweis wurde aber nur das Nichtverschwinden der oben angeschriebenen 
benutzt. 

Wir wenden den Hilfssatz an auf k vollstaéndige homogene Polynome 
m-ten Grades f/;, ..., /, mit Unbestimmten als Koeffizienten und auf das 
Polynom 

F(xy, .. +> Se) = fear (Bs - + +> Zp) Bt. - Bets 
wobei auch /,,; ein homogenes Polynom vom Grad m ist und die s, irgendein 
den Forderungen 


‘ 
(9) 0ss,sm-—-1, FY s,=0 (modm) 
r=1 


geniigendes System ganzer Zahlen sind. Der Hilfssatz liefert dann eine 
Formel der Gestalt 


(10) fesi’ a pe J ON? (fis + +s fe) te oes z,*, 
Proee hy 


k 
0Osrsm-1, J-1r,=0 (modm). 
r=] 


Denn da die linke Seite einen durch m teilbaren Grad hat, kénnen rechts 
nur Glieder kommen, in denen J’ r, durch m teilbar ist. Zugleich sieht man, 


daB eS .. 2 ein Polynom von fj, ..., f, ist vom Grad 


= (m +28, — 21,). 
Die Anzahl der Systeme s,, ..., 8, die den Bedingungen (9) geniigen, ist 
gleich m*~'. Setzt man m*~'=1 und bezeichnet die | Potenzprodukte 


z,;!... a," in irgendeiner Reihenfolge mit U,,..., U;. so laBt sich die 
Formel (10) folgendermaBen schreiben: 


l 
(11) feai' UO, = © Piulhr - ++» fe) Oy (A = 1. er) l). 
= 
Hieraus folgt 


GO) > 0 = » ete Penni. dea = 0. 
®, oe Dry — fess 


Bezeichnet man mit mg, den Grad von U,, so ist ®,,, nach (11) ein Polynom 
von f;...., fx. homogen vom Grad 1 + 9, — g, oder identisch 0. In der 
ausgerechneten Determinante (12) ist daher jedes Glied ein Polynom von 
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hi, .--»fes fear, homogen vom Grad | oder identisch 0. Die Formel (12) 
stellt somit eine Abhangigkeit der k + 1 Polynome /, dar von der in Satz5 
behaupteten Gestalt. Damit ist Satz 5 zunachst fiir den Fall bewiesen, daB 
die Koeffizienten von /,, .... {, Unbestimmte sind, also erst recht fiir den 
Fall, daB die Koeffizienten aller Polynome f;, ..., fy, /,.; Unbestimmte sind. 

Nun involviert die Existenz einer Identitat von der in Satz 5 behaupteten 
Gestalt fiir die unbekannten Koeffizienten A, ,,,, ein System linearer 
homogener Bedingungsgleichungen, und zwar mehr Gleichungen als Un- 
bekannte. Die Koeffizienten dieses Gleichungssystems sind Polynome der 
Koeffizienten der /,. Sind diese. nun Unbestimmte, so hat das Gleichungs- 
system eine nichttriviale Lésung, da wir ja fiir diesen Fall die Existenz der 
in Satz 5 behaupteten Identitét bewiesen haben. Der Rang der Matrix des 
Gleichungssystems ist daher kleiner als die Anzah] p der Unbekannten, so 
daB alle p-reihigen Determinanten verschwinden. Ersetzt man jetzt die 
Koeffizienten, die seither Unbestimmte waren, durch irgendwelche speziellen 
GréBen, so miissen diese Determinanten erst recht verschwinden. Das 
Gleichungssystem hat also immer noch eine nichttriviale Lésung fiir die 


Koeffizienten A, ,,_,,, und mit diesen gilt dann die in Satz 5 behauptete 
Identitat. 


(Eingegangen am 5. 1. 1942.) 





Induktion partiell stetiger Funktionen. 


Von 


Jos. Novak in Brann. 


Jedes System S reeller Funktionen, die in einer abstrakten Menge M 
definiert sind, induziert in M eine Topelogie, die sogenannte Induktion des 
Systems S. Diese Induktion erfiillt im allgemeinen nur das erste und das 
dritte Hausdorffsche Umgebungsaxiom (A) und (C), wogegen das zweite (B) 
dann und nur dann erfiillt ist, falls die Summe zweier in M stetiger Funktionen 
eine in M stetige Funktion ist. In der vorliegenden Arbeit werden wir uns 
mit der Induktion w partiell stetiger Funktionen von zwei reellen Verander- 
lichen befassen, ci. i. derartiger Funktionen /(z, y), daB die Funktionen 
einer reellen Verinderlichen f(z. y) und f(z, yo) fiir jeden Punkt (29, yo) 
stetig sind. Verstehen wir unter der ,,Konvergenz’ einer Punktfolge gegen 
einen Punkt die Eigenschaft, daB jede Umgebung dieses Punktes fast alle 
Punkte der Folge enthalt, so ,,konvergiert’’ die Punktfolge {(z,, y,)}"_; 
gegen den Punkt (29, yo) in der Induktion # dann und nur dann, wenn fast 
alle Punkte (z,, y,) auf der waagerechten oder lotrechten Geraden oder auf 
diesen beiden Geraden gegen den Punkt (2%, yo) im gewohnlichen Sinne 
konvergieren. Es méchte also scheinen, daB die Induktion w durch diese 
Eigenschaft der ,,Konvergenz‘‘ ganz beschreibbar ist. Diese ,,.Konvergenz‘‘ 
bestimmt jedoch die sogenannte L-Induktion u partiell stetiger Funktionen, 
die von ganz verschiedener Natur ist. Auch die staérkere C-Modifikation der 
L-Induktion u, die alle vier Hausdorffschen Umgebungsaxiome erfiillt, ist 
keineswegs mit der Induktion w topologisch aquivalent, denn diese ist 
regular, jene jedoch nicht [Satz 1]. Die Induktion w ist in keinem Punkte 
normal [Satz 3] und deshalb auch nicht mit der Euklidischen Topologie 
homéomorph. 

Die Arbeit besteht aus zwei Teilen. Der erste Teil handelt iiber die 
L-Induktion « partiell stetiger Funktionen, die als Kreuztopologie bezeichnet 
wird, und iiber die C-Modifikation dieser Topologie. In dem zweiten Teile 
wird die Induktion w partiell stetiger Funktionen untersucht. Es werden die 
Beziehungen zwischen diesen beiden Topologien sowie auch ihre Stellen in 
der Klassifikation der topologischen Raume bestimmt. 
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1. 


Im topologischen Seminar vom 14. November 1939 legte E. Cech die 
Frage vor: Es sei u diejenige Topologie!) in der Ebene Ro, in der die Um- 
gebungen die Gestalt eines Kreuzes haben. Fiir welche Ordinalzahl & gibi es eine 
derartige Menge M < Rz, daB u®**M = ub M + wM fiir alle  < &?% Die 
Antwort lautet: Zu jeder Ordinalzahl — < wm, (a, ist die erste unabzdhlbare 
Ordinalzahl) gibt es in der Ebene eine Menge mit den verlangten Eigen- 
schajten. 


Der Beweis dieser Behauptung ist in den zwei Konstruktionen I und II 
enthalten. 


Konstruktion I. Es sei (a.6)€ R.. Zu jeder abztihlbaren Ordinalzahl x 
und zu jedem gegebenen abzdhlbaren System I waagerechter und lotrechter Ge- 
raden2). von denen keine den Punkt (a. b) enthélt. gibt es eine abzihlbare Punkt- 
menge N mit folgenden Eigenschaften: 


{la} (a, b) Eu***N — uN. 
[22] u“*!N ist eine abzihibare und abgeschlossene Menge. 


[3a] Kein Punkt der Menge u“*'N liegt aut irgendeiner Geraden des 
Systems T. 


Es ist méglich, die Konstruktion so durchzufiihren. daB die Menge N 
innerhalb eines Kreises von beliebig vorher gegebenem Raiius «¢ liegt. der 
in dem Punkte (a. 6) die waagerechte (oder lotrechte)-Gerade beriihrt. 


Wir beweisen zuniichst den Hilfssatz: Es sei (c. d) € R.: die wachsende 
Zahlenfolge {d,,} konvergiere gegen die Zahl d. Wir zeichnen tum jeden Punkt 
(c + 1. dn) € Re in der Ebene einen Kreis vom Radius r,, = 4 min {d,,.,—d,. 
d,, —d,,-;}, m= 1. 2..... der die lirechte Gerade im Punkte (c.d,.) be- 
rithrt. 


1) Unter einem topologischen Raume verstehen wir eine solche Menge, in der jedem 
Punkte ein definierendes Umgebungssystem zugeordnet ist, wobei das erste Haus- 
dorffsche Umgebungsaxiom (A) erfiillt ist, anders gesagt eine solche Menge, in der jeder 
Tcilmenge M die sogenannte ,,abgeschlossene* Hille M derart zugeordnet ist, daB 
folgendes Hiilleaxiom gilt: 6 = 0: MC M: ist M, C My. so ist M, c My. Diese 
Zuordnungsregel nennen wir Topologie und bezeichnen sie mit den Buchstaben w. v, w 

+, USW. Wir setzen u° M = M,u! M = uM = M; ist & eine Ordinalzahl, so bedeutet 


das Symbol u* die mae. die der Teilmenge M die Hiille uM = u(u=~) M), falls 
& eine isolierte Zahl, und uf M = z. u- M. falls € eine Grenzzahl + 0 ist, zuordnet. 
c<§ 


2) Unter einer waagerechten (lotrechten) Geraden in der Ebene verstehen wir jede 
Parallele zur Achse z (y). 
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Diesen Kreis samt dem Innern bezeichnen wir mit K,,. Wir wihlen eine 
Menge M,, cK,,. Ist y eine beliebige Ordinalzahl, so ist entweder 


w OM,=— TwM 


m=1 m= 


od eo 
vw SM,= JF wM,, + (c,d). 
m=1 


m=1 


Beweis. Da M,, c Dy M,,, so gilt nach dem Hiilleaxiom: u’M,,c 


mal 


cu’ EM, fiir jedes m = 1,2,..., so daB Zw, cu’ xr M,; es 


m=1 m=1 


bleibt also noch zu zeigen, daB w’ > M,,¢ Es u’ M,, + (c,d). Diese 


m=1 


Beziehung beweisen wir durch die transfinite Induktion. Die Beziehung gilt 
fiir y= 0. Wir setzen ihre Geltung fiir alle Ordinalzahlen, die <y sind, 
voraus, und beweisen sie auch fiir y. Wir unterscheiden zwei Fille. 

1. y > 0, ist eine Grenzzahl. Nach der Definition der Topologie w’, 
nach Voraussetzung und da fiir Mengensummen das kommutative Gesetz 
gilt, ist 


w FM,= Sw TM.c E[ FvM,+¢4)] = 


m=1 a<y m=l A<y*m=1 
= FS SwWM,+ed= FwM,+(4). 
m=licy aw 


2. y ist eine isolierte Zahl. In diesem Fealle gilt: 
uw FS M,, = «fw y M,, ro EF w-'M, , + (¢,a)] = 
m=1 m=1 eat 


u 5 u’—1M,, + (c,d). 


m=1 


Es bleibt deshalb noch zu beweisen, daB 


u 5 w— Mic Sr «u’ M,, + (c, d). 


m=1 m=1 


Das ist sicher der Fall. Ist namlich (z, y) €u ¥ 4 u’—1 M,,, so hat jede Kreuz- 


umgebung gemeinsame Punkte mit der Menge 2. u’-1M,,. Entweder gibt 


es nun einen Index p derart, daB in jeder eesmagiong des Punktes (z, y) 
Punkte der Menge u’—"M, liegen; dann ist also (x, y) ¢u’M, und daher 


auch (x, y) € ri u’ M,,. Oder ein solcher Index existiert nicht; das ist nur 
so méglich, daB ae y) = (c,d). In der Tat, da die Menge K,, in der Eukli- 
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dischen Topologie abgeschlossen ist und da die Evklidische Topologie starker *) 
als jede Topologie u* (£ ist eine beliebige Ordinalzahl) ist, so gilt u’—* M,, c K,, 
fir m = 1, 2,.... 

Die Konstruktion I wird mittels transfiniter Induktion durchgefihrt 
werden. Wir setzen zu diesem Zwecke voraus, da8 wir zu einem gegebenen 
Geradensystem T und zu jeder Ordinalzahl, die kleiner als a ist, eine abzahlbare 
Menge von den angegebenen Eigenschaften schon konstruiert haben und wir 
konstruieren eine solche Menge fiir die Zahl «. 

Es sei ¢ > 0 gegeben. Es sei {6,,} eime wachsende Folge reeller Zahlen, 
die gegen den Grenzwert b konvergiert, wobei b — ¢ < b,; wir setzen weiter 
voraus, da8 kein Punkt (a, 6,,) auf einer Geraden des Systems T liegt. Um 
jeden der Punkte (a + ,,,,,) zeichnen wir einen Kreis mit dem Radius 
Tm = i min {b,,.) — dn, bn — by —1}, m= 1, 2,..., Wo bo = b— «, so dab 
der Kreis die lotrechte Gerade im Punkte (a, b,,) beriihrt. Die Menge der 
Punkte auf diesem Kreise und in dessen Innerem bezeichnen wir mit K,,. 
Ist « = 0, so hat die Menge N= J (a,6,,) alle drei Eigenschaften [la], 


m=! 
[2a] und [3a]. Es sei nun {a,,} eine Folge von Ordinalzahlen, so daB 
lim («,, + 1) = «, falls « eine Grenzzahl > 0 und a,, = « — 1, wenn « eine 
isolierte Zahl*) ist. Nach der Induktionsvoraussetzung gibt es zu dem Punkte 
(a, b,,) und zu dem Geradensystem I im Innern des Kreises K,,, eine abzahl- 
bare Menge N,, c Ry, die alle drei Eigenschaften [1 ,,], [2«,,] und [3a,,] hat. 
Wir setzen N = Dy _ fe 
m=1 


1. Es ist zuerst (a,b) €u**'N. Tatsichlich, jede Kreuzumgebung des 
Punktes (a, 6) hat guncinaeme Punkte mit der Menge a. (a, 5,,), so daB 
(a,b)eu SF (a,b,). Da re Pe ee so gilt: 

1 


m=1 ow m=1 
« J (a, 6,.) cat" N. 
m=1 


Weiter ist (a,b) non € u* N. Dies beweisen wir wieder durch transfinite 
Induktion. Da (4,6) non €u°N = N, setzen wir « > 0 voraus. Es sei 
B <a. Es sei (a, 6) non € uw‘ N fir jede Ordinalzahl £ < f. Ist f eine Grenz- 


zahl, dann ist (a,b) none J uN, d.i. (a,b) nonew N. Wir setzen nun 
t<, 


%) Die Topologie u, ist schwdcher als die Topologie u, oder die Topologie u, ist 
starker als die Topologie u,, falls jede Umgebung in der Topologie u, eine Umgebung 
desselben Punktes in der Topologie u, enthalt. Es gilt der Satz: Die Topologie u, ist 
schwicher als die Topologie u, dann und nur dann, wenn u, M C uM fiir jede Unter- 
menge M. 

*) In diesem zweiten Falle bedeutet das Symbol lim (a,, + 1) die Zahl «. 
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voraus, daB # eine isolierte Zahl ist. Den Beweis setzen wir indirekt fort. 
Wir machen die Voraussetzung (a, b) € u’ N. Da nach der Induktionsvoraus- 
setzung (a,6) non €w*—'N und da die Kreuztopologie eine L-Topologie 
ist 5), gibt es in der Menge w*®—* N eine Punktfolge, die gegen den Punkt (a, b) 
konvergiert; das ist nur dadurch méglich, daB die Punktfolge eine Teilfolge 
der Folge {(a, 6,,)} ist. Es sei (a,6,)€u’-* N ein Punkt, der zu dieser 
Punktfolge gehért, wobei f — 1 <a, gelte. Es ist w’-'N c u?N p und 
u’-"N,,cK,,. Der Punkt (a,6,) liegt also in keiner Menge w*—'N,,, 
daher auch nicht in der Menge 5X w*'N,,. Nach dem Hilfssatz ist 


m=1 


w-'N = J w’-'N,,. Daher ist (a, b,) non € w*—" N, was einen Wider- 


m=1 


spruch ergibt. 


2. Die Menge u* *"N ist abzahlbar; denn jede Menge u***N,, = u** 'N,, 
ist nach der Voraussetzung abzahlbar und nach dem Hilfssatz ist 


u*IN= JF u**)N,, + (a, 6). Die Menge u**'N ist abgeschlossen. Es 
m=1 
ist namlich nach demselben Hilfssatz: 


af t®N = ofe*t' NN) = u[ D> u=*1N,, + (a,6)| = uf 
m=1 
= u[u*N + (a, b)] = u**! N + (a,b) = ut tN. 


x u“ N,, + (a, b)| = 


m=l 


3. Weil u**!N = 5 u“*"'N,, + (a, 6) D> u“™*!N + (a,b) und 
m= 1 m= 1 


da jede Gerade des Systems T weder einen Punkt der Menge u*"** N,,, noch 
den Punkt (a,b) enthalt, hat auch die Menge u**+! N dieselbe Eigenschaft. 


Die Menge N liegt im Innern des Kreises vom Rac ‘u. ¢;-dieser Kreis 
beriihrt die waagerechte Gerade im Punkte (a,b). Eine Punktmenge mit 
denselben Eigenschaften [1 «], [2 «| und [3] kann man so konstruieren, daB 
sie innerhalb eines Kreises vom Radius « liegt, der die Jotrechte Gerade im 
Punkte (a, 6) beriihrt. 


Konstruktion II. Jn der Ebene gibt es eine derartige Menge Q < Ry, daB 
u® Q + u+1Q fiir jede abzihlbare Ordinalzahl & und u°Q = u*+'@ fiir jede 
unabzihlbare Ordinalzahl @. 


Zum Beweis benutzen wir die Methode der transfiniten Konstruktion. 
Es sei « eine beliebige abzihlbare Ordinalzahl und fiir jedes ¢ < « sei nach 


5) Das folgt aus dem Satz: Jeder topologische Raum, der den Hausdorffschen Um- 
gebungsaxiomen (B) und (D) und auch dem ersten Abzahlbarkeitsaxiom geniigt, ist ein 
L- Raum. Vgi. F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, S. 263. Leipzig 1914. 
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der Konstruktion I ein Punkt (a.,5.)€ R, und die Menge Q(¢) c Rez so 
gewahlt, daB 


[1 ¢] (a,, b,) € uF **Q(2) — uw Q(C). 

(2 ¢] u>*1Q(C) ist eine abzihlbare und abgeschlossene Menge. 

(3* 2] ué*+1Q(C) -u**+?Q(4) = @ fiir jedes 6 <a, A <a, 6 +A. 

Wir legen durch jeden Punkt der abzihlbaren Menge 2. u> *1Q(C) eine waage- 


rechte und eine lotrechte Gerade. Da das System Pcl Geraden abziahlbar 
ist, gibt es in der Ebene einen Punkt (a,, b,), der auf keiner Geraden dieses 
Systems liegt. Nach der Konstruktion I gibt es zur Ordinalzahl «, zum Punkte 
(a,, 6,) und zu diesem Geradensystem eine Menge Q(«), welche die Eigen- 
schaften [la], [2a] und [3a] hat, so daB die Eigenschaften [1 ¢], [2 ¢] und 
[3* ¢] auch fiir = a erfiillt sind. WirsetzenQ= J Q(¢). DaQ(C) cué +102), 


;<o 
so ist Q(t) -Q(a) = @ far jedes <a, A <a; CA. 
Wir beweisen zunichst die Beziehung u’ Q = =, WiQe ) fiir jede Ordinal- 


zahl 6. Zu diesem Zwecke setzen wir voraus, dab . Beziehung fiir alle 
Ordinalzahlen 7 < 6 gilt. Die Beziehung ist fiir 6 = 0 offenbar erfiillt. Ist 
nun 6 > 0 eine Grenzzahl, dann ist u°Q = Z “w“"Q=F JF v'QOH= 


n<d S<m, 


>é 
x (2 {7 Q(0) = = = HQC), Ist 6 oles isolierte Zahl, so ist nach 


6m I< s 


Voraussetzung u’—?Q = “S u’—1Q(¢), so daB wQ=u( ¥ u’-*Q(2)). 
S< my tom 


Liegt also der Punkt (x, y) € Rz in der Menge u’Q, so hat jede seiner Kreuz- 
umgebungen gemeinsame Punkte mit der Menge =, u’—1Q(C); da die Kreuz- 


topologie eine L-Topologie ist, gibt es in diem Menge eine Punktfolge 
{(z™, y™)}% 1 die gegen den Punkt (z, y) konvergiert, und zwar derart, 
da8B jeder Punkt dieser Folge entweder auf der waagerechten oder auf der 
lotrechten Geraden liegt; es gibt daher eine Ordinalzahl ¢’ der Eigenschaft, 
daB (2™, y™) €u’-1Q(C’) fiir jedes m= 1,2,..., also (x, y)€u’Q(C’). 
Daher ist Qc = u’Q(0). Da cosh seuh dem Bitiieeniens 2, u®Q(f) cu*Q, 


so ist damit die ya angefiihrte Beziehang bewiesen. 

Es sei nun é eine beliebige abzihlbare Ordinalzahl; wir beweisen, da8 
(a;, b,ewt?Q—ufQ. Weil (a;, by) e«@+Q(t) und da Q(&) cQ, 80 
folgt aus dem Hitlleaxiom, da8 (a, b:) €u®*?Q. Den Beweis setzen wir 
indirekt fort. Wir setzen voraus, daB (@,, b:) € u*Q, und folgern daraus einen 
Widerspruch. Nach der im vorigen Abschnitt bewiesenen Beziehung gilt 
wQ= J wu Q(z). Es gibt also eine solche Ordinalzahl tr’, daB (a;, b;) Eu Q(t’). 


tim 


Es ist uf Q(r’) cu" *+1Q(r’). In der Tat, entweder ist § < r’ +1 und 








‘ 
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dann gilt die Beziehung, denn w° Q(t’) cWQ(r') coc... cu Q(r’)c 
cut Q(r') co... cu™** Q(z’); oder es ist tr +1<£ und dann ist 
uf Q(r') = u* **Q(r’), denn die Menge u**+*Q(r’) ist wegen [21'] ab- 
geschlossen. Es ist daher (a,, b,) €ué*?Q(é)-u"*'Q(r’), so daB r’ = & 
vermige [3*£]. Daraus folgt (a,, 6.) € u*Q(£); das ist jedoch im Widerspruch 
mu [1 é]. 

Damit ist der erste Teil, namlich die Beziehung u®Q + u*+'@Q far jede 
abzahlbare Ordinalzahl &, bewiesen. 

Wir beweisen nun, daB die Menge u”' Q abgeschlossen ist. Diese Tatsache 
folgt aus einem allgemeinen Satz®) iiber Z-Raiume: Es sei S eine Menge im 
L-Raume R mit der Topologie v. Dann gilt vo” +? S = v S. In der Tat, 
ist z€v"+*!S, dann gibt es eine Punktfolge {2}, -"cu™S= JF v'S, 


i<w 
die gegen den Punkt z konvergiert, wobei 2” € of" S, &,, < E41 und & < @ 


fir jedes m= 1, 2,.... Offenbar ist zev'™*=+!§ cw”, so dab 
wo 71S co, wanls ouch der zweite Teil bewiesen ist. 

Aus der Konstruktion II schlieBen wir, daB die Topologie u‘, wo & eine 
abzaihlbare Ordinalzahl ist, keine C-Modifikation’?) der Kreuztopologie ist. 
Erst die Topologie u”', die wir mit v bezeichnen wollen, ist die C-Modifikation. 


Satz 1. Der Rawm R, mit der Topologie v ist ein Hausdorffscher, jedoch 
kein reguldrer Raum). 

Beweis. Ist Sc R, und ist S eine Euklidische Hiille der Menge S, so 
ist u? SCS fiir jede Ordinalzahl y. Daraus folgt, daB v schwacher ist als 
die Euklidische Topologie. Da diese das Hausdorffsche Umgebungsaxiom (D) 
erfiillt, geniigt auch die schwachere C-Modifikation v diesem Axiony. 

Damit wir auch den zweiten Teil dieses Satzes beweisen, fiihren wir in 
der Ebene eine waagerechte und eine lotrechte Topologie ein; in der waage- 
rechten (lotrechten) Topologie wird als die Umgebung des Purktes (a, b) € Rz 
jede waagerechte (lotrechte) Strecke mit dem Mittelpunkt (a, b) bezeichnet. 
Die Lange der Strecke nennen wir die Lange der Umgebung. Wir konstruieren 
in der Ebene Ry eine in der Topologie u abgeschlossene Menge F. Es sei 


{r™} die Folge aller rationalen Zahlen. Die Menge F = z= (™, ~) ist in der 


*) Dieser Satz ist bekannt; man benutzt ihn in der Theorie der Baireschen Funk- 
tionen. Vgl. z.B. H. Hahn, Theorie der reellen Funktionen, S. 319. Berlin 1921. 

7) Zu jeder Topologie u gibt es eine kleinste Ordinalzahl « derart, daB u* M = u** 1M 
fiir jede Untermenge M. Man nennt die Topologie u*, die das Hausdorffsche Umgebungs- 
axiom (C) erfillt, die C-Modifikation der Topologie u. Vgl. E.Cech, Topologické 
prostory, Cas. pro pést. mat. a fys. 66 (1937), S. D 235. 

*) Dieser Satz gibt die Lésung eines Problems von E. Cech im topologischen 
Seminar vom 14. November 4939. 
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Kreuztopologie abgeschlossen. In der Tat, es gibt zu jedem Punkte 
(a, b) € R, — F eine waagerechte und eine lotrechte Umgebung, die keinen 
Punkt der Menge F enthilt. Die Menge R, — F ist also offen in der Topologie u 
und die Menge F abgeschlossen. Daher ist u° F = uw F, sodaB u™ F = u™*'F. 
Die Menge F ist also auch in der C-Modifikation v abgeschlossen. Es sei nun 
G > F eine in der Topologie v offene Menge und es sei V ((a, 0)) eine Umgebung 
des Punktes (a, 0) € R, in der Topologie v. Da diese Topologie das Um- 
gebungsaxiom (C) erfiillt, kann man voraussetzen, daB die Umgebung 
V ((a, 0)) eine offene Menge ist. Die C-Modifikation der Kreuztopologie ist 
stirker als die Kreuztopologie und diese ist wieder starker als die waagerechte 
und auch die lotrechte Topologie. Es ist daher eine Kreuzumgebung 


U,((a, 0)) = E[|z—a| < =. y= 0|+ E[z=a, |y| <<] < V (a, 0)) 


vorhanden und zu jedem Punkte (r™, a ) € F gibt es eine waagerechte Um- 
gebung O((m, =)). die ein Teil der Menge G ist. 


Wir bezeichnen mit dem Symbol K(z, y), wo y + 0 ist, ein Rechteck 
mit dem Mittelpunkt (z, 0), dessen Seiten waagerecht und lotrecht sind und 
dessen eine Seite durch den Punkt (z, y) geht. Durch vollstindige Induktion 
konstruieren wir eine Folge von Rechtecken folgendermaBen: Haben wir die 
Punkte (z‘, y‘) €F fiir i= 1, 2,...,m-— 1, und die Rechtecke K(z‘, y’). 
die im Innern des Rechtecks mit den Ecken (a, ~ =, (a + 2 ~ 2}. 

P/ P p/ 
(a, =), (a + =>) liegen, schon gewahlt, so bestimmen wir innerhalb 
des Rechtecks K(z™—', y™~*) einen Punkt (z”, y™) € F und ein Rechteck 
K (z™, y™) von folgenden Eigenschaften: 

[m1] K (2™, y*) c K(2™—*, y™—'). 

[m2] Die Seite des Rechtecks K(x”, y™), die durch den Punkt (2, y”) 
geht, ist ein Teil der waagerechten Umgebung O(z™, y”), die wir zu diesem 
Punkte bestimmt haben. 

Nach dem Cantorschen Durchschnittssatz gibt es einen Punkt 


(c,d) € I K(a2™, y™). Offenbar ist a<e<a+-—. Es ist lim y™ = 0; 
m=1 


m-—> oc 


denn die Zahlenfolge {y™} ist eine Teilfolge der Nullfolge { =}. Daher gilt: 


d= 0. In jeder lotrechten Umgebung des Punktes (c, 0) liegen fast alle 
Punkte (c, y™). Da (c, 0) € U,((a, 0)) c V((a@,0)), so ist (c, 0) € V((a, 0)). 
Weil die Umgebung V ((a, 0)) eine offene Menge in der Topologie » und daher 
auch eine offene Menge in der schwacheren lotrechten Topologie ist, so liegen 
fast alle Punkte (c, y") in der Umgebung V ((a, 0)), so daB V((a, 0)) -G + 9. 
Der Raum R, mit der Topologie v ist also nicht regular. 
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Die C-Modifikation v der Kreuztopologie u ist effektiv starker®) als die 
Kreuztopologie u. In der Tat, diese zwei Topologien sind nicht gleichwertig, 
denn die C-Modifikation v erfiillt das Hausdorffsche Umgebungsaxiom (C), 
die Topologie « jedoch nicht. 


2. 


Es sei S irgendein nichtleeres System reeller Funktionen, die im Bereich 
P + @ definiert sind. Es sei a € P, es sei ¢ eine beliebige positive Zahl 
und es seif € S. Unter der Umgebung W (a; /, «) c P des Punktes a verstehen 
wir die Menge aller derartigen Punkte ze P, daB | f(z) — f(a)| <«. Da 
immer a € W(a; f, e), so ist das Hausdorffsche Umgebungsaxiom (A) erfiillt; 
daher ist der Bereich P ein topologischer Raum. Seine Topologie wird in 
dem Bereich P durch das Funktionensystem S induziert. Wir nennen sie 
daher die Induktion des Systems S oder meist einfacher die Induktion. Der 
Raum P heibt Induktionsrawm; manchmal bezeichnen wir ihn mit (P, GS). 
Jede Funktion f € S ist im Raume (P, GS) stetig, denn W (a; f, «) ist ja eine 
Umgebung von a. 


Die Induktion geniigt dem Hausdorffschen Umgebungsaxiom (C); ist 
namlich W (a; /, e) eine Umgebung des Punktes a und b € W (a; }, e), dann ist 
W(b; f, e — \f(b) — f(a)|) cW(a;f, e). Es gilt der folgende Satz, den der 
Leser leicht beweist: Der Induktionsraum (P,S) gentigt dem Umgebungs- 
axiom (B) dann und nur dann, wenn die Summe zweier stetiger Funktionen 
eine stetige Funktion ist. 

Es sei eine Menge P + © gegeben. Es sei S ein nichtleeres System 
reeller Funktionen, deren Bereich die Menge P ist. Wir kénnen in der Menge P 
eine L-Topologie durch die folgende Definition der konvergenten Punktfolgen 
einfiihren: Die Punktfolge {2}, 2” ¢€ P, konvergiert gegen den Punkt z € P, 
falls 2” = z fiir jedes m = 1, 2,..., oder2” + 2° fiir p + q; p.qg = 1,2,..., 
und der Punkt z der einzige derartige Punkt ist, daB lim f(z") = /(z) fiir 


m-—> oo 


jede Funktion f € S. Das System S induziert in der Menge P eine L-Topo- 


logie, die wir L-Induktion des Systems S oder einfacher L-Induktion nennen. 
Man beweist leicht den 


Satz 2. Die L-Induktion ist schwiicher als die Induktion wnd die beiden 
Topologien sind dann und nur dann gleichwertig, falls die Induktion eine 
L-Topologie ist. 

Beweis. Es sei W(a; /, e) eine Umgebung eines Punktes a € P. Kon- 
vergiert die Punktfolge {2}, 2” € P, in der L-Induktion gegen den Punkt a, 


*) Die Topologie u, ist effektiv stdrker als die Topologie u,, wenn die Topologie u, 
starker als die Topologie u, ist, aber beide Topologien nicht gleichwertig sind. 
Mathematische Annalen. 118. 30 
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so ist lim f(z") = f(a); es gibt also einen Index mp, derart, daB8 


asx 
2” « W(a;f, «) fiir alle m > mo. Die Menge W(a;/, «) ist daher eine Um- 
gebung des Punktes a in der L-Induktion. 

Es sei nun (lie Induktion des Systems S eine L-Topologie. Wir beweisen. 
daB diese Induktion schwiicher als die Z-Induktion des Systems © ist. Es 
sei also {r"}, ** € P, eine Punktfolge, die in der Induktion gegen den Punkt 
b € P konvergiert. Es ist zu beweisen °), da8 diese Punktfolge auch in der 
L-Induktion gegen den Punkt 6b konvergiert. Da jede Funktion f € S in 
dem Raume (P, GS) stetig ist, so ist = fe") = {(b). Ist auch jim f(t") = 


= f(b’), b ¢P, fir jede Funktion Fes, so liegen in jeder “Uagebung 

wi: f, «) des Punktes b’ fast alle Punkte *", so daB die Punktfolge {t™} 

gegen den Punkt 6’ konvergiert. Es ist also b = b’ und 6 ist daher der einzige 

Punkt mit der Eigenschaft, da8 lim f(t") = /(b) fiir jede Funktion f/ €C. 
m—> co 


-Es seien zwei natiirliche Zahlen k < n gegeben. Eine reelle Funktion 


f(z. Zq,..., 2%) von m reellen Verinderlichen hei®t nach H. Hahn™) 
partiell stetig nach x, im Punkte (a;,a2,...,4,), wenn die Funktion 
(ay, ..~, Ze, «++» @_) einer reellen Verinderlichen z, im gewdhnlichen Sinne 


fiir x, =a, stetig ist. Eine Funktion, die partiell stetig nach z, in jedem 
Punkte des Bereiches ist, hei®t partiell stetig nach x,. 

Es sei S(z,) das System aller partiell stetigen Funktionen nach z,, k = 1,2, 
in der Ebene R,. Die Induktion dieses Systems ist die metrische Topologie. 
und zwar: fiir k = 1 die waagerechte und fiir k = 2 die lotrechte Topologie. 

Eine reelle Funktion /(z,, Zo, . . ., Z,) von” reellen Veranderlichen heiBt 
partiell stetig4) [im Punkte (a,,a2,...,a,)], wenn sie [in dem Punkte 
(a1, Gg, ..., @,)] partiell stetig nach z,, k = 1,2,...,m, ist. Eine partiell 
stetige Funktion ist nicht immer im gewéhnlichen Sinne stetig. H. Hahn 
gibt folgendes Beispiel einer derartigen Funktion in der Euklidischen Ebene 

Kay =a fir (2, y) + (0,0) 
/(0, 0) = 0. 

Der Leser iiberzeugt sich leicht davon, daB die L-Induktion partiell 
stetiger Funktionen in der Ebene die Kreuztopologie u ist. 

Nach einem bekannten Satz!2) ist der Hausdorffsche Induktionsraum 
vollstandig regular und deshalb auch regular: Die Induktion w ist also vermége 
des Satzes 1 von der C-Modifikation » der Z-Induktion u« verschieden. 





) Vgl. J. Nova4k, Sur Jes espaces (L) et sur les produits cartésiens (LZ). Publ. de 
a fac. des sciences Briinn, Nr. 273 (1939), S. 11. 
4) H. Hahn, Reelle Funktionen, 8.327. Leipzig 1932. 


12) Vgl. E. Cech, On bicompact spaces. Annals of Mathematics 38 (1937), S. 826. 
827. 
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Es sei S ein System aller partiell stetigen Funktionen von zwei reellen 
Veranderlichen. Die Summe von zwei partiell stetigen Funktionen ist wieder 
eine partiell stetige Funktion. Die Induktion des Systems G, die wir mit w 
bezeichnen wollen, erfiillt daher das Hausdorffsche Umgebungsaxiom (B). 
Da jede reelle Funktion, die im Bereich R, im gewdhnlichen Sinne stetig ist, 
auch partiell stetig ist, enthalt das System S alle Funktionen, die im Eukli- 
dischen Raume R, stetig sind. Die Induktion w ist daher schwicher als die 


Euklidische Topologie. Die Topologie w erfiillt also alle vier Hausdorffschen 
Umgebungsaxiome. 


Satz 3. Der Induktionsraum (Rz, S) ist vollstdndig reguldr, jedoch nicht 
normal 13), 
Wir beweisen zunichst den 


Hilfssatz. Jede Menge H < (Rez, S), die keinen Punkt (x, y) € Rz, 7 + y, 
enthalt, ist in dem Raume (R,, S) abgeschlossen. 


Beweis. Es sei (a,b) € R,—H. Es ist das Vorhandensein einer 
Umgebung W ((a, 5); f,e) c Re zu beweisen, so daB fES, «>0 und 
H - W((a, 6); f, e) = @. Ista + b, so setzen wir f (x, y) = (x — a)® + (y — 5)? 
und ¢ = }(b —a)®. Ist jedoch a = 6, dann definieren wir 


_ —b a 
f (2, y) = oP", fiir (x, y) + (@,) 


f (a, b) = 0. 





Da der erste Fall leicht ersichtlich ist, geniigt es den zweiten zu beweisen, 
Die Funktion f(z, y) ist partiell stetig, denn die Funktionen einer reellen 
Veranderlichen f(z, y) und f(z, yo) sind stetig. Da f(z, z) = 4 fir jeden 
Punkt (z, z) € H, so ist H - W((a, b); f, ©) = © fiir jede Zahl «, die die Un- 
gleichung 0 < ¢ S 3 erfiillt, w. z. b. w. 


Es sei F, die Menge aller Punkte (z; x) € R, mit irrationalem z und F, 
die Menge a.'er Punkte (z, x) € Rz mit rationalem z. Diese zwei Mengen sind 
disjunkt und nach dem Hilfssatz abgeschlossen. Es gibt aber keine Funktion 
g (z, y) mit g (F;) = 0, g (Fe) = 1, die im Induktionsraume (R,, S) stetig 
ware. Dies beweisen wir folgendermaBen: Es sei g(z, y) eine im Raume 
(Rz, S) stetige Funktion mit g (F,) = 0. Es sei ¢ eine beliebige positive Zahl. 
Die Menge G = E[{q (z, y)| < ¢, (z, y) € R2] ist in dem Raume (Re, S) 
offen. Es ist F; < G. Da die lotrechte Topologie schwicher ist als die [n- 
duktion w, gibt es zu jedem Punkte (a, a) € F, eine lotrechte Umgebung 


18) Dieser Raum ist sogar in keinem Punkte normal. Ich habe ein Beispiel einez 
solchen Raumes schon frither gegeben. Vgl. Zwei Bemerkungen zum Bernsteinschen 
Ultrakontinuum. Gas. pro pést. mat. a fys. 68 (1939), S. 154. 


30* 
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O,, ((a, a)) c G von der Linge ~ derart, daB | g(x, y)| < ¢ fiir jeden Punkt 


(x, y) €O,,((a, a)). Wir teilen alle irrationalen Zahlen nach folgender Regel 
in disjunkte Klassen K ? j = 1,2,..., ein: Die irrationale Zahl a reihen wir 
in die Klasse A; dann und nur dann ein, wenn die zugeordnete Umgebung 


des Punktes (a, a) € F, die Lange ; hat. Dieses Klassensystem ist offenbar 


disjunkt und abzahlbar. Jede irrationale Zahl liegt in einer Klasse. Es gibt 
eine rationale Zah] c und einen Index p, so daB die Zahl c in der Euklidischen 


Hiille K p der Zahlenmenge K, liegt. Im anderen Falle wire EK j die Menge 


aller irrationalen Zahlen, also ein F,, was bekanntlich unastgtich ist. Wir 
kénnen annehmen, da8 die Klasse K, unabzahlbar ist. 
Da die dem Punkte (x, 2) € K, zugeordnete Umgebung die Menge 
0, (zo, %)) = Elly — 2\ < = (zo, y) € Rg] ist, so enthalt jede waagerechte 
Umgebung des Punktes (c, c) € F; (und deshalb auch jede Umgebung dieses 
Punktes in der stirkeren Topologie w) solche Punkte (z, y) € R,, daB 
\g(z, y)| < e. Da die Funktion g (z, y) in der Induktion w im Punkte (c, c) 
stetig ist, so gilt: |g(c,c)| < s. Weil die Zahl « > 0 beliebig gewahlt wurde, 
so ist g(c,c) = 0. Da (ec, c) € Fe, ist also nicht g(z, y) = 1 fiir jeden Punkt 
(z, y) € Fe, w.z. b. w. 
Um die Beziehung der Induktion w zu der Euklidischen Topologie naher 
zu bestimmen, schieben wir zwischen diese zwei Topologien eine Hilfsinduktion 
des Funktionensystems $ ein, die wir mit w* bezeichnen. In das System $ 
sei jede Funktion folgender Form eingereiht: 
P (21, Ze) = (%, — a,)* + (L_ — ag)? 

oder 

— _|%1— 4) -1%3 — as! 
V(t» 22) = Tay + (aa — aa) 
(41,42) = 0 

oder endlich 





fiir Ty + Ox, k = 1, 2, 


Y(%1, Le) + pl, Ze), 

wobei a,, k = 1, 2, alle reellen Zahlen durchlauft. 

Satz 4. Die Induktion w* ist effektiv schwiicher als die Euklidische Topo- 
logie in Rz und effektiv stirker als die Induktion w. 

Beweis. Da das System aller Funktionen g(2,. 22) = (2; — @;)? + 
+ (2 — a2)? in Ry die Euklidische Topologie induziert und weil die Funktion 
y(21, Z), die oben definiert ist, nicht im gewéhnlichen Sinne stetig ist, so 
enthalt jede Euklidische Umgebung eines Punktes eine Umgebung desselben 
Punktes in der Topologie w*, aber nicht umgekehrt. Die Induktion w* ist 
daher effektiv schwiicher als die Euklidische Topologie in der Ebene. 
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Um den zweiten Teil des Satzes zu beweisen, betrachten wir das Mengen- 

system 
U;([a,)) > Ue2([a,)) > --- > Un([a,)) > -- +s 

wo [a,;] = (a;, a2) € R. und U,,,({a,]) die Menge aller Punkte (x, , 2) = [x,] € Re 
ist, die gleichzeitig folgende Beziehungen befriedigen: 
_1%— 9) - 125 — Ol _ 
(2, —a,)* + (2 —a,)* 
Wir beweisen, da8 die Induktion w* und die Topologie, die jedem Punkte 
[a,] € R, als Umgebungen die Mengen U,,({a,]) zuordnet, gleichwertig sind. 

Es sei W* ({a,]; hk, e), woh €P und ¢ > 0, eine Umgebung des Punktes [a,] 
in dem Raume (R2, $). Ist die Funktion A(z,, 22) im Punkte [a,;] im 
gewohnlichen Sinne stetig, so gibt es einen solchen Index p, daB 


U,({a,]) c W*({a,); h, «); befriedigt die Zahl p die Bedingung - < +, 20 
gilt diese Inklusion auch dann, wenn die Funktion A(z,, 2.) in dem 
Punkte [a,] nicht im gewdhnlichen Sinne stetig ist. 


1 1 
(x, — a)? + (%_ — ag)? < = und <= 


Es sei nun die Menge U,,,({a,]) und eine Zahl ¢ > 0 mit ¢ < ~ gegeben. 
Dann gilt 


W* ((a,); P(L1, 2) + (Zr, Ze), é) c U,,({a,)), 


wobei die Funktionen g und y von der oben angegebenen Form sind, w. z. b. w. 

Aus der Gleichwertigkeit beider Topologien folgt, da8 der Induktionsraum 
(Rz, B) ein Hausdorffscher Raum ist. Da das erste Hausdorffsche Abzahl- 
barkeitsaxiom gilt, ist die Hilfsinduktion w* eine L-Topologie. Dagegen ist 
die Induktion w keine L-Topologie, denn anderenfaJls wire die Induktion w 
nach dem Satz 2 eine Z-Induktion, also gleichwertig mit der Kreuztopologie u, 
was jedoch nicht der Fall ist. Da die Funktionen y, y und 9 + y partiell 
stetig sind, ist auch der zweite Teil des Satzes bewiesen. 

Alle Betrachtungen iiber die Induktion partiell stetiger Funktionen von 
zwei reellen Verinderlichen lassen sich ohne Schwierigkeiten auf Funktionen 
einer beliebigen endlichen Anzahl von unabhangigen Variablen ausdehnen. 


(Eingegangen am 20.7. 1941.) 











Stérungstheorie der Spektralzerlegung. V. 
Von 
Franz Rellich in Dresden. 


Ein selbstadjungierter Operator, der von einem Stérungsparameter « 
abhangt, habe im ungestérten Zustand, fiir e = 0, ein diskretes Spektrum, 
d. h. sein Spektrum bestehe aus lauter Punkteigenwerten endlicher Vielfachheit 


A,, 4g, ..-, die sich nicht im Endlichen haufen, das zugehérige vollstandige 
System orthogonaler und normierter Eigenfunktionen sei 9), g2,... Nach 


einem allgemeinen von mir bewiesenen Satz!) besitzt der gestérte Operator, 
vorausgesetzt, das die Stérung eine regulire ist, zu jedem /,, 9, ein /,(e), 
Gn(e), das in der Umgebung von ¢ = 0 regular analytisch von e abhingt und 
fiir « = 0 in /,, 9, iibergeht: 

A,(e) = 4, + eA + 2A? +--- 

PnlE) = Pn + EG, + ekg +--- 
Es entsteht die Frage: Bilden die so erklarten Eigenwerte 4,(e) auch fiir 
e + 0 das gesamte Spektrum des Operators, d.h. sind auch die gestérten . 
Eigenfunktionen q, (e) vollstandig? Die Frage ist in dieser Form noch nicht 
sinnvoll. Denn der Konvergenzradius von A,(¢) bzw. von g,(¢) wird im all- 
gemeinen von m abhangen und kann mit wachsendem » gegen Null riicken; 
man kann also im allgemeinen bei festem ¢ + 0 duch fiir noch so kleines | e| 
gar nicht von der Gesamtheit der /,(¢), g,(€) sprechen. Deshalb stellen wir 
die Frage so: Wenn sich alle /,,(e) und ¢,(¢) durch analytische Fortsetzung 
langs reeller « in einem gemeinsamen Intervall — 9 < e < 9 erklaren lassen, 
sind dann die so erklarten g,(e) fiir jedes « dieses Intervalls vollstandig ? An 
zwei einfachen Beispielen zeigen wir, daB diese Frage zu verneinen ist. 


1. Beispiel. Wir betrachten das Eigenwertproblem u”’ + Au = 0 mit 
den Randbedingungen u(0) = 0, ew’ (1) + u(1) = 0; es handelt sich physi- 
kalisch um die schwingende Saite, die links festgehalten und rechts durch eine 
Kraft = «(1) elastisch gekoppelt ist. Gcht man zur entsprechenden Integral- 
gleichung iiber, so ist deren Kern gegeben durch die Greensche Funktion 
G(z, y; €) =5(s +y)— 5 |jz—y| — inc zy. Offenbar ist G(z, y;e) fir 
jedes ¢ aus | e| < 1 eine gleichmabBig fiir alle z, y aus 0 < z, y < 1 konvergente 


1) Satz 2 der ersten Mitteilung, Math. Annalen 113 (1936), S. 600—619. 
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Potenzreihe. Es handelt sich also um ein regulares Stérungsproblem2). Die 
ungestérten Eigenwerte sind 4, = n*?x*, die (normierten) Eigenfunktionen 
sind gy, = ¥2sin(nxz). Um alle Kigenfunktionen des gestérten Problems 
zu finden, bemerke man zunachst, daB 4 =0 kein Eigenwert sein kann, 
wenn men sich auf e beschrinkt, fiir die —1 <e <1 ist; es sind dann 
alle Lésungen der Differentialgleichung mit «(0) = 0 von der Form «(z) 
= asin (VAz). Wegen ew’ (1) + (1) =O muB Ader Gleichung tg V2=-—eVa 
geniigen. Diese Gleichung besitzt eine Folge positiver Wurzeln A, (e) = v2 (e) 
mit /,(0) = n?2?; » = 1,2,... Die »,(e) und damit auch die 4,(e) sind in 
einer Umgebung von ¢ = 0 regulare Potenzreihen von e, die sich lings der 
ganzen reeilen e-Achse regular analytisch fortsetzen lassen. Die gestérten 
(nicht normierten) Eigenfunktionen sind g,(e) = V2 sin [»,(e)2]. Bei posi- 
tivem ¢ sind diese vollstandig, weil die Gleichung tg Va = —e VA dann auBer 
i, = v®(e) keine reellen Wurzeln besitzt. Bei negativem « aber sind sie nicht 
vollstaindig. Denn bei negativem ¢ besitzt die Gleichung tg VA = — e VA 
oder Iq V¥—a=-—eV-4 (auBer der uninteressanten Wurzel A = 0) eine 
negative Wurzel A*(e) = — v®(e), fiir die Jim 4*(e) =— o gilt. Die zu- 
gehérige (nicht normierte) Eigenfunktion ist g*(e) = Sin [v*(e)z]. Neben 
dem regularen Spektrum A, (e), Ag (e), . . . gibt es also noch den nichtregularen 
Eigenwert A*(e), der mit « > 0, e <.0, gegen — © riickt. Bei diesem (regu- 
laren!) Stérungsproblem ist es also sogar der tiefste Eigenwert, der nicht durch 
Stérungsrechnung erfaBt werden kann*). — Die hier auftretende Instabilitat 
ist indessen nicht das Wesentliche. Man braucht nur von dem eben beschrie- 
benen Differentialoperator zu dessen Quadrat iiberzugehen, d.h. von der 
schwingenden Saite zum schwingenden Stab. Dann erhalt man das 


2. Beispiel. wu — Au =0, u(0) =u’ (0) =0, ew’ (1)+u(1) =0, ew” (1)+ 
+w’(1) =0. Die Eigenwerte sind bei positivem e« gegeben durch 
An(&) = [vn (e)}*. Bei negativem « tritt der michtreguldére Eigenwert /*(e) 
= [v(e)]* hinzu. Die Eigenfunktionen sind dieselben wie eben. Hier ist also 
lim A*(e) = +o und die Instabilitaét entfallt. E 
‘> 
&<0 

Es ist die Absicht dieser Mitteilung, fiir selbstadjungierte Operatoren, 
die regular von einem Stérungsparay eter abhingen und im ungestérten 


*) Satz.4 der ersten Mitteilung und Satz 1 der dritten Mitteilung. Math. Annalen 
116 (1939), S. 555—570. 


3) Physikalisch ist das Auftreten dieses A*(e) bei negativem ¢ unmittelbar ein- 


leuchtend, weil bei negativem ¢ auf das rechte Saitenende die abstofende Kraft + u (1) 
wirkt. 
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Zustand ein diskretes Spektrum besitzen, hinreichende Bedingungen dafiir 
anzugeben, da8 im gestérten Zustand keine nichtregularen Bestandteile im 
Spektrum auftreten, daB vielmehr der gestérte Operator ein regulires dis- 
kretes Spektrum besitzt. 


[ch lege dabei den Begriff .,regulares diskretes Spektrum“ folgender- 
maBen fest: 


Definition 1. Ein Operator A(e) sei in einem Teilraum U(e) eines 
unendlichdimensionalen Hilbertschen Raumes symmetrisch fiir alle ¢ des Inter- 
valles 0, <& < 02. Wir sagen, er besitzt in diesem Intervall em reguldres 
diskretes Spektrum, wenn es Funktionen A,(e), Ao(€),... und Elemente —,(s), 
Po(e),... aus U(e), beide regular in der Umgebung jedes e aus diesem Intervall 
derart gibt, daB fiir jedes & aus 0, < & < Og gilt: 1) A(e) pp(e) = An(&) Gale); 
m = 1,2,...; 2) pyle), pele), ... dildet ein vollstiéndiges, orthogonales wnd 
normiertes System. 3) lim |A,(e)| = ©. 

n—> 


Wenn ein Operator in diesem Sinne ein regulires diskretes Spektrum 
besitzt, dann kann er keine nichtregularen Eigenwerte (wie die Operatoren in 
den Beispielen 1 und 2) haben, weil der Satz gilt: Es seien die Voraussetzungen 
der Definition | erfiillt und es sei y(e) in einer Umgebung von ¢9(0; < 9 < 2) 
eine regulire Funktion und Eigenwert von A (e) [es gibt also zu jedem « dieser 
Umgebung ein normiertes y(e), so daB A(e) w(e) = w(e) w(e) gilt: pie) 
braucht aber nicht regular analytisch von ¢ abzuhingen]; dann muB j<(e) 
mit einer der Funktionen A,(e), Ag(e),... identisch sein. In der Tat mu8 
jedenfalls fiir jedes «’ eines Intervalls |e — «| S 6, 6 > 0, das ganz in 
0, < € < gg enthalten und in dem (e) regular analytisch ist, u(e’) gleich 
einer der Zahlen A;(e’), Ag(e’), . . . sein; das folgt aus der Vollstandigkeit der 
Pile’), pele’),.... Wiirde nun u(e) im Intervall |e — e9| ‘< 6 mit jeder der 
Funktionen 4)(e), Ae(e),... nur an endlich vielen Stellen iibereinstimmen, 
dann wiirde es nur abzahibar viele e’ geben, fiir die «(e’) mit emer der Zahlen 
Ay (e’). Ag(e’), .. . tibereinstimmte, es bestiinde das Kontinuum |e — e9| S 4 
aus abzahlbar vielen Punkten. Also mu8 yu(e) mit einem A,(e) an unendlich 
vielen Stellen des Intervalls |¢ — e9| <4 tibereinstimmen, es miissen also 
wegen der Analytizitat «(e) und A,(e) identisch sen. — Aus dieser Bemerkung 
folgt iibrigens, daB die Funktionen A, (e),Ag(e), . . . der Definition 1 bis auf ihre 
Reihenfolge eindeutig bestimmt sind ; wir bezeichnen sie daher als das regulare 
diskrete Spektrum von A (e). 


Ein Hauptergebnis (Satz 4) dieser Arbeit ist es nun, daB ein regulares 
diskretes Spektrum fiir Operatoren, die im ungestérten Zustand 2in diskretes 
Spektrum haben, jedenfalls dann gesichert ist, wenn der Operator A(e) in 
emem festen, von ¢ unabhangigen Definitionsbereich & selbstadjungiert ist 
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und fiir jedes « dieses Definitionsbereiches A (e)u ein regulires Element ist‘). 
Dieser Satz ist von groBer Allgemeinheit; fiir die klassischen Differential- 
operatoren etwa bedeutet er, da8 immer ein regulires diskretes Spektrum vor- 
hegt, wenn der Stérungsparameter nicht inden ,,Randbedingungen“ vorkommt. 


Fiir halbbeschrankte Operatoren wird dariiber hinaus (Satz 5) reguliares 
diskretes Spektrum fiir Operatoren nachgewiesen, deren zugehérige Form 
(das ist fiir Differentialoperatoren das Integral des zugehérigen Variations- 
problems) in emem von ¢ unabhangigen Definitionsbereich erklart ist. Das 
trifft z. B. zu fiir das Eigenwertproblem wu” + Au = 0; u(0) = 0, w’(1) + 

1 


+ eu(l) =0. Das zugehérige Variationsproblem heibt fu'2 dx + ¢ u?(1) 
1 i) 


= Min. | wWdz = 1, u(0) = 0 und es ist gestellt in dem von ¢ unabhingigen 
0 1 


Bereich aller in 0 S z < | totalstetigen Funktionen u(z) mit | u2’dr< & 


i) 
und «(0) = 0. Die Greensche Funktion dieses (reguliren) Stérungsproblems 
heibt K(z,y; e) = = (zx + y) — $ |jz— y|— ear ry. 

Ein Operator mit diskretem Spektrum besitzt eine Reziproke, unter Um- 
standen (wenn Null Eigenwert ist) mu8 man vor der Reziprokenbildung von A 
zu A +-aiibergehen. Diese Reziproke ist vollstetig und besitzt als Kigenwerte 
die reziproken Eigenwerte von A bzw. von A + a; sie hat also ein Spektrum 
mit dem einzigen Haufungspunkt Null]. Man kann daher die oben fiir Opera- 
toren mit diskretem Spektrum gestellte Frage auch fiir vollstetige Operatoren 
stellen. Fiir solche Operatoren formuliere ich die 


Definition la. Eim Operator A(e) besitzt in dem Intervall 0; < ¢ < @¢ 
ein reguldres Spektrum mit dem festen Haulungspunkt Null, wenn alle Forde- 
rungen der Definition | erfiillt sind mit Ausnahme der Forderung 3, die ersetzt 
wird durch: ,,3a) lim |A,(e)| = 0; gedes A,(r) ist im Intervall 0, < € < 9 ent- 

u—> o 
weder identisch Null oder von Null verschieden und diejenigen unter den ¢, (8), 
deren zugehorigen Eigenwerte verschwinden, sind von ¢ unabhingig.“ 

Der Integraloperator mit dem Kern G(z, y; e) = (x + y) — ; |e—y|— 
— oa zy ist ein Beispiel eines regulaéren, beschrinkten und symmetrischen, 


4) Man beachte, daS der Operator A(e) in seinem Definitionsbereich selbst- 
adjungiert (= hypermaximal) sein mu8 im Sinne der Spektraltheorie. Im Bei- 
sp:2l1 ist der Operator selbstadjungiert im Bereich aller in 0S 71 einmal 
stetig differenzierbaren Funktionen u(z), fiir die u’(z) noch totalstetig ist mit 
1 . 
fw’ 2dxz <oo undu (0) = 0,¢ u’(1) + u(1) = 0. Offenbar ist dieser Definitionsbereich 
0 
von ¢ abhangig. 
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sogar vollstetigen marin mit einem nichtregularen Eigenwert, namlich 
dem Eigenwert5) — ay wo v(e) die me fiir « < 0 erklarte analytische 


Funktion ist. Man zeigt leicht, daB — = Te 7a Richt in eme Umgebung van e = 0 
als regulare analytische Funktion fortgesetzt werden kann. Dieser Integral- 
operator besitzt also kein regulares Spektrum mit dem festen Haufungspunkt 
Null. (Begriindung entsprechend der Bemerkung im Anschlu8 anDefinition 1.) 

Satz 1 und Satz 2 geben Kriterien dafiir, daB ein regulirer (beschrankter 
und symmetrischer) Operator ein regulares Spektrum/mit dem festen Hau- 
fungspunkt Null besitzt. Danach wird klar (Satz 3), warum die Integral- 
gleichung mit ee in —1 <e < 1 regularen Kern G(z, y; «) =3 (7 + y) — 
= 5 jz—y| — es - zy einen 7 aan Eigenwert —— wahrend 
das fiir den Kern K(z, y; «) =F(e+y)—5l2— ¥| — 7a; ZY Richt der 
Fall ist. 

Im § 4 beweise ich einen Satz, der fiir das Verstandnis des Vorangehenden 
wichtig ist, der aber auch unabhangig von der Stérungstheorie Interesse ver- 
dient: Wenn ein Operator mit diskretem Spektrum in einem Definitions- 
bereich & selbstadjungiert ist, dann hat jeder in & oder in einem Teilraum 
von & selbstedjungierte Operator ein diskretes Spektrum. Ein ent- 
sp echender Satz gilt fiir vollstetige Operatoren. 

DaB regulare Operatoren nichtregulare Eigenwerte besitzen kénnen, ist 
zuerst von K. Friedrichs*) gezeigt worden, allerdings an einem Operator, der 
im ungestérten Zustand ein rein kontinuierliches Spektrum besitzt. Solche 


Operatoren bleiben hier auBer Betracht; ich behandle sie in einer folgenden 
Mitteilung. 


§ 1. 
Volistetige Operatoren. 

Die Bezeichnungen sind dieselben wie in den vorangehenden Mitteilungen. 
Insbesondere wird der zugrunde gelegte Hilbertsche Raum mit § bezeichnet; 
Z, y, 4,0, y, y,.-. bedeuten Elemente aus §; (z, y) ist das innere Produkt, 
|z| = V (za, z). Unter ,,Operator“ wird stets ,,linearer Operator“ verstanden. 
Ein Operator A, erklart in emem dichten Teilraum & von § (HM heift der 
Definitionsbereich von A), heift symmetrisch, wenn (Au,v) = (u, Av) ist 


5) Unter Eigenwert einer Integralgleichung mit dem Kern G(z, y) verstehen wir 
eine Zahl A mit der § G(z, y) p(y) dy = A p(z) gilt, p(x) + 0. In der Alteren Literatur 
wird im Gegensatz dazu + als Eigenwert bezeichnet. 

*) K. Friedrichs, Uber die Spektralzerlegung eines Integraloperators. Math. 
Annalen 115 (1938), S. 249—272. Anmerkung *). 
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fir alle u,v aus HU. Er heiSt selbstadjungiert, wenn er symmetrisch ist und 
wenn aus dem Bestehen der Gleichung (Au, /) = (w, g) fiir alle « aus YM und 
ein festes Paar /,g aus § folgt, daB f in W liegt (woraus sich dann Af = g 
ergibt). 

Den beiden Hauptsitzen dieses Paragraphen schicken wir zwei Hilfssatze 
voraus. 

Hilfssatz 1. Es sei im Intervall — 9 <e < ein I-dimensionaler 
Projektionsoperator P(e) erklairt und in der Umgebung eines jeden ¢ aus 
diesem Intervall regulér?). Dann gibt es 1 orthogonale normierte Elemente 
ow (e),...,@' (2), regulir analytisch in der Umgebung®) eines jeden ¢ aus 
—o<e< 0, welche fiir jedes ¢ dieses Intervalles die zu P(e) gehorige 
Mannigfaltigkeit Me) aufspannen. 

Beweis. Seien z!, z?,... von ¢ unabhiangige Elemente, die ganz § auf- 
spanner. Dann spannen P(e)z!, P(e)z?, ... die Mannigfaltigkeit M(e) auf. 
Von diesen miissen fiir « = 0 genau / linear unabhingig sein; es seien das die 
Elemente y(e) = P(e)z™, ..., w(e) = P(e)a™. Die Elemente y'(e), ..., 
y'(e) sind fiir jedes ¢ aus dem Intervall — 9 < ¢ < 9 erklart und kénnen in 
der Umgebung keines ¢ aus diesem Intervall identisch verschwinden, weil 


sonst das betreffende py auch fiir ¢ = 0 verschwande und dann yi(0), ..., 
y'(0) nicht mehr die /-dimensionale Mannigfaltigkeit 9,(0) aufspannen 
kénnten. Nun OrthogonalisierungsprozeB: 1. w!(e) = es . He tn 


Viv" te), y (e) 
ow \(e) erklart in — 0 < ¢ < g. Sei eg eine Stelle mit — 9 < & < o. Dann 
ist P(e) in einer Umgebung von ¢ = é in eine Potenzreihe nach ¢ — & ent- 
wickelbar, also y(e) = yi(e —€)° + Yisile — @)*** +-°*) ye = 0. Also 
auch !(e) regular in der Umgebung von ¢ = &. 2. g®(e) = y*(e) — ¢21@1(e) 
mit co, = (y*(e), @,(e)). Dann (¢*(e), m:(e)) = 0 und offenbar g*(e) regular 
in der Umgebung eines jeden ¢ aus — 0 < ¢ < 9. Nach dem eben Bewiesenen 


ist w?(e) = a 3. leichfalls regular in der Umgebung eines jeden ¢ 
“ V(@? (e). p? (e)) . si Cea ' 


aus —o <e.< 9. So fottfahrend erhilt man den vollen Satz. 
Hilfssatz 2. Es sei R(e) in |e| < o beschrankt, symmetrisch wnd regular. 
Inder Umgebung jedes e aus dem Intervall | e| < g set A(e) eine reguldre Funktion 
von ¢ und isolierter Eigenwert endlicher ( positiver) Vielfachheit von R(e). An 
irgendeiner Stelle & (| &| < 0) sei 2.(eo) ein h-facher Kigenwert von R(e), so dap) 
es h, in einer Umgebung von e reguldre Eigenwerte 2 (e), ..., A” (e) gibt, die 
fiir ¢ = & im A (Ee) tibergehen; von diesen h Funktionen seien in emer Umgebung 
von &€ = & genau | mit 2(e) identisch, also 1 < h. Dann gibt es | (aber nicht 


7) Definition 3 und 3’ der ersten Mitteilung. 
8) In dieser Arbeit bedeutet ¢ eine reelle Veranderliche, wenn nicht ausdriicklich 
das Gegenteil gesagt wird. 
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mehr) orthogonale, normierte Elemente w'(e),....w!(e), die in der Umgebung 
eimes jeden « aus dem Intervall \e| < 0 reguldr sind und dort die Higenwert- 
gleichung R(e)w(e) = A(e) w(e) erfiillen (i = 1, 2,..., 1). 

Beweis. I. Es soll zuerst gezeigt werden, daB A(e) nm — 9 < ¢ < 0 
iiberall mindestens die Vielfachheit | besitzt und da es kein Teilintervall 
geben kann, in dem die Vielfachheit von 4(e) durchweg gréBer ware als 1. 
Ware die erste Hilfte dieser Behauptung falsch, dann gabe es ein 6, ohne 
Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir ¢ < 6 an, derart, daB A(e) in 
& S ¢ < 6 mindestens I-facher Eigenwert ist, wahrend das nicht mehr gilt 
in einer noch so kleinen vollen Umgebung von e = 6. Die Zahl A(5) habe die 
Vielfachheit x, also 0<~< @. Da A(d) nach Voraussetzung ein isolierter 
Eigenwert ist, gibt es!) eine Umgebung von e = 6 derart, daB das Spektrum 
von R(e) dort aus genau x Eigenwerten 4 (e), .. ., 2 (e) besteht. Da A(e) 
links von 6 ein mindestens |-facher Eigenwert ist, folgt x > 1 und es miissen 
von den A (e),..., A (e) jedenfalls 1 untereinander identisch und gleich 
A (e) sein. Das heiSt aber, daB / (2) doch in einer vollen Umgebung von « = 6 
mindestens I-facher Eigenwert ist; also A(e) in — o < ¢ < o mindestens 
\-fach. 

Gabe es ein Intervall 4, < « < me mit 7; > — o, ne < o, in dem durch- 
weg A(e) eine gréBere Vielfachheit hatte als 1, so kénnte dieses Intervall 
nicht ¢9 enthalten. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir e9 < 7; 
an. Es miiBte dann ein kleinstes 5 geben mit ¢, < 6 S m, derart, daB A (e) 
fiir d < ¢ < no durchweg eine gréBere Vielfachheit hatte als]. Die Anwendung 
von Satz 2 der ersten Mitteilung!) wiirde dann wie eben lehren, da8 4 (e) auch 
noch in einer vollen Umgebung von e = 6 durchweg eine gréBere Vielfachheit 
hatte als | im Widerspruch zur Annahme iiber 6. 

II. In der Umgebung eines jeden ¢ aus dem Interval] | «| < 0 gibt es?) 
genau | orthogonale normierte und regular-analytische Elemente, die dort 
Eigenelemente von R(e) sind mit dem Eigenwert A(e);,sie spannen zusammen 
den /-dimensionalen Raum M,(e) auf, dessen Projektionsoperator P(e) heiBe. 
Damit ist zu jedem ¢ aus —o <e < ¢ ein in einer Umgebung dieses ¢ regularer 
Projektionsoperator P(e) erklairt. Alle diese Operatoren gehen auseinander 
durch analytische Fortsetzung lings der reellen e-Achse hervor. Denn hat man 
zwei Operatoren P;(e) und P2(e) in zwei tibereinandergreifenden Umgebungen 
erklirt, so mu8 der Durchschnitt dieser beiden Umgebungen unendlich viele 
sich im Innern dieses Durchschnitts haufende Punkte ¢ enthalten, in denen, 
A(e) genau die Vielfachheit 1 besitzt. In diesen Punkten stimmen P(e) 
und P,(e) iiberein; also sind sie wegen der Analytizitat identisch. Anwendung 
von Hilfssatz 1 liefert die w'(e), ...,w'(e) mit den behaupteten Eigenschaften. 

Ein Operator R(e), der fiir | e| < 9 beschrankt und regular ist, 1aBt sich. 
vermége der Entwicklung R(e) = Ry + eR, +-~-- sofort auch fiir jedes 
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komplexe ¢ aus dem Kreis | ¢| < 9 erklaren. Bedeutet 7 irgendeine komplexe 
Zahl mit |7| < 9, dann ist R(e) in eine Potenzreihe nach ¢ — y entwickelbar: 
R(e) = R (y) + R™ (n) (e — n) + R(n) (ec — yn)? +--+. Es gilt dann 
Hilfssatz 3. Es sei R(e) beschrinkt und regulér fiir | «| < 9. Auperdem 
| R(e)z| S M| Rox| bew. |\(R(e)x, z)| S M(Roz, z) fiir alle x aus Se und alle 
komplezen e mit | «| < <¢ (es ist Ry = R(O)). Dann ist | R™ (ec) x| S53 po M | Ro2| 
baw. |(R™ (e) x, z)| =: — M (Roz, x) fiir|e| S 0; < @ mit geeignetem saidiall 
Beweis. Es seien z, y zwei feste Elemente aus und /(e) = (R(e)z, y), 
also + ou He) _ (R™(e)g, y). Es ist f(e) eine gewohnliche Funktion von e, 
regular analytisch in |e| < g@ und, wenn zunichst |R(e)z| < M|Roz| an- 
genommen wird, |f(e)| S| Rox||y| -M fiir | e| < 9. Also if —(9) = < < he ale 











oder |(R(e)z, y)| S Boal flir eS 9,. Setzt man y = R™(e)z, so ergibt 
sich | R™ (e)2| < Rei wie behauptet. Ist aber |(R(e)z, z)| < M (Roz, z), 


dann setze man g(e) = (R(e)z, z). Es ist g(e) ae erga ee in |e| <<@ 
und es gilt dort ir < M(Roz, 2). Also wird oe g” _(e) M (Ry x, x) 


= a ee also 
(R™ (e)z, z)| S = M Rye, z) fiir e S 9). 





Satz l. InR(e) = Ryo + eR, + ---seien Ry, Ry, ...imeinem (unendlich 
dimensionalen) Hilbertschen Raum § symmetrische Operatoren. Es sei Ro 
vollstetig und |R,xz| < k"|Roz|. Dann ist R(e) — symmetrisch. und 
reguldr fiir |e] < + und besitzt im Intervall — + <e< a ein regulires 
Spektrum®) mit dem festen Haufungspunkt Null. 


Beweis. I. Da R, vollstetig ist, ist es auch beschrinkt, also | Ry x| < | «| 
und wegen | R,z| < k"c|z| sind auch die Operatoren R,, Rz, . . . beschrankt. 
Nach Definition 3 der ersten MitteiJung ist R(e) ein beschrankter, symmetri- 


scher, regularer Operator fiir | e| < ¢ Wie bei gewéhnlichen Potenzreihen 


ergibt sich die Méglichkeit, R(e) auch fiir komplexe e mit | e| < ¢ zu erklaren; 


es wird |R(e)z| <|Roz| (1 +|e|k +|el2 +---) = + Real 
Fiir den ganzen folgenden Beweis seien g und q, hele Zahlen mit 
1 
(1) 9<n<q<5;- 





*) Vgl. Definition la der Einleitung. 
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Also 
(2) | R(e)z| = 2|Rox| fiir komplexes ¢ mit |e| <q. 
Umgekehrt : 
| R(e)=| Z | Rox| — | Roz|- (lek +e? + ---) 2 (1-4) Ry | 
= ASIF |Roz| 2 (1— 2qh)|Roz| 
oder 
(3) \Roz| S -—s7/R(e)2|. 


Nach Hilfssatz 3 folgt aus (2) wie bei gewéhnlichen Potenzreihen die Un- 
gleichung | R’(e)z| < 5 | Rox und nach (3) daraus 


(4) |B (e) =| < rq—sap/F ©) 2| far || <a. 


(Wir schreiben R’ (e) fiir R™(e)). Im folgenden sei ¢ wieder reell, |e] < q. 


II. Aus der VolJstetigkeit von R, folgt wegen (2) die Vollstetigkeit von 
R(e). Denn bedeutet {2} irgendeine Menge von Elementen mit |z| < 1, 
dann la8t sich eine Folge z', 2%, . . . auswahlen, fiir die Ryz* konvergiert. Aus 
| Ro(z* — 2™)| > 0 fiir n,m— o@ folgt aber | R(e)(2* — 2”)| > ow fiir 
n,m-—> oo; d.h. R(e) ist vollstetig.- Es besitzt also R(e) em reines Punkt- 
spektrum. Jeder Eigenwert von R(e), der nicht Null ist, hat endliche Viel- 
fachheit und ist ein isolierter Eigenwert. Die Gesamtheit der Elemente z 
mit R(e)z = 0, also der Eigenraum, der zum Eigenwert Null von R(e) gehért, 
ist von ¢ unabhingig. In der Tat folgt aus R(e)z = 0 nach (3) auch Roz = 0 
und umgekehrt aus Roz = 0 nach (2) auch R(e)z = 0. 


III. Es sei A(e) m der Umgebung eines jeden < aus dem Intervall 
01 <@ < 02(— 4 < 01 < Og < + 9,) regular und Eigenwert von R(e). Es sei 7 
ein Punkt des Intervalls 9, < ¢ < gg mit A(m) + 0 und ¢(e) ein zugehériges, 
in emer Umgebung von « = 7 regulares normiertes Eigenelement™) von 
R(e). Aus R(n) y(n) = A(n) y(n) folgt nach (2) sofort |A(n)| < 2| Ro p(n)|, 
also wegen | Ryx| < c|z2| 


(5) |A(m)| S 2c. 

In emer Umgebung von «=71 ist A(e) = A(n) +A’ (n)(e—1) +°°5 
y (2) = 9(n).+ 9 (n) (e — 9) +--3. Ble) = Rly) + Bly) (e—n) +--~ 
Daraus folgt (formale Stérungsrechnung!) 4’(n) = (R’(y) y(n), y(n). Also 


1°) DaB ein solches existiert, folgt aus Satz 2 der ersten Mitteilung. 
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r . ’ 2 
|2’(m)| S| ¥ (n) y(n)| und nach (4) weiter | 2’(n)| S 7>a—zaH | RM) 9 (n))- 
Man erhialt so die Ungleichung”) 


(6) Ik (MS ga aeH IA 


IV. Es sei — g, < e9 <q, und A + 0 ein Eigenwert von R(e). Es folgt+) 
in einer Umgebung von ¢ = & die Existenz eines reguliren Eigenwertes A(e) 
von R(e) mit A(e9) = 4. Es soll gezeigt werden, daB dieses A (e) sich regular 
analytisch lings des ganzen Intervalles — qj < e <q, fortsetzen ]aBt und dort 
nicht verschwindet. Ware das nicht der Fall, dann gibe es ein ? (wir nehmen 
ohne Beschrankung der Allgemeinheit an # > eo) mit # Sq, derart, daB A(e) 
im @ Se < # regular und von Null verschieden ausfallt, wihrend A(e) in 
e = # entweder nicht regular ist oder verschwindet. Da |A(e)| nach Unglei- 
chung (5) im Intervall e, S « < # beschrankt ist, sind nur zwei Faille denk- 
bar: entweder es gibt eine Folge «, mit 2 Se, < #, lim &, = 0 und 


lim A(e,) = uw + 0; oder A(e) > 0 fir ge > 8, = Se < #. 


Im ersten Fall ist u ein isolierter Kigenwert endlicher Vielfachheit von 
R(#), vielleicht von der Vielfachheit Null, d.h. tiberhaupt kein Eigenwert. 
Da namlich R(e) in der Umgebung von ¢ = # regular ist, gibt es h, in der 
Umgebung von « = # regulare Eigenwerte ;(e),..., ua(e) (es bedeutet h 
die Vielfachheit von yu), die fir e—# in pu tibergehen, und diese Kigenwerte 
stellen bei gentigend kleinem | ¢ — #| genau das Spektrum von R(e) in der 
Umgebung von 4 =p dar (wenn 4 =0, dann ist das Spektrum von R(e) leer in 
einer Umgebung von / =). Da lim 4 (e,) = ist, kann h nicht Null sein und 
es muB also wegen der Analytizitit 2,(e) = ,(e) gelten, wobei i eine Zahl 
zwischen 1 und A ist; also A(e) regular fiir e = #. Wir zeigen zweitens, daB 
nicht fim A(e) =0 sein kann. Es gilt namlich in e, S e < # nach (6) die 


: , 2 P 
Ungleichung |2’(e)/ S 7-29 |A(e)|. Es ist also A(e) in eg Se <P 
eine stetig differenzierbare, in 29 S ¢ < # stetige Funktion; 4 (#) = 0 und 
|a’(e)| SC -lAle)| in eo Se <@. Nach der bekannten Schlufweise, mit 
der man den Eindeutigkeitssatz fiir gewéhnliche Differentialgleichungen 
erster Ordnung zeigt, ist A(e)=0 in a Se SH im Gegensatz zu 
A(eo) = A + 0; damit ist auch im zweiten Fall ein Widerspruch hergeleitet. 
Also 1aBt sich A(e) tiber das ganze Intervall — ¢, S e Sq, oder, wegen der 
Willkiir von q, g;, tiber das offene Intervall — x; <e< a regular analytisch 
fortsetzen und es ist dort A(e) + 0. 


11) Die Heranziehung der Ableitung A’ (1) mit Hilfe der Formel 4’ (n) = (R’ (n) y(n), p(n)) 
und ihre Verwendung in dem folgenden Schritt IV verdanke ich fir einen wich- 
tigen Spezialfall Herrn v. d. Waerden. 
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V. Es sei A,, Az, ... die Gesamtheit der Kigenwerte von R, = R(0), 
mehrfache mehrfach hingeschrieben. Sei 4 ein nichtverschwindender unter 
diesen Eigenwerten; er sei h-fach. Dann gibt es in einer Umgebung von 
e =0 genau / regulire Eigenwerte J1'(e),..., A (e) mit 24(0) =--- 
= A” (0) = 4. Die Numerierung sei so vorgenommen, da8 in einer a 
von ¢=0 gelte Ae) = A%(e) = --- = A(e); Ate) = A*2%(e) = 
= gt (e); 22.5 Ab-1t* (e) = Jr-1 42 (ge) =--- =A (e); 1, =h. Tede der 
Funktionen 4“ (e), A“ (e), .. ., H? (e) _ sich, wie in Schritt IV bewiesen, 


tiber das ganze Intervall — Fy <e<5 ~ regular analytisch fortsetzen ohne 


zu verschwinden. Nach Hilfssatz 2 as es langs dieses Intervalles regulire, 
orthogonale und normierte Eigenelemente w'(e): R(e)w(e) = A (e) w (e), 
6 aT, Fy « «og Ons 0 00 Oe 0 0 op ip 


Indem man diese Konstruktion fiir jeden der verschiedenen Eigenwerte 
2, * 0 vornimmt und zu den so erhaltenen w(e) noch ein (endliches oder 
unendliches) System normierter Orthogonalfunktionen y!, y*, ... hinzufiigt, 
die den Raum aller z mit Roz =0 aufspannen, erhilt man ein System 
von Elementen, das wir irgendwie abzihlen und mit g'(e), g*(e),... 
bezeichnen. Es ist R(e) gy" (e) = A, (e) gy" (e), wobei A, (0) = A, ist und 
die g"(e) mit A, = 0 von e — sind ; Jnl) und g"(e) regular in 


jedem Punkt aus dem Intervall —55 <¢ <5; sz: 


VI. Bleibt zu zeigen, da8 die oad g*(e), ... fiir jedes ¢ aus — x <ée< x 


vollstandig sind. Fiir e = 0 ist das “re er der Fall. Wire *(¢p), 
y*(é), ... nicht vollstandig mit — 


<t& < dann wiirde es ein Eigen- 


; 2k 2k 7 ¢ 
element » + 0 geben, das auf allen g'(é), y*(&), ... orthogonal ware; 
R(e) y = wy. Ware u = 0, so ware (Schritt Il) auch Ry y = 0 und auBer- 
dem y orthogonal auf allen y!, y*, ..., die ja unter den g(é), gy? (eo), .. vor- 


kommen. Das ist unméglich, weil wegen Ry y = 0 gewib yp = J (y, y') y' 
ist, also y = 0 folgen wiirde. — Wenn aber uw + 0, dann gibt es!) zuniichst 
in einer Umgebung von ¢ = eg mindestens eimen reguléren Eigenwert von 
R(e), der fiir ¢ = e in uw itibergeht. Nach Schritt 4 1aBt pas dieser Eigenwert 
regular analytisch tiber das ganze Interval] — - <e< st fortsetzen ohne 
zu verschwinden. Nach _— 2 - es (mindestens) ein normiertes w(e), 


regular in jedem ¢ aus — 


a <@<3y das Eigenelement zuni Eigenwert y(e) 
ist: R(e) y(e) = u(e)y(e). Es mu8 y(0) mit einer nichtverschwindenden 
unter den Zahlen A, (0), A2(0), . . . tibereinstimmen, also!) «(e) mit einem der 
Ai(e), Ag(e), --, identisch sein, wir nehmen an y(e)=A,(e). Es sei 
Ay (e) = Ae(e) = +++ SA,(e), aber A,(e) = Ay(e), wenn r >1. Dann wird in 
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L 
einer Umgebung von ¢ = 0 offenbar ro = - {vle): g'(e)) p(e). Da aber 


w(e) und die ¢'(e) sich tiber — x <e<3 L snalytiach fortsetzen lassen, gilt 


y(é&) = & E (plea Y' (e0)) g'(eo). Da yeo) auf allen g*(é), p*(é), ... 


orthogonal steht, folgt y(eo) = 0 im Widerspruch zu | y(e9)| = 1. Damit ist 
Satz 1 vollstandig bewiesen. 


Wenn man von dem ungestérten Operator Ry = R(0O) weib, dab 
(Rox, x) => O ist fiir alle z, dann kann man in Satz 1 die Voraussetzungen 
abschwachen und gelangt zu 


Satz 2. In R(e) = Ro + eR, +--- seien Ro, Ry, ... in einem (unend- 
lich dimensionalen) Hilbertschen Raum § symmetrische Operatoren. Es sei Ro 
vollstetig und |\(R,x, z)\ < k"(Ryx, x). Dann ist Rie) eas symmetresch 
unl reguldr fiir \e| < + und besitzt im Intervall — a <oe< it ein regulidres 
Spektrum mit dem festen Haufungspunkt Null. 


Beweis. Fiir den ganzen Beweis seien q und q, feste Zahlen und zwar 


0<q<q< a Aus |Roz| Sc|z| folgt |(R, 2, z)| Sk" -c-(z, 2), 
R,z| <k'e|z|. Also R(e) = Ryo + eR, +.--- regular im je| < z: 
Ferner |(R(e)z, z)| S (Roz, z) (1 + |e|k + ---) also 

(7) \(R(e)z, z)| S2(Roz, xz) fiir komplexes ¢ aus |e| Sq. 


Umgekehrt§) (R(e)x, z) > (Rox, x) (1 —\e|-k—---) => (1 — 2 gk) (Roz, =) 


oder 
(8) (Ry z,z) < i3qk (R(e)z,z) fiir (reelles) € aus |e| < q. 
\us (7) folgt nach Hilfssatz 3 


(8a) \(R’ (e) z,z)| S 5 (Roz,z)s 5 azz (R(e) x, 2) lel S 4. 


Bedeutet A(e) einen Eigenwert von R(e), der in jedem Punkt eimes Intervalles, 
das noch ganz zu | e| <q, geh6rt, regular ist, dann ist 4’ (e) = (R i ) ple),  (e)) 
und Rfe) p(e) = A(e) p(e), | p(e)| = 1. Wegen (8a) wird | 2’(e)| S55 “aqn|446)| 
fiir e Sq, und wegen (7) wird |A(e)| <2c. SchlieBlich folgt, da& die Gesamtheit 
aller z mit R(e)z = 0 von e unabhingig ist (|¢| <q). Aus Ryx = 0 folgt naimlich 
nach (7) (R(e)z, z) = 0 und da®) nach (8) auch (R(e)u, u) = 0 ist fiir alle u, 
daB R(e)z — Oist; umgekehrt folgt aus R(e)z = Onach (8) auch (Rox, xz) = 0, 
d.h. Roz = 0. — Da R, vollstetig ist, laBt sich aus jeder Menge {x} mit 
(x, 2) S 1 eine Folge 21, z*, .. . auswaihlen mit konvergentem Roz". Aus (7) 
folgt fiir — ¢ S ¢ Sq auch") (R(e)z, R(e)z) S 4c(Roz, z) S 4e| Rox\:\ 2}. 
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Also | R(e) (z* — 2™)|* S 4c - | Ro(z* — 2”)|- 2-0 fir n, m> ow; d.h. 
R(e) ist vollstetig. Damit sind die Uberlegungen zu Ende gefiihrt, die an 
Stelle der Schritte I—III im Beweis von Satz 1 treten. Die restlichen 
Schritte [V—VI kénnen unverindert aus diesem Beweis genommen werden’ 
und Satz 2 ist bewiesen. 

In Satz 1 baw. in Satz 2 sind iiber die symmetrischen beschrinkten 
Operatoren Ry, R,,... die unendlich vielen Voraussetzungen 
(9) |R,z| SH |Roz| bzw. |(R,z,2)| SK (Roz,z); » =1,2,..- 
gemacht worden, aus denen sich nebenbei die Regularitét von R(e) = Ry + 
+ eR, +--- im fel < | ergab. Man kann die unendlich vielen Voraus- 
setzungen (9) aber in folgender Weise (durch aquivalente Voraussetzungen) 
ersetzen. Man verlange: 1. R(e) = R, + ¢R, +--- im |e| < pe regular be- 
schrinkt und*) symmetrisch. 2. Fiir alle komplezen ¢ aus dem Kreis | ¢| < 0 sei 
(10) |R(e)z| S<M|Roz| bzw. |(R(e)z, z)| S M(Roz, a). 


In der Tat folgt aus (10) wegen Hilfssatz 3 (es ist R” (0) = R,) sofort auch (9)- 
DaB umgekehrt aus (9) auch (10) folgt, ist klar. 


§ 2. 
Integraloperatoren. 
Die Sitze 1 und 2 lassen sich direkt auf Integraloperatoren anwenden 


und liefern dann unter Beriicksichtigung der Bemerkung am Schlw8 des voran- 
gehenden Paragraphen [Formel (10)] den 


Satz 3. Es sei 1. K(x, y; ) im einer festen Umgebung von « = 0 eine 
gleichmapig fiir alle xz, y mit 0 < z, y < 1 konwergente Potenzreihe von ¢ mit 
Koeffizienten, die im Intervall 0 < x, y < 1 stetige Funktionen von zx, y sind. 

2. Kia, y; e) = K(y, x; €) fiir reelle «. 

3. Es gebe eine Zahl M und eine feste komplexe Umgebung | «| < 9’ von 
e = 0 derart, daf fiir alle in 0 S x <1 stetigen (homplexwertigen) Funk- 
tonen u(x) gilt 


11 11 : 
waaels_ Ht e)u(y)dy | dz <= M \| J K¢ K(z, y; 0)u(y)dy| de’ 


11 
oder : i K(z, y; e)u(x)u(y)dz dy|< MI\K (x, y; O)u(x)u(y)dady. 


—— 





12) Wenn B und JB’ beschrankte, symmetrische Operatoren sind und wenn_ 
(Bu, u)| S k(B’ u, u) und | B’u| S 6’ | u| ist, dann folgt zunachst in bekannter Weise 





(Bu, | Sk V( Bu, u) V( Be, v) Sk yb’ VB’ u, u) ¥(v, v). Daraus fir » = Bu durch 
Quadrieren (Bu, Bu) < k*b’(B’u, u), die verwendete Ungleichung. 
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Dann besitzt die Integralgleichung [ K(z, y; e) p(y)dy = A g(a) in einer festen 
Umgebung von ¢ = 0 ein reguldires Spektrum) mit dem festen Héufungs- 
punkt Null®). 

Als ein Beispiel zu Satz 3 betrachten wir das Eigenwertproblem der 
Integralgleichung mit dem Kern K(z, y; 2) =$(z+y)—4\|2—y|— 
0 < z, y S 1 aus der Einleitung. Die Voraussetzungen i und 2 


von Satz 3 sind offenbar erfiillt. Um das Erfiilltsem der Voraussetzung 3 
(zweite Ungleichung) zu zeigen, beachte man 





11 1 z 1 
J K(x, y; 0)u(x)u(y)dzdy = Ju(a) J yuly)dy + x{uly)dy|de 


-f| 


aoe 


u(y)dy| dz. 


11 
S\flippeyu(e) u(y) dedy| + {xe y; 0)u(z)u(y)da dy. 
66 
Fir komplexes ¢ mit |e| S g < 1 wird also 
11 Pes 
|{ [Xe y; e)u(x)u(y)da dy| 
00 
1 11 oommpewe 
saz J tle) az? + f [Ke y; 0) u(z)u(y)da dy. 
UNG iz 
Wegen 


. 
| { 2u(ayae? = ( f u(ydyl az) s | | J u(y)dy|*dx 


1 
{\f 
6 
1 
=[| Ke, y; 0) u(x) u(y)dady 


ae 


folgt 


1 


1 
I K (2, y; e)u(z)u(y)dz dy| 


‘ 11 —_———~ 
< (+) J [KG ys 0)u(2) u(y) da dy. 


Es ist also auch Voraussetzung 3 erfiillt und daher hat der Integraloperator 
mit dem Kern K(z, y; ¢) ein regulares Spektrum®) mit dem festen Hiufungs- 
punkt Null. 


31° 
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$3. 
Regulare, nichtbeschrankte Operatoren mit festem Definitionsbereich 

In diesem Paragraphen handelt es sich um nichtbeschrinkte Operatoren 
A(e), die in einem festen, d.h. von ¢ unabhangigen Definitionsbereich 4 
erklart und symmetrisch sind. In Satz 5 der dritten Mitteilung haben wir ein 
hinreichendes Kriterium dafiir kennengelernt, da8 fiir einen solchen Operator 
A(e)u ein regulires Element) darstellt, wenn « ein (von ¢ unabhingiges) 
Element aus & ist. Wir werden zunachst zeigen, da8 dieses Kriterium auch 


notwendig ist (Hilfssatz 4) und dann in Hilfssatz 5 ein weiteres notwendiges 
und hinreichendes Kriterium herleiten. 


Hilfssatz 4. In einer Umgebung von e = 0 set A(e) in U ein symmetrischer 
Operator und A(e)u em reguldres Element fiir jedes von ¢ unabhaingige u aus U; 
der Operator A(0) sei in U selbstadjungiert.. Dann gibt es in U symmetrische 
Operatoren A, = A(0), A,, Ag, ... und eine Zahi k mit | A,u| < k" {| Agu| + | u\}; 
n=1,2,... und A(e)u = Apu + 2A,u+--- fiir alle u aus XM. 

Beweis. Nach Voraussetzung ist A(e)u = tt + eu, + eu, + - 
Also ist jedem « aus & (und jedem n) eindeutig ein u, zugeordnet; zu zeigen 
ist, daB diese Zuordnung durch einen Operator A,,u = u,, geschieht, d. h. daB 


sie linear ist. Aus A(e)v = v9 + ev; + e*v2 + - -- folgt aber, dab au, + fr, 
dem Element au + fv zugeordnet ist, also ist A, ein Operator: A(e)u 
= Agu + eA,u + e& Agu +--+. Aus(A(e)u, v) = (u, A(e)v) folgt (A,u, v) 


= (u, A,v), also ist A, symmetrisch. Sei R = (Ay + i)-1. Dann ist A(e) Ra 
= A,Rz + 2A, Roa + - - - fiir jedes z aus §. Fiir jedes ¢ aus einer Umgebung 
vone = Oist A(e) Rein beschrankter Operator"), und es ist A (e) Refiir jedes z 
aus § ein regulares Element. Also ist?) |A,Rz| < K"*"|x| mit geeigneter 
Zah) K. Mit Rx =u, z = Agu + iu gilt also fiir alle wu aus MU die Un- 
gleichung |A,u|< K"**{| Agu| + |u|}, die offenbar mit der Behauptung 
gleichwertig ist. 

Die Tatsache, daB A (e) in einem festen Definitionsbereich se] bstadjungiert 
ist und fiir jedes u dieses Bereiches A(e)u regular ausfallt, kann auch an der 
Reziproken R(e) von A(e) (wenn eine solche existiert) erkannt werden. Es 
gilt namlich 


Hilfssatz 5. Es set A(e) in einer Umgebung von ¢ = 0 reguldr und selbst- 
adjungiert. Auperdem besitze Ag = A(0) eine beschrinkte Reziproke Ry, so 
daB15) auch A(e) eine reguldre beschrinkte Reziproke R(e) = Ry + eR, +--: 
besitzt. Dann bestehen in einer Umgebung von « = 0 Unabhingigkeit von 


3) Definition 2 der ersten Mitteilung. 
14) Hilfssatz 2 der dritten Mitteilung. 
4) Satz 1 der dritten Mitteilung. 
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fiir den Definitionsbereich von A(e) und Regularitdt von A(e)u fiir jedes von ¢ 
unabhingige u aus diesem Definitionsbereich genau dann, wenn es eine Zahl C 
gibt, mit der |R,z| < O"|Roz|; n = 1,2,... fiir alle x aus § gilt. 


Beweis. I. Die Bedingung |R,z| < C"| Ryz| ist notwendig. Daz 
beachte man, da8 T(e)xz = A(e) Roz fiir jedes Element z aus § erklart ist 
und in einer Umgebung von ¢ = 0 ein regulires Element darstellt. Nach 
Hilfssatz 2 der dritten Mitteilung ist A (e) Ry fiir jedes ¢ dieser Umgebung ein 
beschrinkter Operator. Also ist (Definition 3’ der ersten Mitteilung) T(e) 
ein regularer beschrinkter Operator. Da 7 (0) = 1 gewiS eine beschrankte 
Reziproke besitzt, so hat 7'(¢) eine regulare beschrankte Reziproke (Hilfssatz 4 
der dritten Mitteilung): S(e) = Sy + eS, +--+ Es ist S(e)z = Ay R(e)z. 
Fiir alle z aus § und alle u aus % gilt (S(2)z, u) = (R(e)z, Agu) und garaus 
(S, 2, u) = (R, x, Agu). Da Ap in & selbstadjungiert ist, liegt Ra in UW und 
es ist S, =.A)R,. Da S(e) regular und beschrinkt ist, gibt es’) ein K mit 
|S,2| < K**"|z|. Es ist (u,S,y) == (u, ApR,y) = (R, Apu, y) fiir alle « 
aus WM und y aus §. Daher |(R, Apu, y)| S |u| -K"*'|y|. Setzt man darin 
y = R,Aou, so entsteht |R,Aqu| < K"**|uj oder |R,2| < K"*?| Ryz| 
wie behauptet. 


II. Die Bedingung | R, z| < C"| Roz| ist hinreichend. Wir zeigen zuerst, 
da8 R,z ein Element aus dem Definitionsbereich & von Ap ist. wenn z ein 
beliebiges Element aus § ist. (Diese Tatsache ist iibrigens in dem unten 
bewiesenen Hilfssatz 8 enthalten.) Aus |R,z| < C"|Rox| folgt | R, Agu 
< CO" |u| fiir alle w aus A. Der Operator S* = R, Ao, zunichst in & erklart, 
kann zu einem in § erklarten, beschrinkten Operator fortgesetzt werden. 
Seine (beschrankte) Adjungie:te heiBe S,. Dann ist (Apu. R, x) = (u, 8,2) 
fiir alle wu aus U und jedes z aus §. Da Ay in Y selbstadjungiert ist, folgt, daB 
R,,z in Up liegt und daB S, = A)R, ist. Aus |S,z| = C"|\z| folgt sogar 
|AoR,z| = C"|z|. Es sei nun z ein beliebiges Element aus dem Definitions- 


bereich von A(e). Dann ist z = (Ry + ¢R, — --+)y mit geeignetem (von ¢ 
abhangigem) y aus §. Setzt man z, = (Ry + «R, +--- + ¢"R,)y, so gilt 
lim z, =z und Appz, = y + eA Ry +--+: + e"AgR,y besitzt (wegen 


| Ao Ray < C"|y|) auch einen Grenzwert, wenn m gegen co riickt. Da Ap 
in & abgeschlossen ist, liegt z in U. Also ist der Definitionsbereich von 4 (e) 
, mW enthalten. Aber auch das Umgekehrte ist richtig. Sei namlich u« ein 
Element von &. Da 1 + ¢49 R; + c2Ap Re + - ~~ eim regulirer beschrinkter 
Operator ist, besitzt er (Hilfssatz 4 der dritten Mitteilung) eme (regulare) 
beschrankte Reziproke B(e). Setzt man B(e)Agu = y, so wird Agu 
= (1+ eA) R, + &@ AR, +-*:)y, wu = (Ro + eR, + &R, +---)y, deb. 
aber u liegt in dem Definitionsbereich von A(e). Der Definitionsbereich von 
A(e) fallt also mit & zusammen, er ist von ¢ unabhangig. — Wir haben noch 
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zu zeigen, daB A (e)u ein regulires Element ist fiir jedes (von ¢ unabhangige) u 
aus Y&. Dazu bedenke man, daB A(e)R, = B(e) ein regularer beschrinkter 
Operator ist. Also ist gewiB A(e)Ryoz = B(e)z fiir jedes z aus § ein regulares 
Element. Also auch A(e)u fiir jedes u aus Y. 

Wir sind jetzt in der Lage, das hauptsichliche Ziel dieses Paragraphen 
zu beweisen, namlich 


Satz 4. Fiir eine Umgebung von « = 0 sei A(e) im einem festen, von ¢ 
unabhiingigen Definitionsbereich U symmetrisch. A(e)u set regulédr fiir jedes u 
aus U. Der ungestérte Operator A(0) sei in U selbstadjungiert und besitze ein 
diskretes Spektrum. Dann hat A(e) in einer Umgebung von e = 0 ein reguldres 
diskretes Spektrum (Definition 1). 

Beweis. Nach Satz 4 der dritten Mitteilung ist A(e) fiir al’e ¢ einer 
Umgebung von «= 0 selbstadjungiert und regular. Da A(0) ein dis- 
kretes Spektrum hat, gibt es eine reelle Zahi d, so daB A(0) +d eine 
beschrinkte Reziproke R, besitzt. Dann hat A(e)+d in einer Um- 
gebung von ¢ = 0 eine regulare beschrankte und symmetrische Reziproke 
R(e) = Ro + eR, +--- und es ist Ry vollstetig und symmetrisch. 
Nach Hilfssatz 5 gibt es eine Konstante C, so daB | R,z| < C"| Roe] gilt. 


Nach Satz 1 besitzt also R(e) im Intervall — =>, <e <5, ein regulires 


Spektrum mit dem festen Haufungspunkt Null. Da R, nicht den Eigenwert 
Null hat, sind alle Eigenwerte von R(e) iiberall (in dieser Umgebung 


von « =-0) von Null verschieden. Also hat A(e) +d und damit auch 
A(e) in — o <e< xo ein regulares diskretes Spektrum. 

Fiir halbbeschrinkte Operatoren haben wir friiher (Satz 6 der dritten 
und Satz 3 der vierten}*) Mitteilung) Regularitatskriterien auch in solchen 
Fallen gewonnen, wo der Definitionsbereich vom Stérungsparameter ¢ abhangt; 
erst der Definitionsbereich der zugehérigen Form war von ¢ unabhingig. Auch 
in diesen Fallen kann man, falls der ungestérte Operator ein diskretes Spektrum 
besitzt, fiir den gestérten Operator ein regulares diskretes Spektrum nach- 
weisen. Wir zeigen das fiir Satz 3 der vierten Mitteilung als dem allgemeineren 
Satz und beweisen 


Satz 5. Fiigt man den Voraussetzwngen von Satz 3 der vierten Mitteilung 
die Voraussetzung hinzu, Ay habe ein diskretes Spektrum, dann besitzt der in , 


diesem Satz genannte Operator A(e) in einer Umgebung von ¢ = 0 ein reguldres 
diskretes Spektrum. 


Beweis. Mit den Bezeichnungen von Satz 3 der vierten Mitteilung 
[vgl. Formel (40), 8.372] wird (A(e) +> y" = R(e) = Ry + eR, +--- 





18) Math. Annalen 117 (1940), S. 356—382. 
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ein regularer, beschrinkter und symmetrischer Operator und es ist R(e) 
= B(e)R, R =(1+a+56A,)-1. Dabei gilt fir B(e) = 5 «'B,, da es 
in G ein G-regularer, G-beschrankter Operator ist, [B,u, B,u] < K*" [u, u] fir 


jedes u aus © und daher |[B,u,«]| < K’(u,u) oder |[B,Rz, Rz)| 
Ss K' [Rz, Ra), d.h. |(B,Rz, z)| < K'(Rz, zx) oder |(R,x, z)| = K’(Rz, z), 
y =1,2,.... Esist Ry =b(64p +a +1)-1 =bR, also |(R,z, z)| < * (Roz, 2) 
oder |(R, xz, z)| < k’(Rox, x) mit geeigrietem k. Da R, vollstetig ist, sind alle 
Voraussetzungen von Satz 2 erfiillt, R(e) besitzt also in emer Umgebung von 
e = 0 ein reguléres Spektrum mit dem festen Haufungspunkt Null. Da Ry 
nicht den Eigenwert Null hat, sind die Eigenwerte von R(e) iiberall (in einer 
Umgebung von e = 0) von Null verschieden und es hat daher R(e)-! 


= A(e) +“** und daher auch A(e) ein regulares diskretes Spektrum. 


Die Satze 4 und 5 lassen erkennen, da alle Typen von Differential- 
operatoren, die wir in § 6 der vierten Mitteilung als regular nachgewiesen haben, 
ein regulares diskretes Spektrum besitzen, sofern sie im ungestérten Zustand 
ein diskretes Spektrum haben. Insbesondere gilt das natiirlich fiir das in der 
Einleitung genannte Eigenwertproblem u” + Au = 0; u(0) = 0, w’(1) + 
+ eu(l) = 0. 


§ 4. 
Sitze iiber Operatoren mit diskretem Spektrum und iiber vollstetige Operatoren. 


Hilfssatz 6. Hin in U selbstadjungierter Operator A hat dann und nur 
dann ein diskretes Spektrum, wenn aus jeder unendlichen Menge {u} von Elementen 
aus U mit |Au| + |u| SC eine konvergente Teilfolge ausgewahlt werden kann. 


Beweis. Sei zunichst das Spektrum von A diskret und a eine reelle 
Zahl derart, daB A + a eine beschrinkte symmetrische Reziproke R hat. Fiir 
z = Au + au und uw aus {u} wird |z| < | Au] + |a||u| S (1 + |a|)C. DaR 
volistetig ist, kann man aus der Menge der z eine Teilfolge z, = Au, + au, 
auswahlen, fiir die Rz, konvergiert. Es ist also Rz, = u, eine konvergente 
Teilfolge von {u}. — Ware umgekehrt das Spektrum von A nicht diskret, dann 
gibe es eine Zahl p, so daB der zu — p <A < p gehdrige Spektralraum von 4 
unendliche Dimension hatte. Es sei y,, gz, . . . ein unendliches System ortho- 
gonaler normierter Elemente aus diesem Raum. Es wire dann | 9,| = 1, 
|Ag,| S p|y,|, also |Agy,| +|9,.| [1+ p. Man miiBte aus der Menge 
der 9, 92,... eine konvergente Teilfolge auswahlen kénnen, was unmdg- 
lich ist. 
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Hilfssatz 7. Es set A in & selbstadjungiert und B in U symmetrisch: 
dann gibt es eine Zahl k, mit der |Bu| < k {|Au| + |u|} gilt fiir alle u aus U. 

Zum Beweis bilde man R = (A +i%)-!. Nach Hilfssatz 2 der dritten 
Mitteilung ist BR ein beschrankter Operator, | BRz| <k|z|. Mit Rr =u 
wird ¢ = Au + iu, also |Bu| < k{|Au| + |u|} wie behauptet. 


Hilfssatz 8. Es seien R und S zwei beschriinkte, symmetrische Operatoren. 


Dann gilt |\Sz| Sk| Re fiir alle x aus $ genau dann, wenn der Wertebereich 
von S in dem von R enthalten ist. 


Beweis. I. Wir fiihren den Beweis zunichst unter der zusitzlichen An- 
nahme, da8 aus Rx = 0 folge s = 0. Sei dann |Sz| < k| Ra| und bezeichne 
A die (selbstadjungierte) Reziproke von R. thr Definitionsbereich & ist der 
Wertebereich von R. Aus |S Au| < k|u| fiir alle « aus WM folgt, daB der zunichst 
nur in & erklarte Operator J = SA zu einem in § beschrankten Operator 
fortgesetzt werden kann. Sein Adjungierter heiBe T*. Dann ist (SAu, x) 
= (u, T* 2) fiir alle u aus YU, x aus §. Oder (Au, Sx) = (u, T* 2) fiir alle « 
aus U. Da A selbstadjumgiert ist, mu8 Sz in & liegen, also ist die Bedingung 
\Sz| < k| Re| hinreichend dafiir. daB der Wertebereich von S in dem von R 
enthalten ist. — Die Bedingung ist aber auch notwendig. Denn wenn der 
Wertebereich von S in dem von R enthalten ist, dann ist AS ein in § erklarter, 
beschriinkter'*) Operator: |ASz| <k{z|. Nun ist (SAu, y) = (u, ASy) 
fiir u aus U, y aus §, also |(S Au, y)| < k|u||y| und das wird mit y = SAu 
soviel wie |SAu| < k|u|. Also |Sz| < k|Ra| fiir alle x aus §. 


II- Wir befreien uns von der Annahme Re = 0 fiir c + 0. Und zwar sei 
zunichst |Sz| < k|Rz|. Wir bezeichnen mit N die Gesamtheit der z, fiir die 
Re = Oist und mit § den (abgeschlossenen) Raum aller 7, die auf NR senkrecht 
stehen; wir nehmen an, da8 § nicht nur das Nullelement enthalt, weil sonst 
R = 0 und nichts zu beweisen ware. Fiir jedes x aus ® ist auch Sa = 0. 
Sowohl R als auch S bilden jedes Element aus § auf ein Element.von § ab. 
sie kénnen als beschrinkte symmetrische Operatoren R und S in § 
aufgefaBt werden, fir die |Sz| <k|R2| gilt. AuBerdemz =0, wenn Rr = 0. 
Nach dem in Schritt.I Bewiesenen ist der Wertebereich von S in dem von R 
enthalten. Da die Wertebereiche von S und S bzw. von R und R gleich sind. 
ist auch gezeigt, daB der Wertebereich von S in dem von R enthalten ist. — 
Nehmen wir umgekehrt an, der Wertebereich von S sei in dem von R enthalten. 
Fiir jedes y aus § ist dann Sy = Rz mit geeignetem 7, also orthogonal 
zu jedem z aus M, d.h. aus Rz = 0 folgt wieder Sc =0. Erklart man 
R und S wie oben, dann ist der Wertebereich von S in dem von RF ent- 
halten, auSerdem Rz +0 fir Z+ 0. Also nach -Schritt I zundchst 
|SZ| < k|Rz| fir alle Z aus § und daraus |Sz| < k|R2| fir alle z aus §. 
Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 
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Satz 6. Wenn es tiberhaupt einen in U selbstadjungierten Operator A mit 
diskretem Spektrum gibt, dann hat jeder in U oder in einem Teilraum von & selbst- 
adjungierte Operator ein diskretes Spektrum. 


Beweis. Es sei A in & selbstadjungiert, mit diskretem Spektrum, und 
es sei B ein in einem Teilraum $ von & selbstadjungierter Operator. Um zu 
zeigen, da8 B ein diskretes Spektrum hat, mu8 man nach Hilfssatz 6 zeigen, 
daB jede unendliche Menge {u} aus 8 mit |Bu| + |u| < C eine konvergente 
Teilfolge u,, enthalt. Nun ist nach Hilfssatz 7 jedenfalls | Aw| < k{| Bu| + |«|} 
fiir alle u aus B, also |Au| < kC, |Aw| + |u| SkC +C fiir alle u aus {u}. 
Da A ein diskretes Spektrum besitzt, 1a8t sich (Hilfssatz 6) aus {u} eime kon- 
vergente Teilfolge auswahlen, also hat (wieder Hilfssatz 6) auch B ein diskretes 
Spektrum. 

Der entsprechende Satz iiber vollstetige Operatoren lautet so: 


Satz 7. Es set R ein beschrankter, symmetrischer Operator mit dem Werte- 
bereich W. Wenn es dann iiberhaupt einen vollstetigen symmetrischen Operator 
gibt, dessen Wertebereich den Bereich YB enthdlt, dann ist auch R volistetiy. 


Beweis. Es sei V ein vollstetiger (also auch beschrinkter) symmetrischer 
Operator mit einem YB enthaltenden Wertebereich. Dann gibt es nach Hilfs- 
satz 8 eine Konstante k. mit der | Rz| = k|¥ | gilt. Also ist auch RF vollstetig. 


§ 5. 
Gegenbeispiele. 

1. Wenn ein Operator A (e) fiir eme Umgebung®) von ¢ = 0 in einem von ¢ 
unabhingigen Definitionsbereich selbstadjungiert ist und wenn A(e)« fiir 
jedes u aus Y ein regulares Element darstellt, dann ist A (e) in einer Umgebung 
von ¢ = 0 ein regularer Operator. Das wurde in Satz 4 der dritten Mitteilung 
bewiesen ; es wurde dort sogar gezeigt, daB es geniigt, die Selbstadjungie:theit 
von A (0) in & vorauszusetzen, die von A (e) kann gefolgert werden. Umgekehrt 
aber kann nicht behauptet werden, da8 fiir emen Operator A(e), reguliir und 
selbstadjungiert in einem festen Teilraum M, auch immer A(e)u ein regulires 
Element sei, wenn « ein beliebiges von ¢ unabhingiges Element aus & ist. 
Dafiir das fcigende Gegenbeispiel: Es sei '§ der reelle Hilbertsche Raum aller 


reellen z(t) mit i a(t)hdt< a; (#,y) = f aostoae Es sei der Operator A (e) 





fiir — 1 <¢ <1 erklart durch A(e)z = _ r - x(t). Er ist selbstadjungiert 


° y gite® . 
im Bereich A(e) aller z aus §, fiir die | (H) x2(t)dt < o ist. Dieses 


1 
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&(e) hangt aber gar nicht von ¢ ab, sondern ist identisch mit A = A(0), 

d. h. mit der Gesamtheit aller z aus §, fiir die | 2*(t)dt < o gilt. Es ist also 
1 


A(e) in & selbstadjungiert. Um einzusehen, daB es auch regular ist in 
-l< s< 1, brauchen wir nur zu zeigen, daB die Reziproke R(e)z 





=e zit) ein regularer beschrinkter ene ist. Fir ails e und fiir 
P i+¢ Si 1 —slogt __ i pol 





Wir setzen Rox = > z(t), Rye = = (oes a(t), wenn uw = 2» und 


R,=0, wenn wp =2y—1 (vw =1,2,...). Wir wollen zeigen, daB8 
S(e) = Ro + eR, + &R, +--+ im — 1 <e <1 ein reguiarer beschrankter 
und symmetrischer Operator ist, der mit R(e) iibereinstimmt. Es ist 
Max + 8’ _ 1 **"" <¢, woraus folgt™) |R,2{ <C|z|. Also ist S(e) 
1st * 2 

in — 1 <¢ <1 regular, beschrankt (und natiirlich symmetrisch). Um S(e) 
= R(e) mu zeigen, bilden wir |(R(e) — S(e)z)| = Jim d,, mit 


( (R(e) ~ YR, ¢) é )2| = Gis wal aa a4 rot yr 28! t ey 2 wat} 


¥=0 
[\( St 1y REE ear jae at} PANG (= =e 7 = (0) de} 


von+l 


1 





<c ye far}! = |2|-C- ye. 


y=n+l r=n+l1 


Also lim d, = 0, R(e) = S(e). 


Damit ist gezeigt, daB A(e) in & regular und selbstadjungiert ist. Bleibt 
noch zu zeigen, da8 nicht fiir jedes (von ¢ unabhangige) « aus & das Element 
Ate)u ein regulires Element ist. Dazu sei uv = u(t) ein Element aus U, also 
few(ar < ©, fiir das { log? ‘P@u2(t)\dt = © ausfallt. Wire A (e) u regular, 
i i 


A(e)u = ty + et; + ety + --- in einer Umgebung von ¢ = 0, dann miiBte 
dort u = (Ry + eR, + 2 Ry + ---) (tp + et; + eg +---) sem. Wegen 
R, = 0 ware u = Rot, alee tie = Su Gf) end © — Byte + Romy, also Rgtig 


= — Rotig, Rati = — + 8! tu(t) = — Slogt-u(t). Wegen f etogee x 


1”) Die Absolutstriche sind im Sinne des Hilbertechen Raumes gemeint; z. B. 
jz|= (fz aey. 
1 
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x wi(t)dt = cotiegt Rau» nicht in YU. Wegen Ryu = — Rots liegt es in U, 
Widerspruch. Damit ist das Gegenbeispiel gewonnen. Man bemerkt iibrigens, 
da8 es wesentlich an der Beschrinkung auf reelle ¢ hangt: in einer noch so 


kleinen aber komplezen Umgebung von ¢ = 0 wire A(e) nicht in einem festen 
Definitionsbereich regular. 


Der Operator R(e) = Ro + eR, + e* Ry + - ~~ ist zugleich ein Beispiel 
fiir een (in einer Umgebung®) von ¢ = 0) regularen beschrankten und sym- 
metrischen Operator, dessen Wertebereich ein fester von e unabhangiger 
Teilraum & ist, wahrend R,z nicht fir alle z in W liegt. Denn setzt man 
x = tu(t), so wird Roz = — }logt- u(t) und dieses Element liegt nicht in U. 

2. Unter den Voraussetzungen des Satzes 1 kann zwar, wie eben dieser 
Satz lehrt, die Gesamtheit der Eigenwerte /,(¢), Ao(e), ... tiber ein gemein- 
sames Intervall regular analytisch fortgesetzt werden. Aber es braucht kein 
(noch so klemes) gemeinsames Intervall | 2| < p zu geben, in dem die Potenz- 
reihenentwicklung (um ¢ = 0) fiir jedes der A, (e), Ag(e), .. . konvergent ware. 
Das erkennt man an folgendem Beispiel: Wir legen den reellen Hilbertschen 


Raum $p aller reellen Vektoren xz = (z,, Z,...) mit Y z? < o zugrunde. 
‘= 1 


Es seien Ry, R,, R.,... Matrizen. und zwar sei R, = Rg = -:- = 0 und 
fe. 0 
0 fy 0 0 
Ry = As ’ R, = 0 Mg 
0 A, \ 0 He 0 
. \ : 


Dabei werden wir A, = w, = = wahlen. Offenbar stellen Ry und R, 


in §» symmetrische Operatoren dar und es ist Ry vollstetig. Aus 
Rox = (A, 2), Ag%e, .. Bs und R,z = (4,2, Bim, + +> Mn Zens Mn Zen—1 ++ +) 


folgt (Roz, Roz) - Sa z*, (R,2, R,z) = dA zs z*, also (Roz, Rox) 


r=1 
2 


=" 7 g 2 
= Fy (R, 2, no - > cigst+ Seay ssut+ 


ves3 


a « 








- 
i] 
Sie 





+ B tea < 16 (Roz, Roz). Also |R,2| <4|Roz|, man kann k.= 4 in 
v=2 
Satz 1 setzen und alle Voraussetzungen dieses Satzes sind erfiillt. Die 


Eigenwerte ,(e) von Ry + ¢R, kénnen angegeben werden. Es sind dies 


—t, 0M, 
offenbar die Wurzeln 4 der Gleichungen | aa fa ; *Me | =0;n =1,2,. 
2n 





—) 
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Es wird 
m hon 1 tA a A n-1” “Qn 2 2 Mn a 
d2n-1 (€-) = — “5 224 : 2 [i+e(—*_) f 





eles toni thon | “20st — ‘be [1 . e(, 2u,, VF 


- Ao n-1 hs n 

Es haben A,,_,(e) und Ag,(e) um ¢ = 0 die (genaue) Konvergenzstrecke 
1 1 

hy n—1 —/s 2a—1 2n 1 n 


= = (.— — =) die fiir n > « gegen Null 





2 MH, aa 2 2 : we 
n 
riickt. Damit ist das Gegenbeispiel angegeben. 


(Eingegangen am 2. 5. 1942.) 











Integralsitze 
tiber Polynome mit lauter reellen Nullstellen. 


Von 
Stephan Lipka in Szeged (Ungarn). 





Wir werden in dieser Arbeit Integralsitze ableiten, die sich auf Polynome 
mit lauter reellen Nullstellen beziehen, und iiber die Verteilung der Null- 
stellen der Ableitungen des Polynoms einen Aufschlu8 geben. 


§ 1. 

Satz 1. Es bedeute f(x) ein Polynom n-ten Grades mit lauter reellen Null- 
stellen: 2% S % S-+-: S 2. Die Nullstellen der Ableitung f' (xz) seien: 
% S¥2S-°* Sy,-1. Ist nun 

Tg — %, S Lg — Le 


und ist f(x) > 0 im Intervall (x,, £2), so gilt die Integralungleichung 
y, 

(1) f H(z)dz >0. 
vi 


(Das Gleichheitszeichen gilt nur im Falle: n = 3, % — 2, = Lg — 29; 
Ly = Lg = 2.) 

Beweis. Den Satz beweisen wir erstens fiir » = 3. Man kann ohne 
Beschrankung der Allgemeinheit voraussetzen, daB z, = 0, » = 1 ist. Dann 
wird 


f(a) = x(x — 1) (2 — a), 
wobei nach Voraussetzung 1 S a < 2 ist, 
ita—VA 1 ‘A 
(2) Y= Sken8f | Yo = tet ie, 
und das Integral (1) hat den folgenden Wert: 


A = («4+1%—3a>0; 


t 1 1 
[(e? — (+0) a2 +02)de— Z(y2 — vf) — = (y2 — 42) (+2) + > (yt — ¥f)- 
"1 
k 
Wendet man nun die Formel y§ — yi = (yo— y:) J ys yi‘ fir die 
i=1 
rechte Seite der vorigen Gleichung an, so folgt leicht nach (2) 


V2 _— 
[fede - _ (a +1) (a — 2)(—2« +1). 


Val 
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Da nach Voraussetzung 1 <a < 2 gilt, so ergibt sich unmittelbar aus der 
letzteren Forme! die Richtigkeit des Satzes fiir n = 3. 
Es sei nun » > 3 und man setze 
f(z) = (2) y(2), 
wobei 
y (x) = (& — 24) (& — &g) (Z — Zs) 
und 


w(2) = IT (2—%) 


=4 
ist. Bedeuten 7,, m2 die Wurzeln von g’(z), so gelten die Ungleichungen 
(3) ™m>Y¥1» Ne > Ye, 
wobei ¥;, ¥2 die Wurzeln von /’(z) sind. Betrachtet man namlich den Wert 


von a fiir z = n,, 80 folgt, da gy’ (n,) = 0 und n, < 2, fiir i > 3 ist, die 


Ungleichung 





fim) _ em) , vim) _ vim) _ 1 
?(n,) v(m) ¥(n) 








—_ | 
= «a x; 


Fiir z, < 2 < y;, ist aber ae > 0, also muB 7; > y; sein. Ebenso beweist 
man die Richtigkeit der zweiten Ungleichung von (3). Da der Satz firm = 3 
richtig ist, so besteht 
2 

j y(z)dz = 0. 

1 
Da ¢(z) in (2;, Z2) und (zg, Zg) positiv bzw. negativ ist, so folgt nach (3) 

v2 2 

(4) J y(z)dz > f(a) dz, 


v1 "1 
Das Polynom y(z) = Wi (x — 2,) ist im Intervall (y,, 22) positiv und erreicht 
i=4 


wegen % 5% %5:-:-S 2, fir t= 2 sein Minimum in (4, 2). 
Hieraus folgt unmittelbar die Ungleichung 


Zq 
(5) j y(z) p(z)dz > y(z) f pa) dz. 
"i v1 


Da ¢(z) und y(z) im Intervall (ze, y2) negativ bzw. positiv sind, ferner y(z) 
in (Zz, 2) sein Maximum fiir z = 2 erreicht, so folgt die Ungleichung 


(6) P(e) w(ayde > (as) f p(z)de. 
22 22 
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Addiert man die entsprechenden Seiten von (5) und (6), so gewinnt man die 
Ungleichung: 
y 2 
f (2) y(2) dx > visa] 9(2) dz. 
% y 
Hieraus folgt nach (4) die Ungleichung 


¥2 
| v(x) v(x) dz > 0, 
"1 


w. z. b. w. 


§ 2. 


Der Grad von f(z) sei nun » > 3. Die Wurzeln der zweiten Ableitung 
}’ (x) bezeichnen: z; Sz S--- Sz. Sind die drei ersten Wurzeln von 
/(x) voneinander verschieden, d.h. 2; < re < 23, so gilt der 


Satz 2. Genitigen die Wurzeln von f' (x) der Bedingung 
Y2— ¥1 = Ys — Y2 
und liegt die Wurzel z, im Intervall (x2, Zs), so liegt die Wurzel z. auch im 


Intervall (x2, Zg). Ihegt zg auferhalb des Intervalles (x2, £3), 80 liegt z, auch 
auferhalb von (Ze, 23). 


Beweis. Wir betrachten das Integral 


Srinas 


Da f(z) im Intervall (z,, 22) positiv ist, so fojgt, daB / (x) in (y1, ye) negativ 
ist. Hieraus folgt nach dem Satz 1, daB 


() fr (edz = (er) — fey) <0 


gilt. Liegt nun z, im Intervall (z2, 73), so ist f(z,) < 0 und daher folgt aus (7) 
die Ungleichung {(z2) < 0. Die Wurzel zz liegt also auch in (zg, 23). Liegt ze 
auBerhalb des Intervalles (x2, x3), so ist {(z,) > 0 und nach (7) f(z) > 0, 
d.h. 2, liegt auBerhalb von (22, 2s). 


§ 3. 


Hilfssatz I. Es seien a, Sag S--* S a, beliebige positive Zahlen. 
Man bilde das Polynom 


g (2) = (2 + ay) (a + a9)... (2 + 04). 
Bezeichnet y eine feste positive Zahl, fiir welche 
lsy 
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ist, und betrachtet man alle Polynome q(x), die den Bedingungen 


1 1 1 
(8) 2 te to" += §8 GaP re 


bd | 


gentigen, so erreicht das Integral 


2 
J9 (x) (x—1) da 


; lt = k eo 
sein Minimum fiir x, = a = "<a fip oe wenn 0 < BS — ist. 


Zum Beweis des Hilfssatzes wenden wir Induktion an, daher setzen wir 
voraus, da8 der Satz richtig ist, wenn-der Grad von g (xz) < k ist. Sind die 
Werte «, nicht alle gleich, so mu8 nach (8) 


k 
a <— < @& 


sein. Wir wollen zeigen, daB8 in diesem Falle ein Polynom g*(z) existiert, 
das (8) geniigt und fiir welches 


{ 9* (z)(e— Ijpdr< f g(2)(z— I)dx 
—f -3 


gilt. Damit wird aber der Satz bewiesen. Man bilde das harmonische Mittel: 


(9) ‘eT y 


ae | Xe 

von «,, a, und betrachte statt g (z) das Polynom 
g (=) 

(z + a) (z-+-a,) 

Da die Werte a, «, a2, ..., %,—; nach (9) offenbar der Bedingung (8) geniigen 

— also g*(z) zu der Schar der betrachteten Polynome gehért —, so wird 

der Satz bewiesen, wenn man zeigt, daB 


g* (x) = (a + a)? = (w+ a)? (a + ag) (2 + 2)... (2 +0y-1). 


2 } 4 
(10) { g(x) (x@—1)dx > J g*(x) (x — 1) dz 
anf 3 


gilt. Wir bilden die Differenz 


2 a 2 
(1t) g(x) (2-1) dx — f g*(x)(z29—-1) de =A J wz) (x — 1)dz, 
—~ < a =" 


wobei 
SS «=n (a, — a,)? 
a +o, ’ 
y(z) = g(x) — g*(z) = (x + ae) (& + ag) .. “(+ &y_1) (2 + BH) 
und 


5 
B a + % 
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ist. Es sei = Min (6, ), so. wird 


2 2 
(12) J v(2) (@—1)de 2 | v(2)(@—1)ae. 

2 2 
Ist namlich u < £, so ist j y(z)(rx—1)dz> j y(x) (x —1) dz, da w(x) (x —1) 
nach (8) im Intervall (—B. —) positiv ausfallt. Aus (11) und (12) folgt 
die Ungleichung: 


2 2 2 
(13) J 92) (2 —1) daz — J g(a) (@ — ldzza J v(z)(2- l)dz. 


Die Wurzeln von y(z) geniigen wegen 





dy dpe¢ Dgtody..¢tagdyiay 


ay -_ pp ag Sy &% Xk 





der Bedingung (8). Da der Grad von »(z) kleiner als k ist, ferner § < u < -=* 
und 4 < a ist, so gilt nach Voraussetzung der Satz fiir w(z), d.h. 








(14) f were l)dz > f(ertsy ‘(a —1)dz. 
rr ah % 
((e pend "TSE sof pyle 
‘, oe 
™ HES) "> (= +2)'+ 7 (+ -e/ {1 ¥ re +1 +asisl 


und aus dieser Formel folgt, da y > 1 und § < z=" ist, die Ungleichung 


2 


[ (e+ 4" —l1)dz> 0. 


. 


Hieraus ergibt sich endlich nach (13) und (14) die Ungleichung 


2 2 
f g(x) (x — 1) da — { g*(2) (x—1)dzx>0 
—f —f 

und damit ist (10) bewiesen. 


Hilfssatz Il. Es seien a, ao, ..., a, beliebige positive Zahlen und man 
bilde das Polynom 


g(x) = (© + a) (Z + ag)... (© + a). 
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Bedeutet y eine feste positive Zahl, fiir welche | < y ist, und betrachtet man alle 
Polynome, die den Bedingungen 


1 1 1 
— —+--— = ,%&e 
mT Xe ? =b>0 


gentigen, so erreicht das Integral 


2 
§ 9(z) a(x —i)dz 


—, 


& 


sein Minimum fiir a, = ag = °° = a, = =) wenn 0< p< = ist. 


Zum Beweis des Satzes wenden wir Induktion an, also setzen wir voraus, 
daB der Satz richtig ist, wenn der Grad von g(x) < k ist. Sind die Werte >, 
nicht alle gleich, so muB 


a < 3 <@ 
1 = ke 
sein. Wir fiihren nun auch hier, wie beim Beweis des Satzes I, das Polynom 


- g(x) 2 - 2 
f(2) = Ctajeted te oe: | i 


a, xy 


statt g(x) ein und zeigen, daB die Ungleichung 


2 2 
{ 9(2) z2(x—1)dz> f g*(z) z2(x —l1)dz 
—s 


—, 


gilt. Damit wird aber der Satz bewiesen. Man bilde die Differenz 


2 2 2 
(15) § 9(z) z2(2 —1)dz — { g* (xz) a2(x—1l)dx=A j y(xz) z2(2 — 1) dz, 
=p ; — 


wobei 
4 = (%s— 7%)” 
. ata” 
y(z) = (L+a%)...(2+a,_1) (2 +u). w= at 
und 
‘a ¥ —= 


ist Es sei § = Min (, u), so wird 


to 


2 
j y(z) z2(x—1)dzr= f y(z) 22(2—1)dz 
—% : 


> 


und nach (15) folgt: 


2 2 2 
(16) { g(x) 2*(2—1)dxz— f g*(z) %(z@—1)dz 22 | p(x) 2*(z—1) dz. 
=p" —s 3 
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k—1 


De + DS my ud fsa <* 


Vonunmuate der Satz fiir y(z), d.h. 
2 2 
(17) { ve) a*(z—1)dx> [(2+43Y" se, 1) dz. 
—§ —é 
Der Satz wird nun nach (15) bewiesen, wenn man noch zeigt, daB die rechte 
Seite von (17) positiv ist. Wir betrachten die Formel 
2 





—! ist, ferner <a, so gilt nach 








= 1 ss igf Ob aie 
as) {@+2= YP" ae—yde= | 25 (e444 

4 pe SF 

22— 32? k—1\k+1 6z—2 k—1\t+2 
+ Fes (2 r ) + Fe+D ESD) (7+ — ya a 

6 ( —" 
— FEF) EFH ETS ITH 
z=2 


- | F(e) = F(2) — F(-8). 








Da 
_ 84 kad SE438 (k—1_ ,yett 
a alah wa —¢) +36by -§ 
6E+2 /k—1_ ,\+2 6 k 8 
+apqnads(>-—*)” +sernereate (> —?) 





ist, mu8 man noch zeigen, daB F(2) > 0 gilt. Aus (18) ergibt sich fiir F (2) 
die Formel 


F(2) = (2+<—)'5{4- 86 +sern) + 








b+1; 3, b-iy (e +1) 2 k—1)s 
+055 (rsitsern) —*erHa Ts (sai t+setn)} 


Man bestitigt leicht, daB das Polynom 
k+1 (+1) 
o(z) = 4— 82+ 107742 22 — 6a aaTD”™ 


eine einzige positive Wurzel hat (es ist namlich g’(z) < 0, wenn x > 0 ist). 
Wegen y = 1 folgt 





2 —1 
k+1 +55 T =1 


und hieraus, da g(1) > 0 ist, ergibt sich 


o(Es zi + Eta) > 0. 


Infolgedessen ist F(2) positiv, w. z. b. w. 





32° 
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§ 4. 

T. Griinwald hat den “folgenden Integralsatz bewiesen*): Es sei 
f(z) =e nl (x —a,) ein Polynom mit lauter reellen Wurzeln: a; > a2 > ay 
2:"° i — bedeute 5, die im Intervall (az, a;) liegende Wurzel von f" (z). 
Ist f(x) fiir x > a, positiv, so gilt die Ungleichung 


a,+@ b,) 
f  Haydz 20%). 


a 
Dieser Satz folgt aus dem Hilfssatz I. Setzt man nimlich (a, — 6;) z + 6; 
statt z, so gehen die Wurzeln a, > ag > a3 >--- 2a, nacheinander in 


die Werte 1 > —a,; > — a ]-** =a, _, iiber, wobei a; > 0 ist und die 
im Intervall (— a, 1) liegende Wurzel der ersten Ableitung gleich 0 wird. 
Man mu8 nun zeigen, da8 das Integral 

2 
(19) f g(z)(x—1)dz S0 


ist, wobei g(z) = i (x + a,). Dah’ (0) = [(z—1)g(z)]' = 0 ist, so folgt aus 
= =0 





n—1l 

Wi(z) _ 7". 

Wa) 2-11 xj 
fiir z = 0 die Gleichung 

1 1 1 
(20) aa tot 
Also ist die Bedingung (8) fir y= 1, k=n—1 erfillt. Daa, < 
Ss ---S4,_, gilt, so folgt aus (20), daB «, < n—1 ist, also nach in 


Hilfssatz I ergibt sich die Ungleichung 
j g(z) (x —-1)dz = { (x +n —1)"-! (24 —1)dz. 
— a — @ 


Aus der Formel 





__}jr-1 ad }. (z +n —1)" (x —2) 
[ (e+e 1) (x—l1l)dz = | =r 
iis yore, 


folgt endlich die Richtigkeit von (19). 


1) T. Griinwald, Uber Polynome mit reellen Nullstellen (ungarisch). Mat. fizik. 
Lapok 46 (1939), S. 31—57. 

2) Aus diesem Satz leitete T. Griinwald den folgenden Satz von I. Schur ab: 
Wenn ein Polynom nur reelle Wurzeln hat, so ist der Abstand zwischen der gréBten 
Wurzel des Polynoms und der gréBten Wurzel der ersten Ableitung nicht gréBer als 
der Abstand der gréBten Wurzeln der ersten und zweiten Ableitungen. 
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Sind die Wurzeln von f(z): a, >a; >a3 >a >--- Sa, und ist f(z) 

fiir z > a, positiv, d.h. f(z) = i (x + a), so ist f(z) im Intervall (a3, ag) 

t=1 

positiv und wir kénnen den Satz von T. Griinwald folgenderweise erweitern: 

Setzen wir (a3 — bs) z + bs statt x, wobei bs die Wurzel von /’ (z) in (a4, as) 

bedeutet, dann gehen die Wurzeln von f(z): a; >a, > a3 > a >--- >a, 

in die Werte: z > >1>—a, > —a 2°: > —ay_3, a > 9, 

nacheinander iiber. Die im Interval] (— «,, 1) liegende Wurzel der Ableitung 
wird gleich Null. Setzen wir 


p(x) = (% — 2) (% — Ze) (2 — 1) (@ + m4) (@ + a)... (© + a3) 
= (% — %) (2 — 2) (x — 1) 9 (2), 
so gilt der 


Satz 3. Geniigen die Wurzeln x, und x2 der Bedingung 


2 
J g(z)(z2—1)*dz 
(21) %2]%m22+ 2-3 , 
§ g(z)(z—1)dz 


— a 





so ist 
2 
j p(z)dz > 0. 


— a 


Beweis. Wir betrachten das Integral 


2 2 
(22) J g(z)dz= f g(2)(z—1)(e— 2) (e@— 2%) de 


— a 


2 2 
= j g(x) 2*(x — 1) da — (x, + 22) j g(x) a(a — 1) dx + 


2 
+ 222 | g(x)(z—1)dz. 


x4 
2 
Wir zeigen erstens, daB das Integral j g(x) x*(x— 1) dz — in der rechten 


Seite — positiv ist. Da g’(0) = 0 gilt, so folgt fir z= 0 aus 
n—3 
y(z) = 1 1 1 1 


daB die Wurzeln von g(z) der Bedingung 








= = eS 
a tat tet tates 
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geniigen. Setzt man y = 1 + = > 2 , 80 geniigen die a, der Bedingung 
1 2 





=y, y]al. 
n—3 


1 1 
(23) "2" Ya. 





und 


darum sind alle Bedingungen des Hilfssatzes II erfiillt. Das Integral 
2 


Da a, Sa S++: Sa,_s sind, geniigt «, der Bedingung «, < 





f g(x) z*(z — 1) dz erreicht also sein Minimum fiir a; = a = ---= %_3 
“4 
= *=*. dh 
2 2 , 
| g(z) 2z2(x—l)dr= | (2+"=*) 22(x — 1) dz. 
? 
td | —e 


Die rechte Seite dieser Ungleichung ist aber positiv, wie wir es beim Beweis 
des Hilfssatzes II gezeigt haben [man setze in (18) k = n — 2]. 
Jetzt mu8 man noch zeigen, daB in (22) die Differenz 
2 2 


— (x; +22) J g(x) 2(x—1)dx+ x22 { g(x)(x—-1)dz 
— a, — a 

positiv ausfalit, wenn xz, der Bedingung (21) geniigt. Da 2, < zp gilt, ist 
diese Differenz positiv, wenn 

2 

J g(z)2(z—1j)dz 
(24) % > 2=s 

J g(z)(2—1)dz 


— @ 





gilt. Aus der Formel 








2 2 2 
| g(x) 2(x@—1) daz — j g(x)(e—1)dx= | g(z)(x—1}¥ dz 
— a ~ a — a 
folgt aber: 
z 2 
| giz)z(z—l1) dz § g(z)/>—1)dz 
§ g(z)(z—1)dz § g(z)(z—ldz 
=a — a 


und hiernach ist (24) erfiillt, wenn z, der Bedingung (21) geniigt. 

Fiir den in (21) vorkommenden Bruch bestimmen wir endlich eine obere 
Schranke. Nach dem Satz der arithmetischen und geometrischen Mittel ist: 
+1) 


g(2) = 4 Oy --- Os (= +1) (= +1) -.-( 





+) +H) + 


n—3 








s Safe ++ Moning 
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und hieraus folgt nach (23): , 
4 n—3 
q(x) Ss Ayho... Hy 3(1 +27.) 


Infolgedessen gilt die Ungleichung 








2 n—3 ~ 
= fy \n—s 4 — | n=} - 
25) fg @—rpaes [J «(2 5) | C+)" @-ae 
: i=1 me 
n--3 . 
, n-3 —_ u— 
s [Ja(l* f Ge +e!*e-wae, 
= p 3 
’ 
weil a; S s=8 und ¢ = a zr)" (a — 1) fir 7 > — a—5 immer positiv 
7 Y y 


ist. Aus der Formel 


oo 7s x)" (2 —1dz 


n—3 . n—2 a—3 , n 

( y +2) 2(2r —1) n—3 n—1 ‘ { y +2) 
= (x —1)2 ( ps oe 
, n—2 (n —2)(m—1)\ y “(n —2)(n —1)n 








ergibt sich nun leicht. da y = 1 ist. die Ungleichung 
9 


n— 


( = 542)" (2 —lfPdz< 


n—3 


(" — 1)" 
n 


(26) 








Nach (23), (25) und (26) gewinnt man also die Abschaitzung 


n-—3 
2 p ei ye? TP 
(27) | g(z)(e—1P drs Sz] an see os 


1 


Fiir den Nenner des in (21) vorkommenden Bruches folgt nach dem Hilfs- 
satz I die untere Schranke 





2 2 
(28) | 9) (z—-l)dzx= j (2+ 7") @- I)dz. 


Aus der Formel 





(24 Ay Ge — nas = Pte) Si -ee 


. ~ yin —1 
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ergibt sich leicht, da8 die rechte Seite von (28) die untere Schranke 
2 


| (2+7*= J" —l)dz> 


—a@, 


hat. Also gilt nach (23) und (28) die Ungleichung 








aaltst- a) 


n—3 n—2 
(29) | g(x) (z —1)dz > —5 —— 
An 


Nach (27) und (29) gewinnt man endlich fiir den in (21) vorkommenden Bruch 
die Abschatzung: 


2 
§ g(z)(z—1) dz 
— a - 


2 
§ g(2)(z2—1)dz 


~o sn—-3 2n—5a—3 n—3 2—n 
(mn —2)(m —1)"—? 1 POR an ry 
spe (R) Ao(--23) 








(Eingegangen am 1. 10. 1941.) 


Eine Methode zur Verallgemeinerung der gewéhnlichen 
Differentialgleichungen. 


Von 


Josefa von Schwarz in Berlin. 


Einleitung. 

Wir zeigen im folgenden die Lésbarkeit einer Klasse von Problemen, die 
zwanglos als eine Verallgemeinerung der gewohnlichen Differentialgleichungen 
gelten kénnen. 

Man kommt zu dieser Verallgemeinerung, indem man zunichst die Frage 
aufwirft, inwieweit bei der Formulierung des Problems der gewdéhnlichen 
Differentialgleichungen bzw. bei dem Nachweis der Existenz von Lésungen 
desselben von der Voraussetzung Gebrauch gemacht wird, da8 dieses Problem 
— wie iiblich — in einem euklidischen Raum gestellt wird. Es ist leicht einzu- 
sehen, da8 dies nur in geringem MaBe der Fall ist; es wird lediglich die Eigen- 
schaft des euklidischen Raumes benutzt, ein halbmetrischer Raum mit gleich- 
maBig stetigen Abstinden zu sein. 

Zu dem Zweck formulieren wir das Problem der gewéhnlichen Differential- 
gleichungen folgendermaBen: 

In jedem Punkt r eines Gebietes eines zunichst als euklidisch voraus- 
gesetzten Raumes beginne ein glatter — d.h. mit stetigen Tangenten ver- 
sehener Bogen C,. Verlangt wird, durch jeden Punkt des Gebietes eine Kurve 
zu legen, die in jedem ihrer Punkte r den zugehérigen Bogen (, berithrt. Das 
bekannte Existenztheorem besagt, da8 dies immer méglich ist, wenn in einer 
geniigend kleinen Umgebung jedes Punktes r des Gebietes irgend zwei dort 
beginnende Bégen C, und C,, beliebig wenig voneinander abweichende 
Tangenten haben. 

Diese Bedingung 1a8t sich offenbar auch so schreiben: 

Sind p’ und q’ bzw. p” und q”. zwei in der geniigend klein gewahlten 
Umgebung von r aufeinanderfolgende Punkte von C,, bzw. C,,, 80 ist 
cos (p’, g’; p’’, q’’), d. h. der Cosinus des Winkels zwischen den durch p’, 7 
bzw. p’”, q bestimmten Strecken, beliebig nahe an 1. 


Beachten wir aber nun, daB 


Oe ae — 5(p’, p’")? — 5(q’,q'')? + 5(p’.g")? + 5g’, p")® 
cos (P',93 Pg) = 23(p.q)- oP. 9") 
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sich nur durch die — zunichst als euklidisch vorausgesetzten — Abstande 
4(p’, p’’) usw. zwischen den vier Punkten ausdriicken la8t, so liegt eine Verall- 
gemeinerung dieser Funktion cos (p’, q’; p,q’) auf Punktepaare in halb- 
metrischen Raumen auf der Hand. Man braucht sich in der obigen Formel 
nur die euklidischen Abstande durch die Abstande in dem betreffenden Raum 
ersetzt zu denken. 


Mit Hilfe der so definierten Funktion cos (p’, q’; p’”’, q’’) 1aBt sich in einem 
halbmetrischen Raum mit gleichmaBig stetigen Abstinden analog wie im 
euklidischen Raum definieren, wann zwei Kurven sich beriihren. Auf diese 
Weise |a8t sich das Problem der gewéhnlichen Differentialgleichungen, wie 
wir es oben formulierten, wértlich in einen halbmetrischen Raum mit gleich- 
maBig stetigen Abstanden iibertragen, wobei es sich herausstellt, daB die 
Eigenschaften der Funktion cos (p’,q’; p’’, q’’) m einem solchen Raum auch 
ausreichen, das erwihnte Existenztheorem zu beweisen. 


Dadurch wird aber eime weitere Verallgememerung des Differential- 
gleichungsproblems nahegelegt. Wir fiihren namlich Funktionen ~ (p’, q’; p’’, q’’) 
ein. die gerade durch die Eigenschaften von cos (p’, q’; p’’, q’’) charakterisiert 
sind, die wir benétigen. um das Existenztheorem zu beweisen. Die Funktion 
cos ist also ein Spezialfall der x-Funktionen. Da8 die Auswahlméglichkeiten 
fiir die ~-Funktionen auch im euklidischen Raum sehr groB smd, beweist 
das in den §§ 16ff. durchgefiihrte Beispiel. 


Definiert man nun analog wie mit Hilfe der Funktion cos (p’, q’; p’’, q’’), 
wann sich zwei Kurven ~-beriihren, so kommt man zu der eingangs erwihnten 
Klasse von Problemen, die wir kurz als x-Probleme bezeichnen, und fiir die das 
Existenztheorem dann offenbar auch giiltig ist. 


Bei der ausfiihrlichen Ableitung dieser Ergebnisse auf folgenden Seiten 
haben wir, um Wiederholungen zu vermeiden, nicht den eben geschilderten 
Gedankengang entwickelt, sondern — nach Voranstellung einiger Siatze iiber 
Polygone und Kurven in einem halbmetrischen Raum mit gleichmaBig stetigen 
Abstiinden — sogleich die Funktionen ~(p’, q’; p’”’, q’’) axiomatisch eingefiihrt 
und das Existenztheorem allgemein. bewiesen. 


Nachtriglich wird dann gezeigt, daB cos (p’, q’; p’”’, 7’) eme x-Funktion 
ist. SchlieBlich beleuchten wir die Brauchbarkeit dieser Begriffsbildung auch 
im euklidischen Raum, indem wir durch Wahl einer passenden ~-Funktion 
een neuen Beweis fiir die Existenz von Lésungen der Paratingent- 
Gleichungen!) des Herrn Zaremba erbringen. 


1) St. Ch. Zaremba, Sur les équations au paratingent. Bull. d. Sc. Math. 60 (1936), 
S. 139— 160. 
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I, Allgemeines iiber Polygone und Streckenbilder in halbmetrischen Riumen 
mit gleichmaBig stetigen Abstinden 2), 

§ 1. Wir legen unseren Untersuchungen einen Punktraum R zugrunde, in 
dem zu je zwei Punkten p, g ein Abstand 4(p, q) definiert ist, der folgenden 
Bedingungen geniigt: 

1) O(p,q) =6(q, 7) >0 fir g + p 

5 (p, p) =0, | 
2) zu jedem ¢ > 0 existiert ein 4 > 0, so daB aus 


O(p, P')+o@7)< 4 
stets 
|0(p, g’) — 4(p’, g)| <e 
folgt. 
_ Einen solchen Raum nennt man einen halbmetrischen Rawm (Bedingung 1) 
mit gleichmédfig stetigen Abstinden (Bedingung 2). 
Polygon nennen wir eine geordnete endliche Menge von Punkten von R 
und schreiben: P = {p,,..., Pm}. Seine Lénge ist 
m—1l 
A(P) -™ 2, 6 (Pi Pe+1)- 
AuBerdem werden die Abkiirzungen 
S panne: #(P) = 5(P1, Pm)» 
Durchmesser: D(P)= max (65(p,, P,)), 
i 1, ....m-1 


j=2,....m 


Norm: vy(P)= max (6(p;, P:+1)) 
i ooey B—1 


verwendet 3). 

Als (stetiges) *) Streckenbild C = p [«, f] bezeichnen wir eine stetige Zu; 
ordnung eines Punktes p(y) zu jeder Zahl y des abgeschlossenen Intervals 
(x, 8], (8 >a). Als Teilpolygon von C = p [a, B] werde jedes Polygon 
P = {p(y1), p(y2), .- +» P(Ym)} bezeichnet, fiir welches « = y; < ye <<: 
< ¥in—-1 <¥m = B ist. Wir nennen C-Norm von P und bezeichnen mit vo (P) 
die gréBte der Zahlen y,,; — y;- Wir bezeichnen als obere bzw. untere Linge 
von C die obere bzw. untere Schranke der Zahlen A, fiir welche eine Folge 


2) Zu der im folgenden angewandten Bezeichnungsweise vgl. man K. Menger, 
Die metrische Methode in der Variationsrechnung. Ergebn. eines math. Kolloquiums, 
Heft 8, §§ 1—5. 

3) Es bedeutet keine Beschrankung der Allgemeinheit, nur solche Polygone zu 
betrachten, fiir die stets 5(p,, p;, ,)=0, (i = 1,..., m— 1) ist, was wir im folgenden 
tun wollen. 

*) Stetige Streckenbilder nennen wir auch kurz Kurven. 
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P,, Pz, ... von Teilpolygonen von C mit lim »(P,) = 0 und lim A(P,,) =A 


n-> co u-> co 


existiert. Stimmen obere und untere Linge von C itiberein, so nennen wir 
ihren gemeinsamen (endlichen oder unendlichen) Wert die Ldnge von C. 

§ 2. Wir bezeichnen ein stetiges Streckenbild C = p [a, 6] als Haufungs- 
kurve einer Gesamtheit von Polygonen P’, wenn zu jedem 4 > 0 und zu jedem 
Teilpolygon Py, = {p(y), .--, P(Ym)} von C mindestens ein Polygon P’ der 
Gesamtheit existiert, fiir welches 5(P’, Pp) < 45) gilt, d.h. em Polygon 
P = {p',..., py} mit folgenden Eigenschaften: 

P’ zerfallt in m — 1 Abschnitte *) A’‘ = {Dh > +++ Ph, (¢ =1,..., m—1) 
mit h; = 1 und A,, = m’, und es gilt 6(P,,. P,) < A, 3(Phas Pm) < 4 und 
A'' -— U(C,, A)7), wobei C; = p [y;, 7,41] ist. 

Wir sagen, da8 eine Gesamtheit von Polygonen gegen eine Kurve C 
konvergiert, wenn es zu jedem »* > 0 ein P’ gibt, so daB » (P’) < »* ist, und 
wenn man zu jedem 4 > 0 und »% > 0 ein »* > 0 angeben kann, so daf es 
zu jedem P”, fiir das »(P’) < »* gilt, mindestens ein Teilpolygon P, von C 
mit v,(P,) < »% gibt, derart, daB 4(P’,P,) < A. 

Das Streckenbild, gegen das eine Gesamtheit von Polygonen konvergiert, 
ist offenbar eine Haufungskurve (und auch die einzige) desselben. Andererseits 
enthalt eine Gesamtheit von Polygonen, die ein Streckenbild als Haufungs- 
kurvé besitzt, stets eme Teilgesamtheit, die gegen dieses Streckenbild kon- 
vergiert. 

§ 3. Es gelten folgende Satze, deren einfachen Beweis wir iibergehen. 

Satz 1. In einem halbmetrischen Raum mit gleichmdfitg stetigen Abstinden 
sei eine Folge von Polygonen P,, P,, ... mit folgenden Eigenschaften gegeben: 

1) A(P*) S %* (wm =1,2,...). 

2) Es existiere eine Zahl O, = 0 und eine Zahl D, > 0, so dafs fiir jeden 
Abschnitt A’, von P"., fiir den D(A’) < Dy, ist, stets 


(1) u(A’,) < VI+O,- 2(A2) 
ist. 


Dann gilt fiir die obere Lange A (C) jeder Héujungskurve C dieser Polygon- 


folge. 2 ” 
4(C) < V14+0,- 2. 


5) Zu dieser Begriffsbildung vgl. K. Menger, |. c. S. 10. 

*) Unter einem Abschnitt eines Polygons verstehen wir ein Polygon, das aus lauter 
unmittelbar aufeinanderfolgenden Punkten jenes Polygong besteht. 

7) Ist M irgendeine Punktmenge von R, so bezeichnen wir mit U(M, A) die Ge- 
samtheit aller Punkte von R, die von mindestens einem Punkt von M eine Entfernung 
< A haben. M C M’ bedeutet wie iiblich, daB die Menge M in der Menge M’ ent- 
halten ist. 
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Satz 2. In einem halbmetrischen Raum R mit gleichméfig stetigen Ab- 
stiinden sei eine Folge von Polygonen P’,, Ps, ... mit folgenden Eigenschaften 
gegeben. 

1) A(P,) = 4* (w =1,2,...). 


2) Es existiere eine Zahl O,, (0 < Og <1) und eine Zahl D, > 0, so’ daB 
fiir jeden Abschnitt A’, von P", fiir den D(A’) < Dy ist, stets 


V1—@,-4(4,) <u (A) 
ist. 


Dann gilt ftir die untere Linge 4 (C) jeder Hiufungskurve C dieser Polygon- 


folge 
V1—@,- a* <A(C). 


Satz 3. In einem halbmetrischen Raum R mit gleichmépig stetigen Ab- 
stdinden sei eine Folge von Polygonen P,, P,, ... mit folgenden Eigenschaften 
gegeben: Es existieren Zahlen O, und O., (0 5 O,;, 0 SO. < 1), 80 da fiir 
jeden Abschnitt A’, von P’, stets 


V1—@-4(A),) < w(A,) < V1+O;-2(4;) 
ist. 
Dann ist jede Haiufungskurve C dieser Polygonfolge ein Bogen. 
§4. Satz. Ist der Rawm R kompakt und lim v(P),) = 0, so folgt unter 
n—>0o 


den Voraussetzungen von Satz 1 von §3, daB immer wenigstens eine Haufungs- 
kurve der Polygonfolge existiert. 


Beweis. Zum Zweck einer iibersichtlichen Bezeichn-ngsweise fiihren 
wir zunachst eine Abbildung des Intervalls [(0 < ¢ < 1] auf rgendein Polygon 
P = {p,,..-, Pm} ein. Wir ordnen nimlich jedem Wert ¢ dieses Intervalls 
den eindeutig bestimmten Punkt p(¢) = p, von P zu, fiir den 


1 Jc} . 
o— 7p)" 2X 9 (Pes Bi+1) (j = 1,..., m) 


den kleinsten nicht negativen Wert hat ®). 

Bezeichnen wir mit ¢* und ¢** zwei Werte, fiir die 0 S$ (* S$ (** S1 
gilt, mit P(¢*, ¢**) den Abschnitt von P, der mit p(¢*) beginnt und mit 
p(¢**) endet, so gilt offenbar 


(2) A(P)- (C** — C*) + »(P) > A(P(e*, o**)). 


0 
8) J 5(p;,P;,1) wird gleich Null gesetzt. 
i=1 
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Ferner beachten wir, daB sich aus (1), da lim »(P,) = 0 ist, ohne weiteres 
folgendes ergibt: a—>x 


Zu jedem ¢ > 0 kann man n so groB wahlen, daB fiir D(A’) > D, stets 


(3) ¥1+0,-4(4!)>D,—« 
ist. 
Aus (2) und (3) folgt aber: 
Man kann ein N > 0 und ein A > 0 angeben, so da8 firm > N und 
c**— (*% < JA steta 
; r 5 (pni2*), pu(t*)) 
(4) 1-4 + (Px) > re 





gilt. 

Nun wahlen wir nach dem bekannten Hilbertschen Verfahren aus der 
Polygonfolge P,, P;, ... eine sogenannte Diagonalfolge P,,, Poo, ..-, Prins ++: 
von der Art, daB fiir jede diadisch rationale Zahl ¢, (0 < £ S 1) die Punkte 
P11(2), Poo(C), ---» Paw (C),--- gegen eimen Punkt p(t) des Raumes R kon- 
vergieren. Diese Zuordnung ist, wie wir zeigen wollen, gleichmaBig stetig, 
d.h. man kann zu jedem ¢ > 0 ein A > 0 angeben, so daB, wenn fiir die 
diadisch rationalen Zahlen (* und (**, (0 < ¢* < (** <= 1) die Ungleichung 
¢** — (* < A gilt, dann auch immer 4(p(¢*), p(¢**)) < ¢ ist. 

Man kann zunichst wegen der gleichmaBigen Stetigkeit der Abstande zu 
e>0ein A, > 0 fimden, so daB, wenn 


(5) 5 (pi, (2%), P(C*)) + 6(p,,,(2**), p(C™)) < Ay, 
6 (Pin (S*)> Pan (S**)) — 5 (p(e*), P(S**)| < > 


ist. 
Es kommt also nur darauf an, n so zu bestimmen, daB sowohl (5) gilt, 
als auch 


© 5(Pan(0*) Pan (0%) < 5. 
(5) ist nun gema8 der Definition der Diagonalfolge P,,, Po, ..., P 


durch Wahl eines geniigend groBen n erfiillbar. Wegen der Ungleichung (4) 
kénnen wir n so gro8 und damit »(P", ,) so klein, sowie auch A so klein wahlen, 


da8B auch (6) erfillt ist. 


Die Zuordnung der diadisch rationalen Zahlen ¢ mm den Punkten p(¢) 
ist also gleichmaBig stetig. Es ist daher bekanntlich méglich, diese Zuordnung 
zu einer stetigen Abbildung des Intervalls (0 < ¢ < 1), d. h. zu einem stetigen 
Streckenbild C = p(0, 1] zu erweitern. 


Dieses Streckenbild ist eime Haufungskurve der Folge P;, P3, ..., P,,, ..-, 


genauer: die Diagonalfolge P,,, Pi,,.... P,,,... konvergiert gegen C. 
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Dazu brauchen wir nach § 2 nur zu zeigen, daB es zu jedem 4 > 0 und 
vt > Oein N > Ogibt, so daB es zu jedem P”, ,,(n > N) mindestens ein Teil- 
polygon P,, von C mit v,(P) < % gibt, so daB 6(P’,,, P,) < A ist. 

Wegen der gleichmaBigen Stetigkeit der Abstande gibt es — wie immer die 


drei Punkte p’,,,(¢;), P(¢;)» Pan (2) gewahlt werden — zu jedem 4 > 0 ein 
Ad’ >0, so daB aus , 


4 (Pi.n (2;) Pi.» (2)) x MN, 5 (Pin (S))> p(g;)) < + 
stets folgt 
5(p',, (2), p(f;)) < . 


Man kann nun nach (4) zu jedem 4’ > 0 die Zahl N’ > 0 so groB und 
A” > 0 so klein wahlen, daB 5(p’,,(2,), p),,,(2)) < 4’ gilt fiir irgend zwei 
Punkte p,,,(¢;), Pan(¢) mit |¢—¢,| < 4” eines Polygons P,,, (n > N’) 
der Diagonalfolge. 

Wir wahlen nun eine endliche Folge diadisch rationaler Zahlen £,, ¢,, ..., ¢,; 
fir die 2, = 0, 0, =1, 0,4, — 0, < min (vf, 4”), (§=1,...,4 — 1) ist. 

Wir kénnen schlieBlich nach Definition der Diagonalfoige eine Zahl 
N” > 0 finden, so daB 


Darl» PG) <G (FHL kn >") 
ist. 
Wahlen wir also N = max(N’,N”), so ist P, = {p(é,), ..-, p(e,)} 
ein Teilpolygon P von C, fiir das »,(P) < v€ und 4(P.,, P,.) < A (fir 
n > N) gilt. 


I:, Einfiihrung der Funktionen x (p,q; p’,q') und Beweis 
des Existenztheorems fiir die x-Probleme, 

§ 5. Zu je zwei Punktepaaren p, g und p’, g’ (p + q, p’ + q’) eines halb- 
metrischen Raumes R sei eine reelle Zahl x(p, q; p’, gq’) zugeordnet, die den 
folgenden Bedingungen unterworfen ist. 

I. (p,q; Pq) = (P', 9’; Ps 9)- 


II. Zu je zwei Punktepaaren p,q und p’,qg’ und jedem « > 0 gibt es 
ein A >0, so daB aus 


5(p, p) + 6(g.q) < 4 
folgt 
\x(p,q; P’. g’) — 40.9; P' )| <e. 
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ILI. Es gibt zu jedem O > 0 und jedem Punkt p von R ein # > Ound o > 0, 
so da8 wenn immer fiir zwei beliebige in der Umgebung U(p, 0) liegenden 
Polygone P = {p;,..., Pm} und P’ = {pj,..., Pia} 


(Pe Poss 5 By» Byer) ij=1..,m—1 
1—O S| x(P, Pears ies S140 (os ceed 
(js Pysa i Pro Pisa) 
gilt, stets 
1-0 SX(Py; Pn Pir Pa’) S 1+ O%) 
ist. 
IV. Es gibt eine Zahl #* > 0 und eine Zahl O*, (0 < O* < 1), so daB 
fiir jedes Polygon P = {p;,..., Pm}, fiir das 


1—0* Sx(P,, P4135 P;> Pj+1) s1+ 
ist, stets 


A(P)- V1—0* < n(P) < V1+ 0*- A(P) 
gilt. 

§ 6. Ist eine bestimmte Funktion x(p, q; p’, q’) gemaB den Bedingungen 
des § 5 definiert, so sagen wir, daB zwei stetige Streckenbilder C = p [«, 6] und 
C’ = p’ [a’, B’] sich im Punkte po, der fiir beide Streckenbilder ein einfacher”) 
Punkt sei — im Sinne dieser x-Funktion —, x-beriihren, falls es zu jedem 
e > 0 ein 0 > 0 gibt, so daB aus 


pq CC-U(po, 0); vg CC-O(p, 0) (pg Py) ™) 
(P+oP +7) 
stets 
l—eSx(p.g; p77) Slt+e 

folgt 12). 

Ein Streckenbild, das sich in einem seiner (einfachen) Punkte selbst 
z-beriihrt, heiBt x-glatt in diesem Punkt. Ist es x-glatt in jedem seiner Punkte, 
so nennen wir es x-glatt schlechthin. 


*) Diese Ungleichung besagt, da jax(p,,p,,; p}, P/,,-) existieren soll, unter anderem, 
daB p, + P,,, P, + P,,, ist. Fir ¢ < # folgt dies ibrigens auch aus Bedingung IV. 

%) Die Definition l48t sich leicht auch auf mehrfache Punkte ausdehnen, wovon 
wit aber der Bequemlichkeit halber hier absehen. 

") p A i q bedeutet, daB p auf C ,,vor“ g kommt; d.h. es gibt Intervallwerte y, 
und y,, (« Sy, < ¥, Sf), 80 daB p Bild von y, und q Bild von y, ist. Falls C kein 
Bogen ist, kann also gleichzeitig p> q und g > p sein. 

12) C-U (pg, @) bedeutet wie iblich den Durchschnitt von C mit der Umgebung 
U (P9» @)- 
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§ 7. Existenztheorem. 

In cinem kompakten, halbmetrischen Raum R mat gleichmiipig stetigen 
Abstiinden sei eine Funktion gemaB den Bedingungen von § 5 definiert. 

In einem Punkt po c R mégen zwei Zahlen 0, > 0 und Dy > 0 existieren, 
so dap in der Umgebung U (po, 09) folgendes gilt: 

In jedem Pumkt p < U (po, 20) beginnt ein Bogen 18) C,. dessen Durchmesser 
D(C,) > Do ist. und es gibt zu jedem ¢ > 0 ein o > O von der Art, dap U (p, e) 
c U (po. Qo) und , 


aT z(q'.73 s”, t’’) <sl+e 
gilt. falls 
q.7 cC,,- U(p, 9); 8”, t” cC,,,- U(p, 9) 
Ch Ge 
(p' < U(p, 0). yp” < U(p, @), ¢ —>1’, 8” >t") 
ist. 


Dann gibt es einen in po beginnenden Bogen C, — von endlicher oberer und 
posttmer unterer Linge'*) —, der x-glatt ist wnd in jedem seiner Punkte p die 
Kurve C,, ~-beriihrt. 

Beweis. 

§ 8. Vorbemerkungen. 


1) Es bedeutet keine Beschrankung der Allgemeinheit. wenn wir an- 
nehmen, da8 
1 — 0* sx(7,7'; 8",t") S1— d*. 
falls 
q’.1 CC,,-U (po, a): 8”. t’ CC,..- U(po- 0) 


t »’ ‘ y’? 
(p’ CU (po; oo): »” CU (po. 0), gi er", 8 > 


t”’) 
ist und #* die nach der Bedingung IV von §5 zu der Funktion x existierende 
Zahl ist. j 

2) Daraus, daB es ein Dy gibt, so daB D(C,) > Dp ist. folgt wegen der 
gleichmaBigen Stetigkeit der Abstande, daB es ein d, > 0 gibt, von der Art, daB 
zu jedem p und jedem d Sd, mindestens ein qc C,, existiert. so daB 
O(p. q) = d ist. 

3) Wir bezeichnen mit mp die kleinste natiirliche Zahl, fiir die 


U(U(r0, 7): <*) c U (po, > 0| 


ist. 


%*) Dab C, als Bogen und nicht als allgemeine Kurve angenommen wird, bedeutet, 
wie man sich leicht tiberzeugt, keine- Beschrankung der Allgemeinheit. 
14) Man beweist iibrigens leicht, daB fiir jede x-glatte Kurve C 
0<1(C)-Vl-—O* SAC) < & 
ist, wobei O* die Zahl aus Bedingung IV von § 35 ist. 
Mathematische Annalen. 118. 33 
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Wegen der gleichmaBigen Stetigkeit der Abstinde kann man offenbar 
immer ein solches n, finden. 
4) Wir bezeichnen mit m, diejenige natiirliche Zahl, fir die 
2o(% + %) Go + (% + %) 
‘+ aaviter = <"* gape 
ist, unter O* die in der Bedingung IV von § 5 vorkommende, ebenso bezeichnete 
Zahl verstanden. 


§ 9. Wir konstruieren nun folgendermaBen eine Polygonfolge: 


} = {P19 see Pa.) (n == |. - a 
Fiir jedes » sei p;,, = Po. Fiir jedes «, (¢ = 1,..., m, — 1) sei pen ‘. 
der erste auf p, ,, folgende Punkt von C,, , fiir den dip. o> Ps+1,0) = = wt = ——*— ist. 


Die Polygone P,, haben also folgende Eigenschaften. Es ist 








d be 
»(P,) =P, und A(P,) = wa = «do. 


Aus letzterem spb sich nach Vorbemerkung 4) von § 8 


eo. pe es d, 


Wir zeigen nun, x 








Coy ay,” S T(Po ¥ G0) %) (6 = 1,...,my — 1). 
Angenommen, dies sei nicht richtig, dann gabe es eine kleinste Zahl k, 
(1 Sk <m, — 1), s0daB aufC,, [*»* ein Punkt p* mit (Po, p*) = # a 
liegt. 
Fiir « < k*) gilt dagegen 


Cound." < U(Po 00) 


i 
also erst recht 
Pin? Pi+i.n Cc U (pp, # 0), (¢ = 5 eee k —_ 1). 
Nach Bemerkung 1) von § 8 haben wir daher 
$=],...,k—1 
(8) 1 — 8 Sx (P, a> Pisind Pj,n> Pjti.n) 1+ (| > hee 1): 


15) C,, % ty ™ bedeutet das Stiick des Bogens C,, , das mit p, , beginnt und 


mit p;,, , endet. d, 
%*) Hier wird k > 1 vorausgesetzt. Fir k = 1 ware p* CU (Pr, =). also nach 


Vorbemerkung 3) von §8 CU (p,, 2 4 Qo)» entgegen unserer Annahme. 
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Also haben wir nach der Bedingung IV von § 5, angewendet auf den 
Polygonabschnitt {p;,,<.-, Px,n}s 


; k-1 
O(Pi.n> Px,n) Ss y 1+ O* - z 6 (Pi,n> Pisin) 





und nach (7) 
20 
< 3° 
Nun hat aber p*, da zu C,.. , Behdrig, von p,,, einen Abstand S=— at: 
Also ist 


p* =vlm. =) ¢ U(U (po, %), 3) 
und nach Bemerkung 3) von §8 


Cc U (po,  e0)s 
im Widerspruch zu unserer Annahme, daB 6 (po, p*) = } oo sei. 
(8) gilt also auch fiir k = m,, so daB wir wegen der Bedingung IV von §5 
fiir jeden Abschnitt A von P, (insbesondere fiir P,, selbst) finden 


2(A)- Vi— O* < w(A) < V14 O*- A(A). 


Es sind also die Voraussetzungen der Satze von §3 und §4 erfiillt, d. h. es 
existiert eine Haufungskurve C, der P,,, die natiirlich in pp beginnt, ein Bogen 
ist und fiir deren obere bzw. untere Lange 


1— 
3. i+ i+ 6 a ¢ A (Co) s 4(C,) Ss “ 


gilt. Offenbar ist iiberdies Cy c U (po, go). 
§ 10. Cy ist die gesuchte Kurve; d.h. Cy ist x-glatt und x-beriihrt in 
jedem ihrer Punkte p die Kurve C,. 


Nach den Definitionen von § 6 miissen wir zeigen: Es gibt zu jedem 
p < Cy und jedem ¢ > 0 ein o > 0, so dab 
(9) l—esx(g,r;3,t) Sl1lt+e, 
(10) l1—e 3~(g,7; 8*,t*) Sl+e, 
wie immer gq, r, s*, t* unter folgenden Bedingungen gewahlt seien: 
q, 7, 8,t c Co- Ul, e); s*, “ c C,- U(p, @) 

q@Br,sSt, s* B E t*). 
Zu p und ¢ gibt es nach Bedingung III von §5 Zahlen 9, > 0 und ? > 0, 
so daB, wenn immer fiir zwei in der Umgebung U(p, 0) liegende Polygone 
P = {py,.--s Pm}s PY = {Pi, +++» Pm} 

% (Py Pert Pyr Py +1) nj bt 
(2) 1-9 S) eri Pemad | SAFO (P47 PRO) 

%(Pj> Pears Pi Pi+1) 


(11) 


33* 
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gilt, stets 
€ € 


(13) 1— > S *(Pi,Pmi Pi, Pm’) SI+ 5G 
ist. 

Zu der in dieser Weise bestimmten Zahl # gibt es nach der Voraussetzung 
des zu beweisenden Existenztheorems ein gg > 0 von der Art, daB U(p, oe) 
c U (po, eo) und 
(14) l-—¢dsz(7,7r;8",t’)S51+09 
ist, falls 

q.7 CC,,- U(p, oe); 8”, t oC)... U(p, ee) 


(15) , ” , oy’ , ” Cpr ” 
(p’ c U(p, os), p” C U(p, es), gi >’, 8” >t"). 


Wir setzen 03 = min (0;, 09). Wegen der gleichmaBigen Stetigkeit.der Ab- 
stinde im Raum R gibt es zu 03 ein 9 > 0, so daB, wenn g, 7 c Cy: U(p. o) 
ist, stets Co], c U(p, gs) ist. 

§ 11. o ist bereits die gesuchte Zahl. 

Seien nimlich sechs Punkte q, r,s, t, s*,t* gemaB Bedingung (11) fest 
gewahlt. 

Man kann wegen der gleichmaBigen Stetigkeit der Abstinde eine Zahl 
4 > 0 fimden, so da8 


(16) U (Co), 5) < Ulp, 0s), 
(17) U (Co}t. +) < Ul. os) 


ist. 
AuBerdem sei, was nach der Bedingung II von § 5 méglich ist, 4 so an- 
genommen, da8 


(18) |x(q, 13 8, t) — x@F338,2)| <<, 
(19) |x(q, 7; 8*, t*) — x(q, 7; s*, t*)| < 3 

ist, falls 

(20) 5(q, q) + 6(r, 7) < A, 4(s8,8) + d(t,t) < A 
ist 


Da C, Haufungskurve der im § 9 definierten Polygonfolge ist. enthalt 
diese ein Polygon P, , das einen Abschnitt 


A? = {Pp, n° +9 Pings Pind 
und einen Abschnitt 


AY = {Pr,,n,° coe Pian 4? coe Pi, ngs 
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besitzt mit den folgenden Eigenschaften : 


(21) O(9: Pring) + 6(r, Pi,,n,) < 4, 
(22) O(s, Pro.» ,) + d(t, Pi, ad < A, 

L ‘ ; we a = 
(23) AY CU (Oj, 5), 4? cU(C),, 5). 


Wegen (16) und (17) folgt aus (23) 
A? c U(p, 93), AY c Up, os) 
und nach Definition von 03 insbesondere 


U (p, 0), Pi, +1, ny = C t U(p, 2): 


). 
Pi,+i,ng = C,, Pi,, ny 


"4 

Setzen wir also 

7; = q = Pin? y= 8 = Pin.n4? r= Pi, +1, wy? " = Pin+tn, 
(4, = hy, .. 0h; — | to = ke, peuple — 1), 

so ist (15) erfiillt und es gilt daher (14), d.h. es ist 


1-8 Sx (Mn Pitijng? Ply Piz+i.ny) SI + @. 
Entsprechend sieht man ein, daf auch 


# (Ping? Pi, +1, ng? Phy ny Pyp+i, ny 
1— 9S {X (Pi, n> Pogr2,0 93 Peng? Pie+t.n,) } SI+0 ( 


) 
%(Pj, nj? Pi, +1, ny? ie tae 


ty Ja =k,, sees l mal ') 
ii wh, ...b—8 
gilt. 

Setzt man also in (12) fiir P den Abschnitt A‘? und fiir P’ entweder A 
oder {s*, t*}, so hat man nach (13) 


(24) l-> S% (Prin y Ping? Prony? Pi,.n,) s ’+ 


to] vol = 


(25) 1-5 Sx (Pn Pun, & > & )S1+ 
Da nun, wenn wir 
q _ Priny 7 = Piny 
8 ” Peyny t = Piany 


setzen, die Bedingungen (20) — wegen (21) und (22) — erfillt sind, so gelten 
auch (18) und (19), so daB sich aus (24) und (25) die Behauptung [vgl. (9) 
und (10)] ergibt. 
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III. Die gewohnlichen Differentialgleichungen und die Paratingentgleichungen !”) 
als Spezialfille von x-Problemen, 

§ 12. DaB die x-Probleme als eine Verallgemeinerung der gewohnlichen 
Differentialgleichungen angesprochen werden kénnen, sehen wir ein, indem 
wir, zu einem #-dimensionalen euklidischen Raum iibergehend, ~ (p, q; p’, q’) 
als den Cosinus des Winkels der beiden durch die Punktepaare p, q und p’, q’, 
(pP+@¢pr +7), bestimmten, gerichteten Geraden definieren. Offenbar sind 
die Bedingungen I bis IV von § 5 erfiillt. 

Bei dieser Wah] der Funktion x nennen wir eine x-glatte Kurve glatt 
sehlechthin, und wenn sich zwei Kurven x-beriihren, sagen wir schlechthin, daB 
sie sich bertihren, wobei dann die Begriffe ,,glatt‘‘ und .,sich beriihren‘ er- 
ersichtlich die itibliche Bedeutung haben. 

Das Existenztheorem von §7 entspricht dann genau dem bekannten 
Satz, wonach durch jeden Punkt eines Gebietes & des n-dimensionalen Raumes 


mit den Koordinaten 2,,...,2Z,, in dem die Funktionen /,(z,,..., 2), 

(¢ = 1, ...,) samtlich tiberall stetig sind und 2 /f?(x;,...,2,) > 0 ist, 
j=1 

mindestens eine Kurve z,(r) hindurch geht, fiir die oe as f,(2,, . . +» Ze) 

gilt 38). 


§ 13. Es ist nicht uninteressant zu sehen, daB dieses ~-Problem auch in 
beliebigen halbmetrischen Raumen mit gleichmabBig stetigen Abstianden seinen 
Sinn behilt. 

Bekanntlich la8t sich der Cosinus des Winkels zwischen den Strecken pq 
und p’q', (p + 4, p’ + q) folgendermaBen durch die Abstande zwischen den 
Punkten ausdriicken: 

‘ «yt a’) — — 2m PY — O(g,9')? + 5 (pg? + 41g, PP 
(26) cos (P, 9; P+) = 25(p.q)-dp'.9) 
wobei 6 den euklidischen Abstand bezeichnet. 

Es liegt nahe, in einem beliebigen halbmetrischen Raum zu jedem Paar 
von Punktepaaren eine Zahl cos (p, q; p’, g’) gemaB (26) zu definieren, wobei 
jetzt 6 den Abstand in diesem halbmetrischen Raum bedeutet. 

Wir zeigen, daB cos (p, q; p’, q’) in einem halbmetrischen Raum mit gleich- 
maBig stetigen Abstanden eine x-Funktion ist; d.h. sie erfiillt die Bedin- 
gungen I bis JV von § 5. Die Bedingungen I, III, IV gelten sogar mn emem 
beliebigen halbmetrischen Raum. 

7) Vgl. FuBnote '). 

18) Um dies einzusehen, braucht man die in §7 vorkommenden Kurven C, in jedem 
Punkt g = (z,,...,) von@ nur als in p beginnende Strecke von der Lange 1 und den 
fi (2 ++» Zn) 





Richtungscosinus 





zu wahlen. 


Dy #} (z,, ore z,) 
j=l 
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§ 14. Fir die Bedingung I folgt dies trivialerweise aus (26). 

DaB die Bedingung II erfiillt ist, erkennen wir leicht durch mehrfache 
Anwendung der Voraussetzung 2) von § 1, worauf wir der Kiirze halber nicht 
eingehen wollen. 

Zum Beweis der Bedingungen III und IV benétigen wir folgenden 

Hilfssatz. Seien P = {p,,..., p,} und P’ = {pi,..., p..} zwei be- 
liebige Polygone eines halbmetrischen Raumes, fiir die p, + p,, und p, + py, 
gelte und die den folgenden (m — 1)- (m’ — 1) Bedingungen 
¢=1,...,.m —1) 

) 


(27) Ne Ss cos (P;> Pi+15 Pj» Pj +1) s "1 (| =—i1....a@— 1) 


geniigen, unter 7,, 2 beliebige reelle Zahlen (y_ < 7) verstanden. 
Dann ist 
(28) ne: A(P)- A(P’) Sos (py, Pm Pir Pm): e(P)- u(P’) Smi°4 (P)- ACP’). 9) 


Beweis. Die Ungleichungen (27) lassen sich, indem wir gleich summieren, 
folgendermaBen schreiben: 


29) nee, 2 8 (Po Ress) OP}. Phos) 


j=1,...,.m’-1 


s} 2 wn nt Oe Pi)? — 8 (Perr Pir P + 8 Po Pj + 6 (Pear PP] 


=n “eal 2 ™ _ P(e Piss) “3 (p;, P5+1)- 


j=1,...,m'-1 


Nun gilt offenbar 


(30) 2 (Pe Pir) O(Pj» Pina) = ACP): ACP’). 


i=1,....™ 
j=l1,...,m'-1 


Ferner hat man 


t 


(31) a y ie [— d(p,, Pp; — 8(P,.15 Pj) + 8(Py41) Pp; P+ 5 (P,, P;.1)*) 
j=1,...,.m'-k 


= ni q_ O Per Pa = 8 (Pes Pi + 8 (Pig a» PLY — 8(Pi41) Parl 


= 5(P,, Pir)® — (Py, Pi)® + 8(P_> Pi)® — 5(Pp> Poy)?- 
Setzt man (30) und (31) in (29), so erhalt man (28). 


*) Falls p, = p,, oder p, = p.,,, erhalten wir statt (28), wie aus dem Gang des 
Beweises sofort ersichtlich, 7, S 0 S 7. 
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Indem wir P = P” setzen, erhalten wir folgendes Korollar. 
Geniige P = {p,...., Pm} %) den Bedingungen 


0<%,<1 


1— 8, S cos (p,, Py. 13 Pj> Pj+1) S1+9, <8, 


Dann ist 


Die Bedingung IV von § 5 ist also offensichtlich erfiillt. Das gleiche gilt 
aber auch von der Bedingung III. Durch Heranziehung des Hilfssatzes und 
des Korollars ergibt sich namlich, da8, wenn fiir zwei Polygone P = {p,,.... p.»}, 
P’ = {pi,..., pi} die Bedingungen 

COS (P; 5 Pys.3 Pj» Py +1) 
1-9 {008 (Pj, 7.415 Ms Pied] S1+9 (SO <1) 
COS (P, 5 Pj.13 Pi» Pi-1) 


A(P)-Vil— #8, < w(P) < A(P)- V1+ 4. 


gelten, 


[=< tot 1+¢ 
i+¢6 S 608 (Pi, Pm; Pi, Pm’) S 3 





ist. 


Man braucht also, um Bedingung III zu erfiillen, nur zu jedem O > 0 ein 
? > 0 so zu wahlen, daB 


1-O@<s 





1—® 1+80 

i+ 0’ r—e =1+9 

ist, was offenbar immer méglich ist. 9 > 0 kann beliebig angenommen werden. 
§ 15. Wir beleuchten schlieBlich die Tragweite der Definition von § 5 

noch dadurch, da8 wir — nun wieder einen -dimensionalen euklidischen 

Raum zugrunde legend — den folgenden Satz von Herrn Zaremba™) durch 

Wahl einer geeigneten ~-Funktion beweisen. 


Satz. In jedem Punkt p eines gewissen Gebietes G eines n-dimensionalen 
euklidischen Raumes sei ein Biischel B, von gerichteten Halbgeraden b mit 
folgenden Evgenschaften gegeben. 


1) Die Gesamtheit aller, durch einen beliebigen Punkt gelegten Halb- 
geraden, die zu mindestens einer Halbgeraden eines der Biischel parallel sind. 
liegt auf einer Seite einer durch diesen Punkt gelegten (n—1)-dimensionalen 
Ebene und bildet mit ihr einen Winkel vom BogenmaB = gy > 0. 

2) Wenn zwei verschiedene Halbgeraden einem Buschel 8, angehdren, so 
gehdren 2u thm auch siimtliche dem kleineren durch die beiden Halbgeraden 
bestemmten Winkelraum angehérenden Halbgeraden. 


*) Hier braucht, wie man unter Beachtung der FuBnote ™) und der Ungleichung 
#, < 1 erkennt, p, + p,, nicht eigens vorausgesetzt zu werden. 
%) Vgl. Zaremba, |. c. S. 149. 
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3) Zu jedem Punkt pc G@ und jedem ¢ > 0 gibt es ein o > 0, so dap. 
wenn bh’ <B,,. (p’ c U(p, o)) ist, es im Biischel B, ein h gibt, so dap bh und b 
einen Winkel vom BogenmaB < « bildet. 

Dann beginnt in jedem Punkt po c G ein Bogen Cy, der in jedem seiner 
Punkte p folgende Eigenschaft besitzt: 

Es gibt zu jedem ¢ > 0 ein o* > 0, so daB, wenn p’, p’ < Cy- U(p, o*), 
(p’ S p’”) gilt, es in B, eine Halbgerade gibt, die mit der durch p', p” be- 
stimmten einen Winkel < ¢ bildet. 

§ 16. Beweis. Wir definieren eine Funktion par (p,q; p,q), (p + 4¢: 
p’ + 7), im der folgenden Weise: 

Es sei par (p, q; p’, q’) die obere Grenze aller Zahlen 1 — a, (a > 0) von 
der Art, daB es einen Punkt po gibt, so daB 1) p, p’ c U (po, «) gilt und 2) in 
%,, ein 5 und ein b’ 2) vorhanden sind, so da8 h mit der durch p, g und ’ mit 
der durch p’, g’ bestimmten Halbgeraden einen Winkel vom Bogenma8 < « 
bildet. 


Wie wir in den folgenden Paragraphen zeigen, ist par (p, q; p’. q’) eine 
x-Funktion. 

Nach dem Existenztheorem von § 7 beginnt daher in jedem Punkt pp des 
Gebietes G ein Bogen Cy, der in jedem seiner Punkte p mindestens eine der 
Halbgeraden < $, — im Sinne der Funktion par (p, q; p’, q’) —- ~-beriihrt- 

Co ist bereits das gesuchte Streckennild. 

Zunachst gibt es namlich nach Voraussetzung 3) des zu beweisenden 
Satzes zu jedem > > 0 und jedem Punkt p c Cy ein 9 > 0, so daB, wenn 
p* c U(p, o) ist, zu jeder Halbgeraden * c %,. eine Halbgerade 5 c 8, 
existiert, die mit §* einen Winkel < 7 bildet. 9 sei noch < ¢ gewihlt. 

Zu + > 0 gibt es nun, da ja Cy in p mindestene eine der Halbgeraden 
von %,, z-beriihrt, nach §6 und nach der Definition von par (p,q; p’, 7’) 
ein 0, >9, so daB, wenn p’, p” ¢ Co: U(p, o;), (p’ = p’) ist, es~ ein 
p*c U (p, <) cU (Pp, 01 +4) gibt, so daB in %,- mindestens eine Halb- 
gerade vorhanden ist, die mit der durch p’, p’” bestimmten einen Winkel <£, 
also < 3 bildet. Es geniigt daher 9* = min (01, 5) zu wahlen, womit der 
Satz von § 15 bewiesen ist. 

§ 17. Es mu8 lediglich nachtraglich gezeigt werden, daB par(p, q; p’, 4’) 
tatsichlich die Bedingungen I bis IV von § 5 erfiillt. 

Was die Bedingung I betrifft, so ist dies selbstverstandlich. 


22) h und b’ kénnen auch zusammenfallen. 
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J. von Schwarz. 
Bedingung II. Wir zeigen: 


Zu jedem Punktepaar p, g, (p + q), und jedem ¢ > 0 gibt es ein A > 023), 
so daB aus 


(32) d(p, p) + 5(g,q) < A 
folgt 
(33) |par (p, q; p’, y’) — par (p, 9; vp’, q')| <. 
In der Tat kann man offenbar ein A finden, so daB 0 < A < — ist und 


2 
aus (32) stets folgt, daB die durch p, g bzw. p, 7 bestimmten Halbgeraden einen 
Winkel < = bilden. 


Sei nun par (p, 7; p’, g’) > 1 — a, (« > 0). Dann gibt es einen Punkt po, 
so da8 p, p’ c U(po, a) und in 8, Halbgeraden enthalten sind, die mit p,q 
bzw. p’,q’ Winkel <.« bilden. 


Dann ist aber wegen (32) 
pc U(p,a+ Ac U(po.%+ =) 
und h bildet mit der durch p, q bestimmten Halbgeraden einen Winkel 
<a+ =: Also ist 
par (p,q; p,q’) >1—-a— >. 

Nach Definition der Funktion par kann schlieSlich « so gewahit werden, daB 

per (p,q; p’, q') > par (p,q; Pp’, 7’) — «. 
Entsprechend beweist map 

par (p,q; p’, g’) > par (p,q; p’, 7’) — &, 
womit (33) bewiesen ist. 


Bedingung IV. Wir zeigen, da8 fiir jedes Polygon P = {p;,..., Pm}; 
fiir das 


‘= 1,....m—1 
(34) PAF (Ps, Pi+15 Py Py+1) Z 1 — 2%) (| a i...a< i) 
ist, stets 
u(P) =. 
(35) UP) = sin? 
gilt 


In der Tat folgt aus (34) nach der Definition der Funktion par, daB es, 
wie auch s > 0 gewahlt sei, zu jedem Punktepaar p,, p,,, (¢ = 1, ..., m—1) 


*) p’, 7, (p’ +7), kénnen beliebig gewahit werden. 
%) @, ist die in der Voraussetzung 1) des Satzes von § 15 vorkommende Zahl. 
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einen Punkt p c G gibt, so daB ein h c &, existiert von der Art, daB der 
Winkel zwischen 5 und by, 541») 


X (6, O9,, 2:41) < Ste 
ist. 
Nach der Voraussetzung 1) des Satzes von § 15 folgt, daB es durch einen 
beliebigen Punkt des Raumes zu den by,, 41° (¢ = 1,...,m — 1) parallele 
Halbgeraden gibt, die alle auf einer Seite einer (n — 1)-dimensionalen Ebene 


liegen und mit ihr einen Winkel => e bilden. Dann aber gilt offenbar (35). 


§ 18. Bedingung III. Zum Beweis, da8 auch diese Bedingung erfiillt 
ist, benétigen wir den folgenden leicht zu beweisenden 
Hilfssatz. Zu jedem a, (0 <a <1) und jedem O > 0 gibt es ein 
/(O,a) > 0, so daB, wenn fiir irgend zwei aus beliebig (aber gleich) vielen 
Punkten bestehende Polygone P = {p,,..., Pm}, P = {Pi,...» Pm} eines 
euklidischen Raumes 
Fe Sa; dP, Poss) =A Poss) (= 1.-.5m), 


A (Piss Pisas Pir Pixi) < /(O, 9) 


gilt, stets 
A (Pi, Pm; P1; Pm) < 0 
ist. 
Insbesondere setzen wir im folgenden 
- . gp 
(36) (9, sin 2°) = 6, 


wobei go die in Voraussetzung 1) des Satzes von § 15 vorkommende Zahl 
bedeute. 

Wir zeigen nun, da8 man zu jedem O > 0 und jedem Punkt p c G ein 
‘) > 0 und oe > 0 so bestimmen kann, daB, wenn immer fiir zwei Polygone 
P ={p,,..., Pm} und P’ = {pi,..., phy}, die in U(p, g) liegen, 


(37) 1-—#? < | Par (P.> Heo - Pj+1) i,j eae 
| par (Ph Pets Pt» Ptar) “b= l,...,.m’ —1 

gilt, 

(38) P,, Pi, © U(p,@) 

ist, und eine Halbgerade b bzw. bh’ c B, existiert, so daB 

(39) A (D5 Py Pm) SO, A's Pi, Pr) SO 


ist. Da8 dann die Bedingung III von § 5 erst recht erfiillt ist, ist klar. 


*) bp, 
Halbgerade. 


ae bedeutet die durch p,, p;,, bestimmte, von p, nach p,;,, zielende 
' 
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Zunichst kann man zu jedem p c G ein e, > 0 gemaB Voraussetzung 3) 
des Satzes von §15 wahlen, so daB zu jedem 5’ c%,,, (pc U (Pp. @;)) ein 


bh c &, existiert, das die Ungleichung 4 (b, b’) < * erfiillt. 


9 
Wir beweisen nun, da8 es geniigt 
o< min (9, “*); P< min (%, te, 2) 
zu wahlen. 

Seien P = {p,,..., p,,} und P’ = {p;...., pi} zwei beliebige, aber im 
folgenden fest gewihlte Polygone c U(p, 0), die die Ungleichungen (37) 
erfiillen. 

Aus 9 < @ folgt (38). 

Aus (37) folgt, daB es Punkte p, ;, p;,,, (¢,j=1.....m—1; k,l=1,..., m’—1) 
gibt, von der Art, daB 


(40) P,P; © U(p, ;.29); ry Py © U(p;.,, 28) 


und Halbgeraden bh .b GB und b’.,b'.c B’. existieren, so daf 
Py Pj Pi, j Pr PL Pri 


A (By; Pir Pisa) A (b's; Pi PL) 
(41) 1s "| < 98; 2h eins | <20 
AV (Bp; Pye Pj 1) ADs Ps Phy) 


ist. 
Da o < 4 und J < 3 angenommen wurde, folgt aus (40) 


Pi,j> Per © UCP, 01). 
Wegen der Definition von 9, ergibt sich daher aus (41), daB B, Halbgeraden 
b,; und 5, enthilt, so daw 


A (b55 Py Pisa) <204% 
aA (b,; Pe Pe » = 
ist. und wegen 
- o, 
a an a 
(42) < #;. 


Wir betrachten nun zweiPolygone P = {p,, ..., P,j und P’ = {p', . . ., D3 
von folgender Art: 


Es seien 
A(P,, Pigs) = (Pj Pyar), (¢ =1,...,.m—1) 
(43) A (D3 Pps Pins) = 9 
und 
d(p;,, Pess) = EP}, Piss), (k =1,...,m’—1) 


(44) AX (Di; Pe» Peor) = 9. 
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Aus (43) und (44) folgt unter Beriicksichtigung der Voraussetzung 2) des 
Satzes von §15, daB e. ein b und b’ c&, gibt, so daB 
(45) A(D; Pi Pm) =0; 2X (H's Py Py) = 0 
ist. 

Wenden wir nun den am Anfang dieses Paragraphen aufgefiihrten Hilfs- 
satz auf P und P bzw. P’ und P’ an, wobei wir beachten, daB wegen 


(34), (35) und (37) und wegen 9 < ” 


u(P) - Po, we (P’) -¢ Po 
TP) 2 sin >; TP} = sih5 


ist, so folgt aus (42) und (36) 
AX (Pr> Pm> Pris Pm) <O; A (Ph Pini Pi Pwr) <9, 
woraus sich wegen (45) die Behauptung (39) ergibt. 


(Eingegangen am 1. 4. 1942.) 











Theorie der Poincaréschen Reihen zu den hyperbolischen 
Fixpunktsystemen der Hilbertschen Modulgruppe. 


Von 


Hans Maa in Heidelberg. 


Die Frage nach der Darstellbarkeit automorpher Formen zur Hilbertschen 
Modulgruppe durch explizite analytische Ausdriicke kann insofern als gelést 
betrachtet werden, als bewiesen wurde!), daB die Poincaréschen Reihen zu 
den parabolischen Fixpunkten bereits alle automorphen Formen von der 
Dimension — r < — 2 zu einem Multiplikatorsystem » vom Betrag Eins dar- 
stellen. Der etwas komplizierte Bau dieser Poincaréschen Reihen ist dadurch 
bedingt, daB jeder parabolische Fixpunkt der Hilbertschen Modulgruppe 
(im Fall der Variablenzahl » > 1) zugleich hyperbolischer Fixpunkt ist. 
Hilt man Umschau nach einfacheren Grundelementen fiir die Theorie der 
automorphen Formen, so wird man zuniachst darauf gefiihrt, die zahlreichen 
Typen Poincaréscher Reihen systematisch auf ihre Leistungsfahigkeit zu 
untersuchen. Es ist Aufgabe des vorliegenden Aufsatzes, fiir zwei bisher 
noch nicht betrachtete Typen die analoge Theorie zu entwickeln, wie sie fiir 
die Reihen zu den parabolischen Fixpunkten bereits bekannt ist). Es 
handelt sich dabei erstens um die Poincaréschen Reihen zu den hyper- 
bolischen Fixpunktsystemen, zweitens um die Reihen zu den inneren 


Punkten des Bereichs §, definiert durch 
(1) In r™>O fir v= 1,2,...,%. 


Die Zuordnung von Poincaréschen Reihen zu Fixpunktsystemen bzw. Punkten 
ist im Sinne des von H. Petersson beschriebenen Prinzips der Erzeugung 
Poincaréscher Reihen zu verstehen?). Im Falle einer Verinderlichen (n = 1) 
ist die Theorie der beiden genannten Typen von H. Petersson bereits voll- 
stindig entwickelt und niedergelegt®). Die Art des Vorgehens bewahrt sich 
auch im Fall mehrerer Verinderlicher (n > 1). Es zeigt sich jedoch, da8 in 
diesem Fall die Mannigfaltigkeit der Poincaréschen Reihen zu den hyper- 
bolischen Fixpunktsystemen, die frei von parabolischen Fixpunkten sind, 
wesentlich gréBer ist als im Fall » = 1. Der Grund liegt darin, daB nicht alle 


') H.Maa8, Zur Theorie der automorphen Funktionen von n Veranderlichen. 
Math. Annalen 117 (1940), S. 538-—578. 

*) H. Petersson, Einheitliche Begriindung der Vollstandigkeitssdtze fiir die 
Poincaréschen Reihen von reeller Dimension bei beliebigen Grenzkreisgruppen von 
erster Art. Abhand!. aus d. Math. Seminar d. Hansischen Univ. 14 (1941), S. 22—60. 
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Konjugierten S®, v = 1, 2,...,, einer hyperbolischen Substitution S aus 
der Hilbertschen Modulgruppe selbst hyperbolisch zu sein brauchen. Kommen 
genau t hyperbolische Konjugierte von S vor und sind dies etwa die ¢ ersten, 
so sind die restlichen (nm —- t) Konjugierten elliptisch. Fiir ¢ sind alle Werte 
der Reihe 1, 2,..., méglich. Betrachtet man die Poincaréschen Reihen 
zu dem Fixpunktsystem von S, so liefert t = n das Analogon zum Petersson- 
schen =-Typus?), wahrend die Reihen zu 1 < ¢ < m eine Mischung von 5- und 
'V-Typus?”) darstellen. In den ¢ ersten Verinderlichen haben sie namlich den 
Charakter einer 5-Reihe, in den (m — t) letzten Veranderlichen dagegen den 
Charakter einer '¥-Reihe. t = 0 bedeute, daB an Stelle des Fixpunktsystems 
einer hyperbolischen Substitution ein beliebiger innerer Punkt von § tritt. 
Die zugehérigen Poincaréschen Reihen stellen den zweiten zu untersuchenden 
Typus dar und sind das Analogon zum ‘¥-Typus. Im Verlauf der Untersuchung 
wird ein Formalismus entwickelt, der eine einheitliche Behandlung aller Fille 
0 St Sn gestattet. Was die Allgemeinheit der Ansitze anbelangt, so sind 
sie natiirlich fiir eine beliebige diskontinuierliche hyperabelsche Gruppe 
durchfiihrbar, sofern nur fiir diese Gruppen beziiglich ihrer hyperbolischen 
Fixpunktsysteme fahnliche Vollstindigkeitsannahmen gemacht werden, wie 
sie bei der Definition der parabolischen Spitzen notwendig sind’). Um aber 
klare Voraussetzungen zu schaffen, wollen wir uns auf die Hilbertsche Modul- 
gruppe und ihre Untergruppen von endlichem Index beschrinken. Mit G soll, 
sofern nicht ausdriicklich etwas anderes bemerkt wird, eine solche Untergruppe 
bezeichnet werden. Die Untersuchung liefert im einzelnen folgende Resultate: 

Es sei s fiir t > 0 das System derjenigen Fixpunkte einer hyperbolischen 
Transformation S c G, welche auf dem Rand von § liegen, s enthalte keine 
parabolischen Fixpunkte und unter den Konjugierten von S mégen genau ¢ 
selbst hyperbolisch sein (etwa die ¢ ersten). Die Punkte t cs sind dann von 
der Gestalt 
(2) tT = rl oder ri” (reell) fir v = 1, 2, ..., ¢, 

7”) = 1 (mit pos. Imaginarteil) fir v= ¢+1,¢+2,..., m. 

Im Fall ¢ = 0 bestehe s aus einem einzigen inneren Punkt t) von §. Die 
Transformation 


A=(e i) 
am a 
habe die Eigenschaft, den Bereich 3m rt > 0 fiir » S ¢ in sich, fir y > t in 
den Einheitskreis und s in die spezielle Lage: 


At =0, At%= ow 


*) H. MaaB, Uber Gruppen von hyperabelschen Transformationen. Sitzungs- 
berichte der Heidelberger Akademie der Wissenschaften, math.-naturwiss. Klasse 
(1940), 2. Abhandlung. 
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iiberzufiihren; dabei bedeutet noch 1” = 1 fiir » > t. Jede (ganze) auto- 
morphe Form /(t) c{G, — 1, v} besitzt eine Entwicklung nach gewissen 


,,Ortsuniformisierenden“ @, @2,...,@, des Punktssystems s. Sie hat die 
Gestalt 

k * kyt+ x J 
(3) h(t) f(t) = L dey ey... uO; 7 0,4 ‘ay tt} - win, 


wobei iiber alle ganzzahligen k, mit 
—-o<k,<o@ fir St und OSKk, < @ fir >t 


summiert wird. In der Entwicklung (3) ist zur Abkiirzung 


t r - 6S 
h(t) = J] (alr + af’ Rate + af?)z ai (ale + aly, 


vant voef+1 
t -  (r) 
(4) wo, = [7 (Amy fiir w St, 
r=1 
é . . 2nim) 
w, = AML TT (AOL Fie >t 


r=1 
gesetzt. m‘ und x, sind reelle Konstanten, die nur von G, A, v und einer 
Basis fiir die Gruppe A (s) der Substitutionen aus G, welche s festlassen. ab- 
hangen. Durch geeignete Auswahl eines Zweiges der komplexen Logarithmen- 
funktion wird fiir die Fixierung der auftretenden vieldeutigen Funktionen | 
gesorgt. Die Reihenentwicklung (3) besitzt in ganz § Giiltigkeit. Die Funk- 
tionalgleichung 


f(t) = 0 (L) N (yt + 6)~*f (Lt) (vo = 1) 


fiir eine Substitution Lc G mit der zweiten Zeile L = (y, 5) liefert zu jedem 
LcG eine neue Entwicklung wie folgt. In der Darstellung, die man fiir 
/ (r) aus (3) nach Division durch A (r) erhalt, wird t durch Lt ersetzt. Das 
Resultat geht nach Multiplikation mit o(Z) N (yt + 5)~” wieder in f(r) 
iiber. S sei ein volles System von Substitutionen aus G, fiir welche auf diese 
Weise wesentlich verschiedene Entwicklungen entstehen. Setzt man in der | 
Entwicklung zu L formal einen Koeffizienten, etwa 6, ,. ,,, gleich 1, alle | 
anderen Koeffizienten gleich 0 und summiert iiber alle Z c G, so entsteht eine 
Poincarésche Reihe =_,(t) = =_,(t,v,A,G, (k)). Sie ist fiir +r > 2, 
|v] = 1 in ganz § konvergent und stellt fiir jedes mégliche Exponenten- 
system (k) eine ganze Spitzenform vom Typus {G, — r.v} dar. Nunmehr 
wird auf die [-Reihen die Metrisierungstheorie fiir die automorphen Formen 
angewendet. Die Durchfiihrung einer etwas lingeren Rechnung ergibt fiir 
das Skalarprodukt einer Spitzenform f(r) c {G. — r. v} mit der Poincaréschen 
Reihe =_ (rt) den Wert 


(5) f(t), Soft v, A, G, (k)) = Ck ke. -ken” 
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wobei 6, ,,._.,, der Entwicklungskoeffizient von f(t) zum Exponentensystem 
ky, ke, ..., ky und C = C(G, r, », A, (k)) eine elementare Konstante, die sich 
im wesentlichen aus Werten der J’-Funktion zusammensetzt. Diese sogenannte 
Grundformel ist die Quelle aller weiteren Sitze. Aus ihr ergeben sich die 
Kennzeichnung aller Poincaréschen Reihen =_,(r) durch Orthogonalitits- 
relationen und der Beweis des Vollstindigkeitssatzes, der besagt, da8 unter 
den Poincaréschen Reihen =__,(r, v, A, G, (k)) zu festem A eine Basis fiir 
die Schur der Spitzenformen vom Typus {G, — r, v} aufgefunden werden kann. 


§ 1. 
Entwicklungen automorpher Formen zu hyperbolischen Fixpunktsystemen. 


Es sei K ein total-reeller algebraischer Zahlkérper vom Absolutgrad n, 
M die (engere) Hilbertsche Modulgruppe zu K und G eine Untergruppe aus M 
von endlichem Index. Eine hyperbolische Substitution 


s=(58)cG 


denken wir uns so ausgewahlt, da8 unter den Fixpunkten von S keine para- 
bolischen vorkommen. Das ist genau dann der Fall, wenn y + 0 und 
A = (a + 6)? — 4 kein Quadrat einer Zah] aus K ist. Die 2" Fixpunkte 1 
von S bestimmt man durch die beiden Punkte 


a 1 ya 


2y ty . 
(6) aoe (V4 > 0 oder —iV¥A> 0), 
o= By 21 
indem man 1 = 1 oder rt” fiir » = 1, 2,..., m unabhangig voneinander 


setzt. Es soll nun angenommen werden, daB etwa 
4) >0 fir y St und 4M <0 fir >t (¢ > 1). 


Infolgedessen sind 1°” und 1{” fiir v < t reell, fiir » > ¢ dagegen konjugiert 
komplex. Die 2‘ Fixpunkte von S, die auf dem Rand von § liegen, werden 
zu einem System s vereinigt. Durch das Fixpunktsystem s ist auf Grund von 
(6) eine quadratische Erweiterung 2 = K (1, — 1.) iiber K eindeutig be- 
stimmt. Eine beliebige Zahl wc 2 werde durch den erzeugenden Auto- 
morphismus von 2/K in w’ iibergefiihrt. Diese Festsetzung steht im Einklang 
mit der Zuordnung: t)—> 1). Ausgehend von s bestimmen wir nun die 
abelsche Gruppe A (s) aller Substitutionen aus G, welche s festlassen, und 
beweisen, daB A (s) t Substitutionen mit unabhangigen Multiplikatoren 
enthalt. Multiplikatoren J? sollen unabhingig heiBen, wenn die zugehérigen 
Vektoren {log | A |?, log | A|, . . ., log | A |*} in bezug auf den Kérper der 
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reellen Zahlen linear unabhangig sind. Wie man leicht sieht, gibt es héchstens 
t Substitutionen in A (s) mit unabhangigen Multiplikatoren. Um die erste der 
Behauptungen einzusehen, beachten wir, daB jede Substitution L c A (s) 
in der Gestalt 

_ fi-i A 0 . - 1 — To 
@) L=@(5 ,-1)@ mit @=(; —7) 
angesetzt werden kann; dabei ist A der Multiplikator von LZ. Sind « und 6 
die Diagonalelemente von L, so ist offenbar « + 6 = A + A-! oder 


#—(2+8)A4+1=0, 
d.h. 4 eine Einheit aus 2 mit Relativnorm 1: 
(8) aa’ = 1. 


Es geniigt, den beabsichtigten Beweis fiir die Hilbertsche Modulgruppe M an 
Stelle von G zu fiihren; denn eine geeignet hohe Potenz einer jeden Substitution 
aus M liegt ja auch inG. Wir miissen also Einheiten 4 c 2 mit Relativnorm 1 
derart bestimmen, da8 die Koeffizienten von Z nicht nur, wie aus der Dar- 
stellung (7) leicht zu ersehen ist, in K liegen, sondern iiberdies ganze Zahlen 
sind. Das ist bestimmt dann der Fall, wenn fiir ein gewisses auftretendes 
ganzes Nennerideal a c 2 die Kongruenz 


(9) A=1 (a) 


befriedigt wird. Die Frage nach Substitutionen mit unabhangigen Multi- 
plikatoren lauft also darauf hinaus, unabhingige Einheiten in 2 zu finden, 
welche den Bedingungen (8) und (9) geniigen. Nach Dirichlet ist die genaue 
Anzahl der Grundeinheiten in 2 gleich n — 1 +t, also um ¢ gréBer als die 
Anzah] der Grundeinheiten in K. Elementare Uberlegungen liefern dann t 
unabhingige Einheiten A mit den Eigenschaften (8) und (9). Damit ist nun 
die Behauptung iiber A (s) CG bewiesen. A?, AZ, ..., A? sei eine multi- 
plikative Basis fiir die Gruppe der Multiplikatoren von Substitutionen aus 
A (s), und S,,; S,, ..., S, seien die zugehérigen Substitutionen. Setzen wir 
voraus, daB stets 


—1 0 
—_ E = 0 aoe 1) = G, 
so hat man in den Substitutionen — E, S;, So, ..., S, eine Basis fur A (s). 
Die Unabhangigkeit der Multiplikatoren A?, A, . . ., A? hat wegen AM 4” = 1 


fir « St, » >t zur Folge, daB die Determinante der Matrix (log 4‘”*), 
tv St, nicht verschwindet: 


(10) |log AW??| + 0 (u,¥ St). 


Im folgenden benétigen wir eine feststehende Definition der analytischen 
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Funktion (a,t + a2)" fiir ein beliebiges Paar komplexer Zahlen a, a, + 0, 0, 
eine komplexe Veranderliche t und a,t + a2 + 0, Wir setzen fest: 
(a,t 4 a2)" = 7 log (a, * + a2) 
log (a,;t + a2) = log |a,t + aq| + ¢ arg* (a,t + ap), 
arg (t + 2) —arga, fiir a, + 0, 
1 
arg a, fiir a, = 0, 
—2a <argw <7 fir eine beliebige komplexe Zahl w + 0. 
Man beachte, da8 der Wert der Funktion (a,1 + as)’ nicht nur von a,t + de, 
sondern auch noch von a; abhingt. Ista, + Ound Im 4 + > 0, so ist (a;7t +a)" 
im ganzen Bereich Jmrt > 0 regular analytisch. Fir. ein reelles Zahlenpaar 
@1, @ stimmt die Definition (11) mit der Regelung in ) [Formel (7)] iiberein. 
In den weiteren Betrachtungen soll stets Jmt > 0 und im Falle a, + 0 
auch 3m % — >0 vorausgesetzt werden. Sei S éine unimodulare reelle 
Matrix mit der zweiten Zeile S = (y, 5) und (a;, a2) S = (af, a3). Eine 


komplexe Matrix A werde so bestimmt, daB A = (@;, 42). Dann besteht die 
Transformationsformel 


a arg* (a, T. + a2) = 


(12) (a,St + a)’ = of (A, is (fiir Im 7 > 0) 
mit 


of) (A, 8) _ e2 ttrw(A, 8) 
2 2w(A, S) = arg*(a,St + ag) — arg* (aft + ag) + arg*(yt + 4). 
Fiir reelle Argumente hat H. Petersson die Funktion w (A, 8) bestimmt‘). 


Nun zuriick zu unserm Fixpunktsystem s! Wir bestimmen eine Trans- 

formation 
dea (a a2) mit |A| > 0 fix » St, —i|A™| > 0 far » >t, 
a a2 

welche § in den Bereich Jmr™ > 0 fiir » St und |r| <1 fir » >¢ 
iiberfiihrt und dabei s in die spezielle Lage 
(14) Am =0, At, = 
transformiert. Die Determinantenbedingungen fiir A sind gleichwertig damit, 
daB A fiir » < t reell ist, fiir y > ¢ dagegen konjugiert komplexe Zeilen hat. 


In Anlehnung an 5) untersuchen wir nun die Wirkung der Transformationen 
von A(s) bei sae auf die Hilfsfunktion 


(13) 


h(t) = h,(t) = rg (al 2) 4 as"”)e (ale + aia i] (a 4 aly 


v=t+1 


4) H. Petersson, Zur analytischerni Theorie der Grenzkreisgruppen I. Math. Annalen 
115 (1938), S. 23—67, insbesondere S. 44, Satz 4. 


5) H. Petersson, Zur analytischen Theorie der Grenzkreisgruppen V. Math. 
Zeitechr. 44 (1938), S. 127—155. 


34° 
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mit dem Ziel, h(t) als automorphe Form der Dimension + r zu A (s) und einem 
gewissen Multiplikatorsystem v) zu erkennen. Es sei 


Dy=(j 42) min, P=( 9,2), at —24 =(- 8-8) 


% & 
8 = (; 3) c Als) S=A-'D,A=A’'—D,A' (ai =), 
g(x) = leer + af”? (afr + af)? fiir » St, 
(af + ay fiir v >t. 
Vernachlassigen wir voriibergehend den Konjugiertenindex v, so ergibt sich 


1. fir » St: 
g (St) = (@,A-!D, At + a.) (a, A’-1D,, A’ t + ae)® 


= oa) (A, sya) (A’, S) (yt +46 )~"(Vayr + i'a;)3 (Aa,t f Laz) 
1— sgnd 
a he Phi 


(yt + 4)~" g(t) 9), 
2. fir y >t: 
g (St) = ef lon la;i—s erga) (Sz — 1)’ = ef log |ai|—targay) (S¢ — St)’ 
= e” log la;|— Farge a)) (yz), + 6)—" (yr + 6)-" (x — 4)” 
= 4-" (yt + 6)-" g(t), 
woraus erhellt, daB 


(15) h(St) = (8S) N (yt + 6)-" A(t) fir S Cc A(s) 
mit 

wine) » 
(16) m9 (8) = IT Ta". 


r=1 r=et+l 
Fiir eine automorphe Form /(t) vom Typus {G, — r, v} ist daher g (t) = h(r) f(t) 
eine Form von der Dimension 0 zur Gruppe A (s) und zum Multiplikator- 
system vv). Dieses ist also ein abelscher Charakter fiir A (s). Die Invarianz- 
eigenschaft von g (t): 


(17) g(St) = v(S)v9(S)g(t) fiir Sc A(s) 


wird uns die eingangs beschriebene Entwicklung fiir / (rt) liefern. Die ,,Orts- 
uniformisierenden“ werden schrittweise wie folgt eingefiihrt. Wir setzen 
tT, = At und bestimmen aus dem Gleichungssystem 


t 
(18) log tr!’ = J log Ay*z, (» = 1,2,...,¢) 


a=l 


6) Es ist sgn, y = sgn y fir y + 0, sgn, 0 = 1 gesetzt. 
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durch Umkehrung die Variablen 

t 
(19) z, =  m\” log r{”. 


val 


Nach (10) ist das méglich. Ferner sei 


(v) 


(20) A? = Pt fir p= 1,2,...,6, = ¢+1,04+2,...,m, 
t 
mM) = — F mol fir p= t+1,¢+2,....",7=1,2,...,8 
one Me 


und schlieBlich 


. t a (v) 
wo -e "= (ein 
‘ r=1 
(21) {= 2atgit)s (r) 


t 22im 
w, = th JJ e T's 7) 6 Clftr a >t. 


fir u St, 


y=] t=] 
Der Bereich § wird beschrieben durch die Ungleichungen- 
0 < Im log tr!’ <2 fir» St und |r| <1 fir» >t 
oder in den ,,Ortsuniformierenden“ durch 


t (v2 
e?* — IT |w,|"" <1 fir y <t, 
(22) us] 


t at) 
|, | JT jo, |"" <1 fiir p >t. 
+=1 
Das ist ein sogenannter Reinhardtscher Kérper mit dem Mittelpunkt 


(0, 0,...,0). Zu den Erzeugenden S, der Gruppe bestimme man nunmehr 
Zahlen x, im Intervall 0 <x, <1 durch die Gleichungen 


(23) v(S,) %(S,) =e fir p= 1,2 ...,6. 
Die Funktion 


” 5 2 Hiky ty t 
(24) F(t)=e “= g(t) = [] w,**-g(t) 
u=l1 
erweist sich dann gegeniiber den Substitutionen von A (s) als absolut invariant: 
(25) F(St) = F(t) fir Sc A(s). 


Das ergibt sich sofort aus (17), wenn man beachtet, daB entsprechend ciner 
Ersetzung von t durch S,,r die Variable z, in z, + 1 iibergeht, z, fiir 9 + 
dagegen unverindert bleibt. Die Invarianz (25) besagt nichts anderes, als 
da8 F (r) eine im Beceich (22) eindeutige Funktion der w,, ist. Um das einzu- 
sehen, brauchen wir uns nur zu iiberlegen, wieweit ein Punkt + durch die 
Variablen @;, we,...,@, bestimmt ist. Da die z, mod | bestimmt sind, 
geniigt es offenbar, die Wirkung festzustellen, die durch die Abanderung etwa 
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von 2, in 2; + 1 hervorgerufen wird, wahrend alle anderen z, festbleiben. 
Zuniichst folgt nach (18), daB + fir » <¢ den Faktor 4)* aufnimmt; 

nach (20) und (21) gilt das auch fiir y > t. +, durch A?r, ersetzen heiSt aber t 

in S,t iiberfiihren. Damit ist die Behauptung bewiesen. F(r) ist also eine 

im Bereich (22) eindeutige und regulire Funktion der w,, als-solche in eine 
Laurent-Reihe der Art 


(26) F(t) =f By ky. <n M1? .. aot 
mit den Summationsbedingungen 


(27) —-e<k<o firust, OSk,<o@ fir >t 
zu entwickeln. Fiir f(t) ergibt sich damit die Entwicklung 
(28) h(t) f(t) = a. .«°* wi at * “tot + Rag an 


Das Ergebnis ist im Fall ¢ = 0 trivial. Es sei daran erinnert, da8 im 
Fall ¢ = 0 das System s aus einem einzigen inneren Punkt t) von § bestehen 
soll. ‘A(s) bestehe dann aus den beiden Substitutionen + #. Die Ent- 
wicklungskoeffizienten 6, ,,_,, Sind bei festem Punktsystem s noch ab- 
hangig von der Auswahl der Basis S,, S,, ..., S,;, sowie der Transformation A. 
Die Art der Abhangigkeit laBt sich in beiden Fallen iibersehen. Setzt man 
namlich noch x, = 0 fiir » >t und 


(29) J mP(k,+x,) =i" far » St, 
s=l 


so wird 


t n 
(30) ws! a. Wee at +% w*t + Be ae win un I (romper IT (ey. 
= v=ot+ 
Die umbenannten Koeffizienten 


(31) off, ..0F", Bey gay e+ es Beg) = Oy net 


sind dann offenbar von der Basis S, nicht abhangig. Wahlt man andererseits 
eive andere Transformation B an Stelle von A, die das gleiche leistet wie A, 
so ist notwendig 

B = oD,, A, 


wobei o > 0, A{” fiir » < t reell und fiir » > t vom Betrag 1 ist. Bei der Er- 
setzung von A durch B nimmt h (1) einen von og, 4) und A abhangigen Faktor 
auf, t, multipliziert sich mit 3, so daB sich schlieBlich nach (30) auch b, ., rq 
nur um einen von A, 9, Ap und (k) abhingigen Faktor andert. In diesem Sinne 
ist die Entwicklung (28) von / (rt) zum Punktsystem s eindeutig. SchlieBlich 
soll noch bewiesen werden, da8 die Entwicklung (28) gegeniiber Transformation 
von { (t) mit einer beliebigen reellen unimodularen Substitution S invariant 
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ist. Tragt man St an Stelle von r in (28) ein, so gehen die ,,Ortsuniformi- 
sierenden“ w, in ein System von ,,Ortsunifprmisierenden“ zum Punktsystem 
S-1(s) iiber. Die linke Seite von (28): h(t) f(r) = hg(t) f(t) verwandelt 
sich in 
(32) ha (St) f(St) = 0 (A, 8) has(t) N (yt + 6) "f (Sz) 

= ((A, 8) hgs(t)f5(t) [Bezeichnung s. 1)} 
mit 
(33) C(A, S) = roy 2) (AW, so) ( Avy sm TI of (A ) 8). 

v=sl] vwet+l] 
Die Entwicklungskoeffizienten der Form /§(t) c {S-!1GS, —r, v5} zum 
Punktsystem S-1(s) stimmen also mit denen der Form f(r) zum Punkt- 
system s im wesentlichen iiberein. 


§ 2. 
Poinecarésche Reihen. Transformationsformeln und Konvergenz. 


Zu jeder Substitution Sc G gibt es auf Grund von (28) bis (32) und 
f§(t) = v(S) f(t) 


eine Entwicklung 


ti lh IT (AMS 2) )Fy 
= 1 





* vyoet+1 
(34) f(x) = Ww, ky kg.. (A, 8)v(S)h, s(t) 
Wir po nun G in Linksrestklassen nach A (s): 
G = J A(s)S* 
s* 


und vereinigen alle Transformationen AS* zu einer Menge S(A,G). Aus- 
genommen, da8 t = 0 und 7p elliptischer Fixpunkt von G ist, gelangt man zu 
einer solchen Menge G(A,G) auch, wenn man aus der Menge AG ein voll- 
stindiges System von Substitutionen mit paarweise nicht assoziierten zweiten 
Zeilen aussondert. Dabei heiBen die zweiten Zeilen zweier Substitutionen 
S, und S, assoziiert, wenn es ein Zahlsystem A = {A} gibt, so daB S. = 18). 
Im Fall t = 0 bedeutet die Auswahl von ©(A,G), da8 fiir jedes ScG 
entweder AS oder — AS in AG ausgezeichnet wird. Uber (34) gelangen 
wir jetzt zu einer Poincaréschen Reihe, indem wir in (34) formal 

on = 1, alle anderen Koeffizienten gleich 0 setzen und iiber 
AS. cS (A, G) summieren: 


(35) &_,(t) = &_,(t,v,4,G, (9) 
TT (ag sinjpet0 (as ”)%s 


_ . # 
ASCE(A,G) ETA. Bye By hy gf) 
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Die Zahlen p"’ haben fiir das System (g) dieselbe Bedeutung wie j fiir (k). 
Zunichst wollen wir uns davon iiberzeugen, daB = _,(t) von der Auswahl 
des Systems S (A, G) nicht abhingt. Wir ersetzen im allgemeinen Summen- 
glied S durch S,S, wobei So = A-! D, A < A(s) und etwa 


a oe a oe 


Da nun ASt in 4*ASr iibergeht, so nimmt der Zahler in (35) folgenden 
Faktor auf: 


221 log ar? yp 


e >= 7 JO? dv 
v>>p 
2xi J (qut+*a— Sa ZF 2xigi"a 
-=é ust ” - uSt"e=t oF 7 Arr2za, 
>p 


221i x,@ 

=e we gi = v(So) V9 (So). 

Der Nenner 
f(A, S) v (S) hg s(t) = 0 (S) N (y t + 4)"Ag (St) = 0 (S) h§(z) 
{h,(t) ist eine Form der Dimension + r!] dagegen wird ersetzt durch 
v (SoS) hSeS(z) = v (SpS) a" (Sp, S) (hS0(x))$ 

= v (S) h§ (rt) -v (So) v(So) [vgl. 1), Formeln (19), (20)] 
und nimmt also ebenfalls den Faktor v (So) vo (So) auf, q. e.d. Zur Ableitung 
der Transformationsformeln fiir =_, benétigen wir noch folgende Beziehung 


fiir ¢ (A, 8S). Fiir zwei reelle unimodulare Matrizen S, L folgt zunichst aus 
dem Assoziativgesetz fiir die Matrizenmultiplikation, angewendet auf (12), daB 


off)(A, SL) off(S, L) = o'"(AS, L) of(A, S) 


oder 

(36) w (A, SE) + w (S, L) = w (AS, L) + w (A, 8). 
Zu der bekannten Formel 

(37) oA, SL) o'(S, L) = o (AS, L) o(A, 8) 

gesellt sich dann auf Grund von (36) die Relation 

(38) 6 (.4, SL) 0 (S, L) = 0'(AS, L) f(A, 8). 


Wir transformieren nun =_,(t) mit einer beliebigen reellen unimodularen 


Substitution L. L = (y, 5) sei die zweite Zeile von L. Mit B = AS wird 
dann 


TT (BOL yp nip) Ul (BL? Yr 
. vr=t+ 





(39) = 54 (zr) = Py r= 
BELA) (A, 8) 0(8) N (yt + 6)"h, (Lt) 
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Durch eine einfache Umformung geht der Nenner des allgemeinen Summanden 
in (39) zunachst in 


(40) (A 8) ¢(B, L) o(S) hgz(t) 


iiber. Wir unterscheiden jetzt zwei Fille: 
1. Es sei L CG. Mit Hilfe von (38) verwandelt man den Nenner (40) in 


¢ (A, SL) »(SL) hp, (rt) v(L). 


Da die Matrizensysteme S(A, G) und S(A, G)Z im Hinblick auf die =-Reihen 
gleichwertig sind, so erhalt man aus (39) die Transformationsformel 


(41) EY (rt, v, A, G, (g)) = 0 (LZ) _,(t,2,4,G,() fir LcG. 


2. Es sei L beliebig. Mit dem Nenner (40) wird dann folgende Umformung 
vorgenommen : 


S*=L SL, BL=ALS*, o=0", (= 2%, 
£(A, 8) ¢(B, i) v(S) hyz(t) 


_ (A, 8) 
~ C(AL, L-t8) 


= ¢(A,L)0(AL,S*) 


C(AL, S*)o(L-18, L) v(S)hgz(t) 
oa (L—18, L) 
o (L, L—18) 
= £(A,L)¢(AL, 8*)0(8) 2 hy (2) 
= C(A L, S*) v! (S*) ha 1 s«(T)- ¢(A, L). 


Durchliuft B alle Transformationen von G(A,G), so durchliuft B* = BL 
ein System vom Typus S (AL, Z-'GL). (39) liefert dann 


v (S) het (t) 


nN (Br Per py”) i (BPO Ler 
r==1 


raet+l1 
64D) 6 47, 1-161) $(A L,8*) 0% (8*)b ge (1) 





&* (t) = 


Die unendliche Reihe auf der rechten Seite dieser Gleichung ist offenbar eine 
Poincarésche Reihe vom =-Typus mit den Argumenten v”, AL, L~'GLJ, (q). 
Fiir eine beliebige reelle unimodulare Substitution L besteht also die Trans- 
formationsgleichung 


ee 
o”) (A, L) 
Speziell fiir L = AA-1A, mit 42 = |A>'A|, A > 0 und der festen Trans- 
fornfation A,, definiert durch 


(42) 4, (x,v,4,G,@g)) = 5_,(t,v", AL,L~'GL,(q)). 


(43) A) = EO first, A =(} |") fire >4, 
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erhalten wir rechtsseitig von (42) eine Poincarésche Reihe =_ (rt, v4, A A,, 
LI-*GL, (q)) zu dem speziellen Punktsystem 


(44) tP=0, "=o fir »St, =i, cf’ = —-G fir » >t. 


In dieser Reihe kann A.A, durch A, ersetzt werden, wenn man N A~’ als Faktor 
anbringt, wie sich aus 


C(AA,, S\h, 4,5(t) = N(yt+ 4)"h,,,(St), S = (y,4), 
(45) t ws = ® : 
hy ,,(St) = JT A *PSr YP TT (48+ MI =NI|, (S2) 

r=] v=t+1 

ergibt. Als spezielle Folge von (42) notieren wir 

sl pe See L —1 
46) 54 ,(0,0,4,G,@) = a paper Ay L'GL, (@)) 

mit L=AA'A,, 4|A-'A,|=1, A>0. 


Die Gruppe Z~'GL kann natiirlich nicht in der Hilbertschen Modulgruppe 
liegen, wenn sie das hyperbolische Fixpunktsystem (44) besitzt. Wenn in den 
folgenden Konvergenzbeweisen fiir die Poincaréschen Reihen dennoch von 
solchen Gruppen gesprochen wird, so kann das nicht stéren; denn sie ent- 
stehen immer durch Transformation aus Untergruppen G der Hilbertschen 
Modulgruppe und alle Eigenschaften von G, auf welchen unsere Uberlegungen 
basieren, sind gegeniiber Transformationen von § in sich invariant. Hat das 
Fixpunktsystem s fiir eine Gruppe G die spezielle Lage (44) und wahlen wir 
A = A,, so nehmen die Poincaréschen Reihen, wie aus (45) fiir 4 = 1 hervor- 


geht, die einfache Gestalt 
t n 
“—— 2nip™— > gh _; dy 
IT (9 2) 2 IT Gras) 





(47) E_,(t,v, Ay, G, (g)) = 2 — — 
$ Ss (G) . r *) 0) 4 gr 
(S)N (yt +6) (sx 4-4) 
w/e 


an, wobei S,(G) ein volles System von Reprisentanten der Linksrestklassen 
von G nach A(s) darstellt. 

Wir beweisen nun die absolute Konvergenz der Poincaréschen Reihen 
=_,(t) fiir r > 2, |v| = 1, ein beliebiges ganzzahliges Exponentensystem (q) 
mit q, = 0 fiir » > t und alle Punkte von §. Da der Zahler des ailgemeinen 
Gliedes der Reihe (35) bei festem Exponentensystem (gq) nach (22), (30) be- 
i 


schrinkt ist, also dem Betrage nach etwa kleiner als C, ist, so besitzt ra £_(s) 
0 


die Majorante 


(48) Q(t,r, A,G) = PX = 
ra cg ate)| 
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Der Beweis fiir die Konvergenz von 2 wird entsprechend den drei Fallen 
t=n, t=0, 9<t<n verschieden gefiihrt, im ersten und wichtigsten 
Fall mit Hilfe der nichteuklidischen MaBbestimmung in §%). Durch einen 
eleganten Ansatz, der auf Herrn Petersson zuriickgeht, wird dabei in der 
Beweisfiihrung eine erhebliche Vereinfachung erreicht im Vergleich etwa zu 
den analogen Bemiihungen’) fiir Poincarésche Reihen zu den parabolischen 
Spitzen. 
1. t=. Es ist |hg(t)| = |hgg—1(At)| N\a,7 + @,|’, also 
Q(t, 7, A,G) = N |a,t + a,|~"Q(Ar, r, E, AGA™). 
Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir daher in (48) A = A, = E, 


d.h. s in der speziellen Lage (44) voraussetzen. Die Erzeugenden S, von 
A (s) haben dann die Gestalt 


S, = (* 2) fir wp = 1,2,...,%. 


Man bestimme 72), Zo, ..., Z, aus dem Gleichungssystem 

(49) log |r| = 2, log AM? + aq log AY?* + --- + x, log AY)? (vy = 1, 2,..., ). 
Im Raum der Punkte mit den affinen Koordinaten (2, 22, . . ., Z,) ist A(s) 
eine Translationsgruppe mit dem Fundamentalbereich 

(50) —$<2,53 firj =1,2,...,". 

t hei8t reduziert, wenn der Bildpunkt (z,, z2,. ., Z,) im Fundamental- 
bereich (50) liegt. Zu einem festen Punkt r* ist dann ein System Gp, = S(E,G) 
durch die Vorschrift eindeutig bestimmt, daB Lr* fiir alle L c Sp reduziert 
sein soll. Nach (50) kann eine positive Konstante c, bestimmt werden, so daB 


(51) + <|L*|<o fir LoG. 
1 


Ko sei eine nichteuklidische Kugel um einen vorgegebenen Punkt t* mit dem 
Radius 0 > 0, dieser so klein, da8 fir LG, Lr* + r* die Punktmengen 
Ko, LR einen leeren Durchschnitt haben. Die folgenden Abschatzungen 
entnimmt man leicht aus 5) 8. 144—145: 


tm = oF +iy*-tr=—2c+iycoR, L= ( Ace, Lr* = ay +tyl, 
Lr= 21+ yz, 
(52) |Lr*|e~% < |Lr| s|Lr* |e, 
—2aon 4, y* rms YL y* = N |yt*-+ 6)? 2eon 
ies N(js 3)> N(y #) = Nope o 
Fiir einen beliebigen Punkt t Cc Ro, co = c,€% und L c Sp ist daher nach (51) 


1 
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und folglich 
u 1 
Q(z,7,8,G)<¢ 5 —. 
aa 2S, Nive + or 
Die Konvergenz der rechts stehenden Summe ergibt sich nun leicht aus einer 
Integralabschatzung : 


“ a oll . 
V(L&) =f---[N(y® — daidy:) =f ---[Nlyr+4|-"N(y?  dady) 
Tr = Lt TCR, 
TOR, 








= eo CPN |yt* + 5|~" V (Ro) (t; = 2% +144), 
=] ae co 4 
D> Nir +4 =Tm D>) V (LS) 
LOE, LCS, 
1 
1% e7 on ak er 08 (2 ¢,)"o? ) 
< s+ | N(y2 “dady) = —— 
Y (Re) j-J V(S) (5—1) 
SySee 


l* ist die Anzahl der Substitutionen aus G, welche 1* festlassen. Im ersten 
Fall ist also die Konvergenz bewiesen. 

2. t = 0. Wir bestimmen ein hyperbolisches Fixpunktsystem s* fiir G 
mit 2" reellen Punkten, die man durch Mischung der Konjugierten von 15, t) 
erhalten mége, sowie eine reelle unimodulare Transformation A* mit der 
Eigenschaft 

A* ts = 0, A* ry =O. 
Dann ist wieder 
|hg(t)| = |Agge-1(A*r)| Niaf't + aQ'|" 

und 


Q(t, r, A, G) = N\af'rt + ay'|-" Q(A*t, r, AA*-!, A*GA*-1). 


Die Gruppe A4*GA*-! hat das spezielle hyperbolische Fixpunktsystem so: 
t) = O oder o fiir y = 1, 2,...,". Wir kénnen uns also beim Konvergenz- 
beweis auf diesen Fall beschrianken und wollen annehmen, da8 bereits G die 
genannte Eigenschaft hat. Offenbar ist A (s)c A (so); denn A (s) enthalt 
im vorliegenden Fall nur die Substitutionen + EZ. Man bestimme die Zer- 
legungen in Linksrestklassen 


G= ZA (soJL*, A (So) = ZA (s)S* 
L® s* 
und hat dann in der Gesamtheit aller Substitutionen L* ein System S (EZ, G), 


in der Gesamtheit aller méglichen Produkte B = S*L* ein System S (A, G). 
Die Gesamtheit der Substitution S* mége mit der Menge der Potenzprodukte 


Srsy...8i, 8, = (% pr) BL Bem 
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iibereinstimmen. Die Transformationen S,, sollen mit — E die Gruppe A (50) 
erzeugen. Nach diesen Vorbereitungen wird 





1 
(53) Q(t,r,4,G) = Py LG) 
BC 6(4,G) 
’ 1 ! 
= N a,\~" —a. 2 ae t : 
- ime Niyt+o/” PTT EAL 
S=(y, 6), 


wobei A alle méglichen Potenzprodukte Af! Aj? ... 4°" durchléuft. Um 
a 
gleichmaBig in S abschatzen zu kénnen, denken wir uns zu einem vorgegebenen 
Punkt t* das System S (HZ, G) derart bestimmt, daB Sr* fiir alle Sc S(E, G) . 
beziiglich A (60) reduziert ist. Nach (51) gilt dann * <|Sr*| <c, mit einer 
1 
geeigneten positiven Konstanten c,, woraus sich ergibt, daB 
(54) |ASt* — A-1 Z| Sce|A + A-}| 


fiir alle S c S (E, G), beliebiges 4 + 0, 3m 1) > O und eine geeignete positive 
Konstante cz, die nur von c, und t» abhingt. Setzt man nimlich 4* = a . 
so wird behauptet, daB | A*Sr* — (1 — A*) t)| > co > 0. Das ist in der Tat 
richtig; denn auf der abgeschlossenen Mannigfaltigkeit z s |Str*| Se, 
Im Sr* > 0,0 < A* <1 hat | A*S r* — (1 — A*) Z| ein positives Minimum, 


weil A*Sr* = (1 — A*) t) mit Jm tT) > O nicht vertriglich ist. Eine brauch- 
bare Abschitzung fiir J hat man nun nach (54) in 
a 


NIASr* — 2-12/-" < er ™ an So 

2 | To| 2 Wise? 

Die Summe auf der rechten Seite dieser Ungleichung konvergiert bestimmt 
dann, wenn das n-fache Integral 


eo 


dz,dz,...dz, 


\. | N(|Ay FPP [Ago Vl tf Aa tL gl 8. Lg 2m)" 





existiert. Das ist aber sofort zu erkennen, wenn man es auf die Verainderlichen 
n 
2 = JD z, log |A|, += 1,2,..., n, 
aa] * 


umschr#ibt. Bezeichnet. R den Betrag der Determinante | log | A\)”||, so erhiilt 


As 
man namlich 





# |---]N Geta) = 2 | otal’ 


—o —o2 
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Zam Konvergenzbeweis fiir 2(1*,r, A,G) benétigen wir jetzt nach (53) 


nur noch die Konvergenz von 2 _N |yt*+6|~—". Der Beweis hierfiir 
8c S(E, G) 


ist aber im ersten Fall (¢ = m) gefiihrt. Damit ist auch der zweite Fall 
erledigt. 
3.0<t<mn. Es sei L = "A-1A,, p*2\|A-1A,| = 1, > 0. Analog 
wie im ersten Fall zeigen die Gleichungen 
|ha(t)| = |hpi(Z-*t)| N|—er+al\, L-* = (—c,a), 
Q(t, r, A, G) = N|—et+a\-" Ne’ Q(L-" 1,17, A,, L-' GD), 


da8 wir uns darauf beschranken diirfen, das hyperbolische Fixpunktsystem s 
von G in der speziellen Lage (44) anzunehmen. Die ersten t Konjugierten der 
Erzeugenden S, von A(s) sind dann von der Gestalt 


©) 

i firvst,ust 

0 4-1 eee eee 
7 


Ein Punkt rt von § wird reduziert beziiglich A(s) genannt, wenn die aus dem 
Gleichungssystem 


log |r| = 2 log ays 4 Ze log ays a eee ao Le log As 
(y = 1, 2,..., @) 
bestimmten Zahlen 2, x2, ..., 2 im Intervall 
—i<2, 53 fir »=1,2,...,¢ 
liegen. Es ist leicht zu sehen, daB jedes volle System nach A(s) aquivalenter 
Punkte genau einen reduzierten enthilt. Das System S(A,,G) = A,S,(G) 
wird jetzt nach Wahl eines Punktes r* wieder festgelegt durch die Forderung, 
daB Lr* fiir alle L - S,(G) reduziert sein soll. Diesmal ergibt sich nur 
> < |L%r*|<¢ fir » = 1,2,...,¢ 
1 
und eine geeignete positive Konstante c,. Fiir eine Substitution Lc S,(G) 
mit der zweiten Zeile (y, 5) gelten daher die Ungleichungen 
|hy x (t*)| = N lyt* + 6\ |h,,(Z*)| 
t 


Niyt*+ 4 77 |L #2 TT |\L ro + gir 
vel 


vart+1 


rt n 
>Ni[yrt+adfe, 2? 7 [Lor +ip 


=t+1 


8 
>, F (eo, + 1)-°-ON |y c* + Of |Le* + ay, 
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Man erhialt damit 
rt 
Q (t*, 7, A; G) < c2 (e, +1)" "-9 ~. . 
(t t ) P(e ) Pe “iq Niy +4i"|L r*+il" 
Der Nenner des allgemeinen Gliedes ist offenbar gleich 
|hy, 1(t*)|- 

Da ferner Ap S,(G) zu einem System S(Ap, G) ergiinzt werden kann, so erhilt 
man schlieBlich 





rt , 
Q(x*, 1, Ay, G) <e (e, +1)" (r*, 1, Ag, G). 
Die Reihe 2 (r*,1r, Ag, G) konvergiert, wie die vorangehende Betrachtung 
(zu t = 0) ergab. Damit ist alles bewiesen. 

Die absolute Konvergenz der Poincaréschen Reihen ist erkannt. Es ist 
jedoch fiir alles Folgende von Bedeutung, daB die =-Reihen unter den oben 
angegebenen Voraussetzungen in jedem Bereich der Art 
(55) je| se, YSe>O0 fir »=1,2,...," 


nicht nur absolut, sondern auch gleichmaéBig konvergieren. Diese Tatsache 
beruht im wesentlichen auf Uberlegungen, die zu den folgenden beiden Hilfs- 
sitzen fiihren. 


Hilfssatz 1. Fir ein Paar reeller Zahlen y, 6 und t = x + ty mit |x| Sc, 
y =e > 0 sowie eine geeignete positive Konstante C, = C,(c, «) ist 
lyr +46| =} Cy.|yi + 4]. 
[Beweis siehe 5) 8. 147, Hilfssatz 3]. 


Hilfssatz 2. Es sei S = ( A eine reelle Matrix mit positiver Deter- 


minante, t) ex* Zahl mit positivem Imaginarteil. Fir t= 2+ iy mit 
|z| Sc, y >]>e > O und eine geeignete positive Konstante C. = C2(¢, &, to) 
ist dann 


|yt + | |St + t| ]} Ce | yt + 4| [Si + tol. 
Zum Beweis bestimmen wir bei vorgegebenem t eine Zahl A > 0 so, daB 
S = D,8o, |Sot| = 1. Es ist also 42 = |St|. (yo, 59) sei die zweite Zeile 


von So. Wir setzen to = |tole*’, A, = und erhalten auf Grund 


TATA 
von Hilfssatz 1 
|yt + 4| |St + to| = |yot + do| |ASot + A-* 2] 
= |yot + 5o| (A + 4-1 | To|) |A, Sot + (1 — A) ef? | 
= |yt + 4| (|St| + | to]) | ArSor + (1 — Aj) e**| 
= (lat +B] +|t0| |yt + 4|)|ArSor + (1 — Ai) €'?| 
> C10" (Jas + B| + |t0| |yi + 4|) = CLC’ [yi + 9] [Si + tol, 
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wobei C’ das Minimum von |A,1, + (1 — 4;)e'”| auf der abgeschlossenen 
Mannigfaltigkeit 


|r| = 1, Im Tt, = 0, 054,51. 


C’ = C’ (rt) ist offenbar positiv, da 4,1; + (1 — 4;) ef” = 0 mit Im 1m > 0 
nicht vertriglich ist. Hilfssatz 2 ist also mit C, = C,C’ bewiesen. 

Die absolute und gleichmaBige Konvergenz von 2(r, r, A, G) und damit 
von =_,(t, v, A, G, (g)) im Bereich (55) ergibt sich nach (48) auf Grund der 
bewiesenen Hilfssitze leicht aus folgender Abschaitzung: 


(¥) ome 
), A=(ai,0;), S—(,d), = -H fire >s, 


av” 


b, b, 


B= AS=(, 5 





t r r n 
|Ap(t)| = AT \ o” ry by? id | oy” ” + oy |? JT Ja” \" jy? 2 + ay. 


*) (”) {y))r 
> Oi Os" |g (i). illic 
Die Poincaréschen Reihen=_ ,{t) sind daher in § regular. Die Transformations- 
formel (41) besagt, da8 es sich um automorphe Formen vom Typus {G, — r, v} 
handelt. Es bleibt nur noch das Verhalten von =_ (r) in den parabolischen 
Spitzen von G zu untersuchen. Fiir Untergruppen G der Hilbertschen Modul- 
gruppe ist o = {0, o,..., co} parabolische Spitze, und es gibt einen 
Fundamentalbereich zu G [s.1)] mit folgender Eigenschaft. Alle Punkte 
t = z+ 4y von §, fiir welche N y = é mit hinreichend groBem 6, sind ent- 
halten in einer Punktmenge der Art 


(56) C’YNy < y) SC’ YNy, Ny = &, |2”| < OC” fir » = 1,2,...,0. 


Diese wiederum kann in einen Bereich (55) eingebettet werden. =_,(r) ist 
also in (56) absolut und gleichmaBig konvergent. Nahert man sich innerhalb 
der parabolischen Spitze ©, so geht, wie man leicht sieht, jedes Glied der 
Reihe (35) gegen 0, infolgedessen konvergiert =__,(t) selbst gegen 0. =_,(t) 
ist also in der Spitze o regular und verschwindet. Derselbe Sachverhalt 
trifft fiir alle parabolischen Spitzen von G zu. Der Beweis wird wie iiblich 
so gefiihrt, daB man eine vorgegebene parabolische Spitze nach © transformiert 
und die entsprechend transformierte Poincarésche Reihe betrachtet. Das 
Ergebnis dieses Paragraphen fassen wir zusammen in 


|v| = 1 und jedes ganzzahlige Exponentensystem (q) mit gq, = 0 fire >t im 
ganz $ absolut konvergent und stellen Spitzenformen vom Typus {G, — r, v} dar. 


Satz 1. Die Poincaréschen Reihen =_,(t,v, A, G, (q)) sind fiir r > 2, 
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Anwendung der Metrisierungstheorie auf die Poincaréschen Reihen. 

Es seien r, s reelle Zahlen, S eine reelle unimodulare Substitution, { (1) 
und gy (rt) Funktionen iiber §. Wir erkliren im Einklang mit der Petersson- 
schen Art der Bezeichnung 

i | S= f(x) |S = f(S)N (yt +8)" Nyt +. 8[-4, 


(r,a) (r, 8) 
(57) 1) |S= 1) 8, 1) |8=1(0)| 8, 
4) 


(r, (0,8) 
W, (f(x), p(t); B) = J... [1 ee) N(y’~*drdy) (Bc $,t=2+ ty). 
Dann gilt fiir reelle unimodulare Substitutionen S,, S, 
(57a) f(z) | 8,8, = o(8,, Ss) (f(z) | S,) | So. 


(r, 8) (r,s) (r,8) 


Der Ubergang von den Integrationsvariablen t zu St liefert die allgemeine 
Transformationsformel 


(58) Wit | & ® | S; S38) = W,,,(4, 9; B), 
(rie ir, 2) 
insbesondere also 
(59) W,(f| S, p| S; S-*B) = W, (f| 8, p| S; S-*B). 
(r) (r) 
Fiir automorphe Formen /(t), y(t) vom Typus {G, — r, v} ist ferner 
(60) f8(t) = f(x)| 8, |fS(x)| = If(r)|| 8; 
mithin 
(61) W,(fS, pS; S-'B) = W,(f, p; B) 
sowie ‘ 
(62) W(t, p; L-'B) = W,(f, 9; 8) fir LcoG, ww =1; 


denn in diesem Fall gilt /“ = v(L)/, gp’ = v(L) y. Bezeichnet § einen 
Fundamentalbereich fiir G in §, so ist das skalare Produkt von f und ¢ erklart 
durch 
(63) (f, ?) - (f, YG _ W,(f, P; §). 
Es existiert nach 1), wenn f - @ eine Spitzenform fiir G ist, und hat die Eigen- 
schaft 
(64) (f, Pg = (f, P) 9-1 Gs 
fiir beliebige reelle unimodulare Transformationen S. 

Wir berechnen jetzt das Skalarprodukt einer gegebenen Spitzenform f(r) 
vom Typus {G,—r,v} mit der Poincaréschen Reihe =_,(r, v, A, G, (q)), 


Mathematische Annalen. 118. 35 
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r > 2 und |v| = 1 vorausgesetzt. Bei der Durchfiihrung sind mehrmals Ver- 
tauschungen von Grenzprozessen vorzunehmen. Um einzusehen, daB solche 
Vertauschungen statthaft sind, wahlen wir nach %) einen Fundamental- 
bereich § fiir G mit der folgenden Eigenschaft. Es sei s,, so, . . ., 8, ein voll- 
stindiges System von parabolischen Spitzen von G, die paarweise nach G 
nicht aquivalent sind. Die reelle unimodulare Transformation Q,, mége s,, 
nach o transformieren: Q,s, = ©. Zu jeder parabolischen Spitze s, gibt 
es nun eine Panktmenge %,, so daB Q,%, in dem Bereich 


(65) 0’ VNy sy" SC” VNy, Ny = £o,."|2| SC” far » = 1,2,...,. 


mit gewissen positiven Konstanten C’, C’”’, C’”’, & enthalten ist und 


h 
(66) $= 2 8, 
einen Fundamentalbereich fiir G darstellt. Wir nehmen die Bereiche 8, 
paarweise punktfremd an. Entsprechend der Zerlegung (66) gilt dann 


A 
(67) (f, =_,) = x Wel, =_,; B,). 
| ol 


Nach (46), (64) geniigt es, dieses Skalarprodukt fiir den Fall zu berechnen, 
daB s die spezielle Lage (44) hat und A = 4A, ist. Es handelt sich dann um 
die Poincarésche Reihe (47), die wir auch in der Form 





(68) 2_,(t, v, Ay, G, (9) - o) Dy (t)| 8 
mit 
t n 
(69) By (tT) = (ha (2)! I] (xxi I] a=)" 
val v=ot+1 t ‘ 


schreiben kénnen. Sei Co eine Schranke fiir den Betrag von #,,,(t)h,,(t) 
[bei festem (q)], dann hat 5 F-e(t) die Majorante 
0 


Q(t, 7, 4,,G) =. E thal] 8. 
oSs (r) 


Sie konvergiert, wie wir sahen, fiir alle tc §. Fiir eine beliebige Teilmenge 
I< S,(G) bilden wir die Teilreihe 


R(t, T) = FZ halt) |S 


und 


V(X) = W,(|f(z)|, R(x, T); B,). 
Auf Grund der Formeln (59), (60) und der Beziehung 
R(t, T)|L = R(t, TL) = Niet +d|-*R(Lr, T), L = (c,d), 


(r) 
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fiir eine reelle unimodulare Substitution Z gilt dann 


oo =f 
V(t) = W,(\f* (x), R(t, TQz"); Q,B,). 

Wie wir oben sahen, konvergiert R(t, TQ>") in Q,%, gleichmaBig und es 
gibt eine positive Konstante C,, so daB 

R(t, TQ,*) SC, RG, TQT') = CLN| —e,¢ +a,|~"RO_* i, T) 
mit Q7' = (--¢,, a,) 
und damit — 

Q,' : 
V,(Z) SCR, DJ... f\f* (| Ny *dedy). 
Q, B “a 
GleichmaBig fiir alle Systeme T ist also 
0s V,(X)s C,RQ;, 46.2) far nx = 1,3,...,4 

mit konstantem C,,. Aus diesen Abschitzungen sities sich die Existenz 
von W,(/(t), v(S) Deaf (r)|S; %) fir Sc S,(G), die Konvergenz von 
(70) ZS Wi (lf(7)], | Moy *)I 8; 3) 


S © G&, (G) 
und schlieBlich die Erlaubnis, Integration und ‘tind zu vertauschen, 
wenn man die Reihe (68) in (/,=_,) eintrigt. Beachtet man noch /5(r) 
= v(S) f(t) fir ScG und Regel (58), so folgt also 


(71) (f, &.,) a a W, (S(t), Dy (T) | S; 8) 
= W, (f(z), P@(t); ¥o): 
wobei %o = . < , S% einen einfach iiberdeckten Fundamentalbereich fiir 
¥ © Ss (G) 


die Gruppe A (s) darstellt. Da die Poincaréschen Reihen von der Auswahl des 
Systems S(4,G) nicht abhingen, so schlieBt man fiir Sp c A (s), SG, daB 

0(S) B,.)(t) | S = 0(SoS) ,,,(t) | SoS 

= a” (So, 8) 0(So 8) (4 (0 (@) (t) | So) | 8, 
(72) B)(t) | S _ 0 (So) (9 (7) | So)| S 
.)(t) | So = (So) 8,,,(t). 

D.h. ®,,,(t) ist eine automorphe Form vom Typus {A(s), — r, v}, und daher 
darf % in (71) durch einen beliebigen anderen Fundamentalbereich §* von 


A (s) ersetzt werden. Diese Umformungen sind wegen der Konvergenz von 
(70) zulaissig. Bezeichnen wir wieder mit x die Multiplikatoren der Erzeugen- 


den S, von A (s) und berechnen z;, ze, . . .. 2, aus dem Gleichungssystem (18) 
[darin ist tr} = +” fir v = 1,2,...,¢], so hat man in 
(73) —4SRez,53 fir «= 1,2,...,¢ 
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einen geeigneten Fundamentalbereich §*. Es sei «, 8, A ein System positiver 
Zahlen und 8, ,, definiert als der Durchschnitt von §* mit der Punktmenge 


a” Sarr ©1—p fairy St, 
(vy) 


(74) 


; oe | 


Sort 5 we far » > t. 
tm 43 








B, , ist eine abgeschlossene Punktmenge im Innern von §. Die bisherigen 


Betrachtungen haben dann ergeben, daB 


(75) , =E_we — (i, Paar = = W, (f(z), Ba) (t); B, ga): 


Hierin muB jetzt die Entwicklung von f(t) zum Punktsystem s eingetragen 
werden; sie lautet [nach (34) fiir A = A,, S = E}: 
(76) f(t) = 2 by. ka-+kn Pay (t) 

by, Ray = ++ hn 
und ist als Laurent-Reihe in jedem abgeschlossenen Bereich von §, insbesondere 
B,,,» absolut und gleichmaBig konvergent. Daher darf die Integration 
iiber B,,, mit der Summation iiber-(k) vertauscht werden. Wir erhalten 
dann 


(77) G2 )= lim Loy gen We (Pa (t), M(t); Ba p,)- 


a, f,4—>0 (k) 


Zur Berechnung von 
W,(Pa(t), Pq (t); Baga) 


fiihren wir neue Integrationsvariable ein: 














l.y St. logt = lg(z2+ty)=u+iWw, z= e*cosr, = e“sin 0, 
i— ror ~2|9 (2 9) ee 
r 2 | om r—3 
It|-"y’—?)-5 (iu, o)| = Sin” 80, 
™i ‘ a 
3. y>t. w aa =u+tiv0 = oe’, 
an _o9| 2 (z, y) & a O (u, v) 
2rar—2 =: 4i-—r = r—2 fk | 
jet str a| ee = arc ey-8, |S 
SchlieBlich wird die Variablenreihe u™, u®, ..., # noch ersetzt durch die 
ersten ¢ der » Variablen 
t 
(78) o, = Rez, = LF mu” fir np = 1,2,...,0 
val 
mit 
9 (ul, au’, pane u) 





= R, 


O (0;, Fy, - + «5 O) 
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wobei R der Betrag der Determinante | log A{*| (, » St). In den neuen 
Veriinderlichen wird die Punktmenge 8,,, beschrieben durch die Un- 
gleichungen 


~i<o, Ss} ‘ 
a) <M <a got fir » = 1,2,...,¢, 
(79) 0 <= o” < des Wo is 
0s y"s2a fir» =¢+1,t+2, 


Erinnert man sich noch der Beziehungen 


j0 = 2 mob, +4,) 
(80) “ fiir y = 1, 2, 
p” = Dy m' (q, 7 + %y) 


«=1 


so erhalt man nach elementarer Umrechnung 


W, (Py (Tt), Oy (7); Bi) =}.. mq P(t) Bq (t) N (y’—*dady) 


Sepa 


— 41-nin—-9 R. j.. & i e2zitk, — 9,) % TT e222) + 0) Wl) gine 2 ar) 9 
Ba82 — saat 


n 


t 
x ai ote tar th cy A) 2)r—2 gi ky — 9, ¥™ 7 do,dv Wi do™ dy™. 
e g y 


r=t+1 >=1 r=t+1 


Dieses Integral ist offenbar nur dann von 0 verschieden, wenn (k) = (gq) ist. 
In diesem Fall wird 


(81) W, (Aq) (7), Bio) (t); 5*) _ 4.—r) (n—O_n-t RP x 


v=l v=t+1 


ae 
x It, fe eo 17H © sint—2 dv Tl ay. 1— o)'-2 de. 


Die hier auftretenden bestimmten Integrale ergeben sich aus den Formeln 


“3 q ne *P** P(r —1) 
{ e— 4**prsin’—2 yvdv = 


v-*r(L42nip) (5 —22ip) 





(82) 





- P'(g+1) P(r—1) 
q — 9)r—2 an 
J et —eyr-*do Fors 


7) E. E. Kummer, De integralibus definitis et seriebus infinitis. Crelle’s Journal 
f.d.r.u. a. Math. 17 (1837), Nr. 11, 8. 210—227. Die Formeln (31) und (32) auf S. 217 
liefern das gewiinschte Integral. 
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Damit ist die Berechnung des Skalarproduktes durchgefiihrt mit dem Er- 
gebnis 


(/(r), =_,(7, v, Ae, G. (q))} = €-(Ae, (9) b,, b 





++ Qn? 
(l—r) _ py" art -2a2 7 ' 
(83) (4 aTir—))"2""R I] e q,! 
©, (Ag, (q)) = r=l1 ttt f 
ad cal) ol 7 =» (r) | 
LT (gs2aio) ry 2x60) TT. Tirta 


Die Ubertragung dieses Resultats auf den Fall eines beliebig gelegenen Fix- 
punktsystems s wird durch die Transformationstheorie geleistet und bietet 
keinerlei Schwierigkeiten mehr. Nach (64) und (46) ist namlich 


(f(r); = _,(t,v, A, G, (9)))¢ 
= f(A, L)-? NA" fh(r), _, (1, 04, Ay, LOG L, ))),-¢z 


mit L = 4A-!A,, 22|A-!1A,| = 1, A>O. Ferner ergibt sich nach (28), 
(32), (45) aus der Entwicklung 


t n 
(84) h(t) f (tr) — 4 by, ke kn (A) ai {A” rjereg™ 7 (Am xy 
hy, Roy. Bn r=1 r=f+1 
durch Transformation mit L: 
{*(t) = , 2 on tp... tn (A) (0 (A, Z))-* NAM? Ow (1). 
hy, ber. - 2 Be 


Aus (83) folgt daher auch die allgemeine Grundformel 

(85) (/(r), =_,(t, v, A, G, (q)) = @,-(A, (q)) b,, ra -an(4) 
mit 

(86) «,(A, (q)) = NA~** «, (Ag. (Q)) 


t n 
(2-"a2Pa—ly"R Sate IT a! 
rt 


r=of+tl 


z |N| | 





t ~s . 
PTZ +22i9") (5 —2nip) IT Peta 





Das Skalarprodukt einer beliebigen (ganzen) Form / (rt) vom Typus {G, — r, »} 
mit einer Poincaréschen Reihe =_,(t) wird in der Weise bestimmt, daB man 
f(x) mit Hilfe der Eisensteinreihen auf eine Spitzenform reduziert. Die 
Eisensteinreihen geben zum Skalarprodukt keinen Beitrag, weil sie auf allen 
Spitzenformen im Sinne der Metrisierungstheorie senkrecht stehen [vgl. *)] 
und die hier betrachteten Poincaréschen Reihen simtlich Spitzenformen 
darstellen. 


Die Folgerungen, die wir nun aus der Grundformel (85) ziehen. bilden 
den Inhalt der nachstehenden beiden Siatze. 
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Satz 2. Es sei r > 2, |v| = 1, (gq) ein Exponentensystem mit q, = 0 fiir 
yt >t. Die Poincarésche Reihe =_,(t,v, A, G, (q)) 2u einem Punktsystem s 
ist eine Spitzenform vom Ty;us {G, — 1, v}. Sie steht auf allen Spitzenformen f(r) 
vom Typus {G, — 1, v} senkrecht, in deren Entwicklung (84) zum Punkt- 
system s der Koeffizient b,,.(A) zum Exponentensystem (q) verschwindet. Durch 
diese Eigenschaft ist die Poincarésche Reihe bis auf einen konstanten Faktor 
eindeutig bestimmt. =_,(t) verschwindet dann und nur dann identisch in t, 
wenn in der Entwicklung (84) der Koeffizient b,,(A) ftir sdimtliche Spitzen- 
formen {(t) vom Typus {G, — r, v} gleich Null ist. 


Satz 3. Unter den Voraussetzungen von Satz 2 kann aus der Menge der 
Poincaréschen Reihen =_,(t, v, A, G, (q)) 2 festem A eine Basis fiir die Schar 
der Spitzenformen vom Typus {G, — r, v} ausgewdhlt werden ( Vollstandigkeits- 
satz). 

Eine ausfiihrlichere Begriindung dieser Sitze eriibrigt sich; denn die 
Beweise fiir die analogen Aussagen iiber Poincarésche Reihen zu parabolischen 
Spitzen [vgl. 1)] lassen sich auf die vorliegenden Verhiltnisse wértlich iiber- 
tragen. 


(Eingegangen am 2. 10. 1941.) 











Fixpunktklassen. 

Teil III. 
Mindestzahlen von Fixpunkten. 
Von 
Franz Wecken in Marburg a. d. Lahn. 





Einleitung. 

Nachdem in Teil I*) mit Hilfe der Fixpunktklasse und der algebraischen 
Fizpunktzahl eime untere Abschatzung fiir die geometrische Fixpunktzahl 
einer Abbildung eines Polyeders % in sich gewonnen wurde und in Teil II*) 
aus den gleichen Begriffen weitere Invarianzaussagen hergeleitet wurden, 
soll in dieser Mitteilung die Mindestzahl geometrisch verschiedener Fixpunkte 
fiir die Abbildungsklassen gewisser Polyeder angegeben werden'). 

Das angestrebte Ergebnis m = yw, die Identitat der geometrischen Fix- 
punktmindestzah] mit der fiir die Abbildungsklasse charakteristischen Zahl 
der wesentlichen Fixpunktklassen, wird in § 1 fiir die Klasse der Identitiat, 
d.h. fiir alle zur identischen Abbildung homotopen Abbildungen, bewiesen 
(Satz 2). An emem Beispiel wird zunichst gezeigt, daB der Satz nicht all- 
gemein fiir zusammenhangende Polyeder giiltig ist; eine schixfere Voraus- 
setzung tiber den Zusammenhang von § erscheint notwendig. Der lier be- 
nutzte Begriff des d-dimensionalen Zusammenhanges (nach R.) ist gleich- 
bedeutend mit der Bedingung, da8 kein héchstens (d — 2)-dimensionales 
Teilpolyeder Nc YP existiert, so daB PY — MN unzusammenhangend wird. 
Die weiteren Satze gelten fiir zweidimensional zusammenhangende Polyeder. 
Die gewiinschte Abbildungsfunktion auf wird zunichst auf den nulldimen- 
sionalen Zellen einer Zerlegung definiert und schrittweise von Dimension 
zu Dimension aufsteigend iiber alle Ze'len fortcesetzt. Hierzu bietet der Hilfs- 
satz 3 die Handhabe, indem er die Funktion vom Rande einer Zelle auf ihr 
Inneres fortzusetzen gestattet. Dabei ist der Umstand wichtig, daB die auf 


1) Fixpunktklassen I. Math. Annalen 117 (1941), S. 659—671 (zit. als W.). Dort 
sind in §1 die haufig benutzten Bezeichnungen eingefiihrt. — Weitere Literatur: 
H. Hopf, Vektorfelder in n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten. Math. Annalen 96 (1927), 
S. 225—250 (zit. als H.); P. Alexandroff und H. Hopf, Topologie I. Berlin 1935 
(zit. als AH.); K. Reidemeister, Topologie der Polyeder und kombinatorische Topologie 
der Komplexe. Leipzig 1938 (zit. als R.). 

*) Fixpunktklassen IJ. Math. Annalen 118 (1941), S. 216. Diese Arbeit wird hier 
nicht benutzt. 

3) Vgl. den Vorbericht in W., 8S. 661f. 
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der Begrenzung & eines Teilbereiches M von P definierte Abbildung die bei 
Fortsetzung iiber & auftretende Fixpunktzahl v(g, MU) bereits festlegt (Hilfs- 
satz 4); dies erméglicht die Definition der ,,Grenzfixpunktzahl vg(g, U) 
= v(g,U). Bei der Fortsetzung iiber solche Nebensimplexe, die das Gebiet, 
auf dem die Abbildung noch nicht definiert ist, zerlegen, ist also dafiir z~ 
sorgen, daB die entstehenden Teilgebiete bis auf héchstens eins die Grenz- 
fixpunktzahl Null erhalten (Hilfssatz 9). Die Existenz der gewtinschten 
Abbildung (Satz 2) ergibt sich schlieBlich aus dem scharferen Satz 1, der eine 
auf einem Teilpolyeder N gegebene Abbildung tiber das Gebiet $ — MN fort- 
zusetzen erméglicht. 

Das Ergebnis von § 1 wurde fiir differenzierbare Mannigfaltigkeiten (mit 
einer zusatzlichen Eigenschaft R) von Alexandroff und Hopf (AH. XIV, § 4) 
hergeleitet. Fiir beliebige Mannigfaltigkeiten ist es in der in Anm. !) zitierten 
Arbeit von H. Hopf enthalten (H., 8. 246, Satz IV). SchluBweisen und Be- 
griffsbildungen aus H. sind zum Teil in § 1 verwertet [vgl. Anm. °), 1%)}, jedoch 
ist der dort grundiegende Begriff des komplexstetigen Vektorfeldes hier ver- 
mieden bzw. durch den Begriff der Abbildung ersetzt, der dem Verf. geeigneter 
erscheint *). Vektorfelder im Polyeder werden nur unter stark einmschrankenden 
Voraussetzungen verwendet. Neu sind weiter die Uberlegungen, die durch 
das Hinausgehen iiber Mannigfaltigkeiten erforderlich werden, besonders in 
den Beweisen der Hilfssatze 1, 5, 6 und 8. 

In § 2 wird die Giiltigkeit von m = yu auf alle Abbildungsklassen aus- 
gedehnt; der hier durchgefiihrte Beweis erfordert eine scharfere Voraus- 
setzung iiber P als die in § 1 gemachte, es wird sogar etwas mehr als drei- 
dimensionaler Zusammenhang vorausgesetzt. Der Beweis geht von einer 
Abbildung mit nur reguliren Fixpunkten aus und ersetzt zunachst zwei zur 
gleichen Fixpunktklasse gehérige, p und g, durch einen einzigen. Nach der 
in W., 8. 665, angegebenen Definition der Fixpunktklassen gibt es eine Kurve € 
von p nach gq, die zu ihrem Bilde /(€) = €’ homotop ist. Diese Kurve ein- 
schlieBlich ihrer Endpunkte wird mit einem schlauchférmigen Gebiet umgeben, 
und nur in diesem Gebiete wird die Funktion / (x) abgeandert. Die Deformation 
wird in zwei Schritten durchgefiihrt. Zunichst wird das Bild €’ von € langs 
einem zwischen € und ©’ eingespannten Flachenstiick nach € deformiert 
(Hilfssatz 14); man erhalt eine Abbildung g,(z), die € punktweise fest laBt, 
bei der aber € und die anderen etwa neu entstandenen Fixpunkte ganz in 
einem Gebiet liegen, in dem g;(z) eine ,,kleine Deformation“ ist. Aus g,(z) 


‘) Die in H., S. 234f. gegebene Definition des Vektors von P nach /(P) konnte 
sich Verfasser nicht zu eigen machen, da die durch die Umgebungsdarstellung 


Q", «+ E", erklarte Geradlinigkeit in 2", von »" abhangt und im Durch- 
lad u a 


schnitt Onn a Qin zweier Umgebungen mehrdeutig werden kann. 
1 2 
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erhalt man dann durch stetige Abainderung in dem erwahnten Gebiet unter 
Anwendung von Satz | die gewiinschte Funktion g(z) (Hilfssatz 15). Entsteht 
hierbei ein Fixpunkt der Vielfachheit Null, so kann man ihn nachtriglich 
leicht beseitigen. Hat dann die Funktion g(z) noch unwesentliche Fixpunkt- 
klassen oder wesentliche mit mehr als einem Fixpunkt, so laBt sich das Ver- 
fahren wiederholen und dadurch die geometrische Fixpunktzah] solange ver- 
mindern, bis sie gleich der Zahl u der wesentlichen Fixpunktklassen der neu- 
gewonnenen Funktion ist. Diese Zahl « ist nach W. dieselbe wie bei der Ab- 
bildung f(z); beim Beweis, daB m = yu ist, wird also die Deformations- 
invarianz von mw explizit benutzt. 

Die Arbeit macht iiber das zugrunde gelegte Polyeder keine anderen als 
die erwaihnten Zusammenhangsvoraussetzungen; insbesondere werden fiir 
Mannigfaltigkeiten oder Pseudomannigfaltigkeiten keime weitergehenden 
Aussagen als fiir sonstige Polyeder gewonnen. Jedoch fallen, wenn $ eine 
Mannigfaltigkeit ist, Teile des Beweisganges fort, so Hilfssatz 1 und 5 und 
gréBtenteils die Beweise von Hilfssatz 6 und 8. Diese Teile sind im Text durch 
eckige Klammern [] gekennzeichnet. Auf weitere bei Mannigfaltigkeiten 
eintretende Vereinfachungen wird in Anmerkungen hingewiesen, wobei dieser 
Spezialfall als .,Fall (M)“ bezeichnet ist. 


§ 1. 
Abbildungsklasse der Identitit. 

Die zur Identitaét homotopen Abbildungen (die Deformationen, wie man 
auch sagt) haben héchstens eine wesentliche Fixpunktklasse, weil die identische 
Abbildung jeden Punkt als Fixpunkt hat und weil jede zusammenhingende 
Fixpunktmenge einer einzigen Fixpunktklasse angehért. Die Lefschetzsche 
Zahl oder algebraische Fixpunktzah] dieser Abbildungsklasse ist gleich der 
Eulerschen Charakteristik des Polyeders®): 


= x(B) = 2 (-1yer 


(«’ ist die Zah] der r-dimensionalen Zellen einer beliebigen Simplizialzerlegung 
von $). Die Aufgabe ist also, eine Deformation mit einem einzigen bzw. im 
Falle 7 = 0 ganz ohne Fixpunkt anzugeben. Sie wird im folgenden gelést 
fiir zweidimensional zusammenhdngende Polyeder. Dabei heiBt ein Polyeder 
d-dimensional zusammenhangend, wenn es eine Zerlegung besitzt, die keine 
Grundsimplexe von geringe er Dimension als d enthalt und in der je zwei 
d-dimensionale ZelJen durch einen aus (d — 1)- und d-dimensionalen Zellen 
bestehenden Weg verbunden sind (vgl. R., 8. 45). 


5) Vgl. W., 8. 664. 
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DaB diese Aufgabe bei nur eindimensionalem Zusammenhang nicht immer 
lésbar ist, lehrt folgendes 

Beispiel. $ sei das in Fig.1 dargestellte eindimensionale Polyeder, 
also 7($) = — 3. Wir nehmen per absurdum an, es sei eine Deformation 
f(z) von § in sich mit nur einem Fixpunkt p gegeben. {f,} (0 < rt < 1) sei 
ein Deformationsweg, der von der Identitaét f, nach /, = f fiihrt. /, kann, 
wie man sich iiberlegt, so normiert werden, 
da8 fiir jedes z € $ die Kurve {/,(z)} még- 
lichst kurz wird; es wird dann durch ein 
Anfangsstiick 0 < t < ¢ = e(z) fir z + p 
eine Richtung im Punkte z festgelegt, also ein 
Richtungsfeld auf $ erklart, das bis auf die Fig. 1. 

Eckpunkte und den Fixpunkt stetig ist. Auf 

jeder Strecke von $ ist die Richtung konstant, anBer wenn sie den Fixpunkt p 
trigt. Man erkennt weiter: ein Eckpunkt u, der & + 1 Strecken berandet, 
wobei auf k Strecken das Richtungsfeld von u fort und auf] Strecken nach u 
hin gerichtet ist, ist entweder ein Fixpunkt der Vielfachheit v = 1 — k oder 
im Falle k = 1 kein Fixpunkt; ein Fixpunkt im Innern einer Strecke kann 
dementsprechend nur die Vielfachheiten v = 0, + 1 haben. Da fiir P nach 
Fig. 1 k < 3 ist, ist also ein Fixpunkt p mit der Vielfachheit v = 7($) = — 3 
nicht méglich. Es treten daher bei jeder Deformation von  mindestens 
zwei Fixpunkte auf. 

In einem eindimensionalen Po!yeder sind, wie die Uberlegung lehrt, nur 
Fixpunkte begrenzter Vielfachheit existenzfaihig. In jedem r-dimensionalen 
Simplex (r > 1) sind Fixpunkte beliebiger (ganzzahliger) Vielfachheit méglich. 
Dies ist jedoch nicht das Wesentliche an dem obigen Beispiel; eime nahere 
Uberlegung lehrt, da8 man denselben Widerspruch erhalt, wenn man $ da- 
durch in ein homogen n-dimensionales Polyeder verwandelt, da8 man an 
jede der Strecken ein n-dimensionales Simplex anheftet, ohne daB diese 
Simplexe anders als an den Ecken zusammenhangen. 

Von jetzt ab sei $ —|K| ein zweidimensiona] zusammenhangendes 
Polyeder; insbesondere seien aiso alle Grundsimplexe von K mindestens 
zweidimensional. Jeder Punkt z von $ liegt in genau einem Simplex a von K, 
dem ,, Trdger“‘ von z; wir schreiben a = Tr(z) oder Try (z). Ist M eine Punkt- 
menge aus $, so sei Ox (M) die Vereinigungsmenge der Trager der Punkte 
von MM und der von den Tragern berandeten Simplexe (,,offener Stern“; 
AH., 8. 131). Weiter sei fir ze B, (xz) die Vereinigungsmenge der Simplexe 
aus K, die mit 7'r(z) mindestens eine Ecke gemeinsam haben*). — Aus R. 
iibernehmen wir den Begriff des Verbindungsproduktes von Polyedern (8. 82) 


_ ©) In H., S. 233 als ,,Simplexumgebung* 2% bezeichnet. : 
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und des Verbindungspolynoms (mod 2) eines Simplizialkomplezxes (8. 49). 
Ein nur aus einem Punkt q bestehendes Polyeder werde mit !q| bezeichnet. — 
Unter einer Sphdre verstehen wir (rach AH., 8. 358) ein zu einem Simplex- 
rande homéomorphes Polyeder. — Fiir weitere Bezeichnungen vgl. W., § 1. 

[Hilfssatz 17). Ist } = QG""' das Verbindungsprodukt irgendeines 
Polyeders Q mit einer (r — 1)-dimensionalen Sphdre S’~*, so laBt sich (nach 
Tilgung einer etwa vorhandenen Zerlequng von 2) eine krumme Simplizial- 
zerlegung K' von Y angeben, bei der alle héchstens (r — 1)-dimensionalen 
Simplere zu Q punktfremd sind. 


Beweis. Das Verbindungsprodukt QS kann aufgefaBt werden als die 
Menge der Tripel {g, s,o} mit g € Q, s € S, 0 So S1, wobei nachtriglich 
fiir jedes feste s € S alle Punkte {q, s, 0} (¢ € Q) sowie fiir jedes feste g ¢ Q 
alle Punkte {q, s, 1} (s € S) identifiziert*) worden sind. Durch o = 0 wird G, 
durch o = 1 wird Q bezeichnet. Der durch o = } bestimmte Teil 9), von 9 
— nur um ihn brauchen wir uns zu kiimmern — ist homéomorph zu einem 
topologischen Produkt®) Q x T: TF ist die Menge der Paare {s, o} mit s € G, 
} So S11, wobei alle Paare {s, 1} identifiziert sind; T ist also homéomorph 
zu einem Verbindungsprodukt |g9|S, wo qo ein geeignet gewahiter Punkt ist. 
Da das Verbindungsprodukt eines Punktes mit einer Sphire S = S’~' mu 
einem abgeschlossenen Simplex a” homéomorph oder, wie man sagt, ein 
r-dimensionales Element ist, ist auch T ein r-dimensionales Element. Die 
gewiinschte Simplizialzerlegung ist also fiir ein Polyeder vom Typus 


(1) X=Qxa’ 


anzugeben. Q liege in einem euklidischen Raum, R" mit den Koordinaten 
&,.... &,; das Simplex a” sei in KR’ (mit den Koordinaten &,,,, ..-. nie) 
realisiert, so daB der Punkt g, mit 


(2) Engr = °° = Sanur = 9 
im Innern von a’ liegt. KR" und R" denken wir in einem Produktraum K**+’ 
(mit den Koordinaten &,,..., &.,,) eingebettet. Ordnet man jedem Punkte- 


paar {g,t} (¢¢0Q,i¢€T) den Punkt z € R"*’ zu, dessen Koordinaten die 
von g und ¢ sind, so erhalt man das topologische Produkt (1) als euklidisches 
Polyeder ¥ in R"*". Q ist als Teilmenge von X durch die Gleichungen (2) 
gegeben. Wir haben eine Zerlegung von X so zu bestimmen, da die von 
ihren Eckpunkten %,%2,...,%,, aufgespannten abgeschlossenen (r — 1)- 
dimensionalen Simplexe fremd zu Q sind. u,, (k= 1, ..., m+) seien 


7) Entfallt im Fall (M); vgl. Einl., 8. 3. 
8) Vgl. AH., S. 64. 
*) AH., S. 35. 
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die Koordinaten von u, (¢ = 1, ...,@); wir bestimmen ¢ so, daB der Ab- 
stand von go und a” gréBer als 3¢ ist, und wiahlen zunichst eine be- 
liebige e-Zerlegung’) von ¥. Die Ecken u,, deren Abstandsquadrat von ®" 
ZS (uj)? < & 
k=n+l1 
ist, sind allein zu beriicksichtigen; es seien dies die Punkte u,,...,u,. Sie 
sind, da ihre Projektion auf ®’ im Innern von a’ liegt, nach der (m + 1)-ten 
bis (n + r)-ten Dimension in gewissen Grenzen frei verschiebbar. Das niitzen 
wir aus, um zu erreichen, daB jede aus der Matrix 


(4; x) (*=1,....9;3k=n+1,....n+ 71) 
gebildete r-reihige Determinante von Null verschieden ist. Damit sind sogar 


die von je r derartigen Ecken aufgespannten linearen Raume fremd zu dem 


durch &,,; = --: = &,4, = 0 bestimmten Raume &", also zu Q, und der 
Satz ist bewiesen.] 


Hilfssatz 2. K, sei eine Unterteilung von K, |K| = , aj eine Zelle 
von K,, p € a}. g(x) set eine stetige Abbildung des Randes aj von al in PB mit 
(3) 9(z) € Bx (2), 

(4) g(z) + 2. 
Dann gibt es ein Simplex a3 mit p € a; C aj und eine stetige Fortseizung von g 
tiber at — a3, so daB fiir x € aj — ab Formel (3) und (4) und fiir q € a5 
(5) 9(9) € De(P) 
gilt™), 
Beweis. Wir wahlen p als Koordinatenursprung. Die Ortsvektoren 


der Punkte g(z), q, u, z, y, z bezeichnen wir durch de tsehe Buchstaben 
g (Z), q, U, x, 9, 3 und setzen sie auch als Argument in Ortsfunktionen ein, ohne 


das Funktionszeichen zu andern: g(x) = g(x). Sind u,, tu, ... die Ecken 
von K, so stellt sich jeder Punkt g ¢ $ eindeutig dar als 
(6) q = 2 hau, (A, 2 0, 2 A, = 1) 


wenn man fordert, daB 4, + 0 nur gelten darf, wenn u, Ecke von T'rx (q) ist. 
Jeder Koeffizient 4, hingt stetig von q ab. Wir setzen speziell g = g(z) 


(z € aj) und summieren rechts in (6) gesondert iiber die Ecken von Ox, (p); 
dadurch erhalten wir eine eindeutig bestimmte Darstellung ?2) 


(7) g(x) = (1 — A)n + Aj, 


©) W., S. 663. : 
“) Erklarung von ©, auf S. 547. 


12) Im Falle 4 = 0, d.h. g(x) €D,(p), bleibt 3 unbestimmt. 
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wo y € Ox(p) und Tr, (z) fremd zu Og(p) ist. Wegen g(z) € By (xz) c By (p) 
ist A <1 und y wohldefiniert. Wegen g(z) + x und der Stetigkeit von g 


auf der abgeschlossenen Menge aj gibt es ein 7, 0 < 7 < 1, so daB 
(8) g(z) + tz fir 1—ynStsl 

ist. Wir setzen fest 

g(rx) = (1 ate) 5+ | t+ny—1 3 


ud] 


(9) 
fir zeal, 1—n <1. 


Wird fiir g € a’ eine stetige Ortsfunktion 1(g) erklairt durch 
q=t(g)z; tg) 20, za}, 
so ist die Menge der g mit t(q) < 1 — 7 ein Simplex a}, und es ist p € a5 Cc aj, 
t(p) = 0. Durch (9) ist g(q) auf a, — aj stetig erklart und hat auf aj die 
vorgeschriebenen Randwerte. Fiir q = rz, t <1 sind Trg(z) und Tr; (q) 
identisch oder Trg(z) berandet Trg (q), also ist Bg (xz) C Bx (gq). Da nach (9) 
9(q) €Bx(z) gilt, ist also, wie behauptet, 9(q)¢B,x(q). Zum Nachweis der 
Fixpunktfreiheit unterscheiden wir zwei Fille: Ist 4 = 0, so wird nach (9), 
(7), (8) 
g(tx) = 9 = g(t) + T(z); 


ist A + 0, so ist fir r > 1 —  g(rx) + Dx (p) und daher g (rz) + tx, wahrend 
fir t= 1 — y wieder g(rz) = » ist. In diesem Falle liegt y auf der Be- 
grenzung von Dx (p), tx aber in aj, also im Innern von Oxg(p). Jedenfalls ist 
also g(tx) + rx. Allgemein ist fiir r= 1 — », d.h. fiir ¢ € a} nach (9) 


9(q) = y € Dg (p), 
w. z. b. w. 


Die in diesem Satz und weiterhin auftretende Bedingung (3) besagt, daB 
die Abbildung g(x) zur Identitaét benachbart, also eine ,,kleine Deformation“ 
ist43). Sie lieBe sich auch durch eine Ungleichung o0(z, g(z)) < ¢ ersetzen*); 
vgl. 8.575, (66). 

Im folgenden werden wir neben Abbildungen Vektor- und Richtungs- 
felder betrachten. Eine stetige Abbildung f(z) bestimmt ein stetiges Vektor- 
feld, indem jedem Punkt z der von z nach f(z) fiihrende Vektor zugeordnet 
wird; sieht man von der Lange des Vektors ab, so erhalt man ein Richtungs- 
feld (AH., S. 535), das bis auf die Fixpunkte von / definiert und stetig ist. 
Auch fiir die hier betrachteten Selbstabbildungen von Polyedern ist diese 
Bildung sinnvoll, solange das Polyeder in einem euklidischen Raum ein- 


13) In H., S. 234 sind die dieser Bedingung geniigenden Abbildungen als Um- 
gebungstransformationen bezeichnet. 
14) 9 (z, y) bezeichnet den Abstand von z und y (W., S. 662). 
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gebettet ist. Hier soll jedoch nur dann einer Abbildung / ihr Vektor- bzw. 
Richtungsfeld zugeordnet werden, wenn die von x nach /(z) verlaufende 
Strecke ganz dem Polyeder $ angehért. Liegt die Strecke zy in $, so soll 
die von z nach y weisende Richtung eine zuldssige Richiwng (beziiglich $, 
an der Stelle z) heiBen. 

Hilfssatz 3. Unter den Voraussetzungen von Hilfssatz 2 laBt sich g(x) 
mit (3) tiber at stetig fortsetzen, und zwar, falls a; Nebensimpler") ist, ohne 
Fizpunkt; falls aj Grundsimplex ist, entweder ohne Fixpunkt oder mit einem 
solchen einer Vielfachheit ungleich Null an der Stelle p. 

Beweis. Die in Hilfssatz 2 gewonnene Funktion, fiir die auf a5 (3), (4), 
(5) gilt, ist noch iiber ay, fortzusetzen. Erklart man zunichst fiir 0 < A < 1, 
y € ay 

Go(Ay) = Ag(n), 


so hat man eine stetige Fortsetzung von g iiber a’, die den einzigen Fixpunkt p 
hat und im iibrigen das Gewiinschte leistet. Falls also aj Grundsimplex ist 
und p eine Vielfachheit v + 0 hat, setzen wir fiir x € a g(x) = go(x) und 
sind fertig. Falls p, im Grundsimplex aj, die Vielfachheit Null hat, beseitigen 
wir diesen Fixpunkt durch Abanderung der Abbildung in seiner Umgebung 
nach AH. XIV, § 2, 3e. Jetzt sei also aj Nebensimplex. 

Wegen (5) liegt fiir g € a} die Strecke gg(¢) in P; der auf a5 erklarten 
Abbildung g = gp ist also ein stetiges Richtungsfeld zugeordnet. Die Aufgabe 
ist, dieses Richtungsfeld stetig tiber a5 fortzusetzen. Dazu ist die Struktur 
der Gesamtheit 2) = ¥(p) aller an.einer Stelle p zulassigen Richtungen zu 
untersuchen. ¥ ist, wie sich gleich zeigen wird, ein Polyeder. Ist p € aj, 
q € a}, 80 lassen sich die in p zulassigen Riehtungen simtlich parallel nach ¢ 
iibertragen, man hat also den gleichen Richtungskérper: 


Y(p) = Dg) = Diai). 
Das Richtungsfeld auf aj stellt ee stetige Abbildung von aj in 9(aj) dar. 
Die Aufgabe, es stetig tiber a’, fortzusetzen, lauft darauf hinaus, die Abbildung 
von 45 in ¥ zu einer solchen von aj ‘in Y) zu erweitern, ist also (nach AH., 
8. 502, Hilfssatz II) gleichbedeutend mit der Aufgabe, die gegebene Abbildung 
der Sphire aj in ¥ homotop auf einen Punkt zusammenzuziehen. 

Im Falle (M) ist 9 die Richtungskugel S*~’, die von héherer Dimension 
als a3 ist, da aj und folglich aj Nebensimplex ist. Die Abbildung von a3 in 
ist deshalb unwesentlich, d. h. sie ]48t sich so deformieren, daB die Bildmenge 
von a3 ein echter Teil von ¥ ist, und 148t sich folglich (AH., 8. 502, Hilfs- 


) Vgl. AH., S. 157. 
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satz III) in einen Punkt von ¥ zusammenziehen. Damit ist im Fale (M) 
Hilfssatz 3 bewiesen. 

{Ist im allgemeinen Fall u, eine Ecke von K, und e(u,) das Verbindungs- 
polynom von K,, so sei e(u,) = «, e,(4,) + ¢2(u,) die Entwicklung von e(u,) 
an der Stelle u, (R., 8. 50). Es ist O, (u,) = | 4, ¢,(u,)|; die zulassigen Rich- 
tungen an der Stelle u, entsprechen daher eineindeutig und stetig den Punkten 
des Polyeders |e,(u,)\, dessen Zerlegungskomplex der Ring um «, heibt 
(R., 8. 50). — Um den Richtungskérper eines Punktes zu ermitteln, der nicht 
Ecke von K;, ist, z. B. des Punktes p € aj, hat man p als neuen Eckpunkt 
einzufiihren. Ist b(u,) = uu, ...u, das Verbindungspolynom von aj, und 
€3(t,) dasjenige des Ringes um aj, ist also etwa e(u,) = b(u,) e3(t,;) + e4(%,), 
so ist Dx (p) = |b(u,) e3(u,)| = | pb(u,) es(u,)|**). Der Ring um p hat also 
jetzt das Verbindungspolynom 6(u,) e3(u,) und der Richtungskérper in p ist 


(10) D(p) = |b(u,)es(us)| = aj les(u,)|. 








Da a} Nebensimplex ist, ist das Produkt e3(u,) nicht leer und das Polyeder 
Q = |e3(u,)| 


enthilt mindestens einen Punkt. 


Wir wenden auf das Polyeder (10) den Hilfssatz 1 an, erhalten also eine 
krumme Zerlegung K’ von 9, deren Zellen bis zur Dimension r — 1 punkt- 
fremd zu Q sind. 

Von der gegebenen Abbildung der Sphire 43 in Y gehen wir durch homo- 
tope Deformation iiber zu einer simplizialen Approximation (AH. VIII, § 2; 
W., 8. 663) beziiglich K’, bei der also die Bildmenge fremd mm Q ist. Zufolge 
der Kegelstruktur von 9 = Q-aj kann man die gewonnene Abbildung 
von a5 in 9 — Q durch Projektion lings den Erzeugenden des Kegels zu 
einer solchen ir. aj deformieren. Ist weiter u; em Eckpunkt von Q, so gelangt 
man dhnlich durch Deformation innerhalb des in 9 enthaltenen Kegels 
| u,b(u,)| zu emer Abbildung von 4} auf |u,|. Damit ist die Abbildung von a; 
in ¥ auf emen Punkt zusammengezogen und der Satz bewiesen.]} 

Der Hilfssatz 3 wird uns in Verbindung mit den folgenden Uberlegungen 
in die Lage setzen, die gewiinschte Deformation von $ im sich schrittweise 
zu konstruieren, indem wir sie zunachst in den Eckpunkten und dann, jeweils 
zur nachsthéheren Dimension aufsteigend, auf allen Zellen erklaren. Die so 
entstehende Abbildung ist zufolge (3) wirklich eine Deformation. Ist namlich 


(11) r= Liu, 9 =g(z) = 2 omy 


16) Vgl. R., S. 96. 
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im Sinne der eindeutigen Darstellung (6), so sei 


LVA, 9; u, 
(12) 3 = b(z) = “EV,” 


aus (3) folgt, daB Tr, (x) und Tr, (g(z)) eine Ecke gemeinsam haben. daB also 
2 Vac, > 0 ist und daher A(z) stetig von z abhangt. Man kann nun in 
trivialer Weise (geradlinig) g(z) in A(z) und A(z) in z deformieren. 

Die Formeln (11), (12) erméglichen einen neuen Beweis des Hilfssatzes 1 
aus W. (8. 665) durch explizite Angabe der Funktion a(z, y, t) fiir den Fall, 
daB y €Bx(z), also daB Tr (xz) Trg(y) nicht leer ist. Denn in (12) wird 


ein von z und y stetig abhangender Punkt z mit Tr (2) = Trg 2) Tr«(y) 
angegeben!7), und als Kurve {a(z, y, tr) (0 S t S 1)} kann der Streckenzug 
Zz -+ zy gewahit werden, wobei r zur Bogenlinge proportional ist. Die Be- 
dingung a(z, z, t) = = ist erfiillt, denn aus z = y folgt z = z. 


Von hier an bis zum SchluB des Paragraphen haben K, K,, N,, R, U und g 
stets folgende Bedeutung: K ist eine Zerleqgung von J, K, eine Unterteilung von 
K, N, ein Teilkomplex von K,, N = |N,| also Teilpolyeder von B% = |K\; 
U ist ein Gebiet in P mit Uc P — R, UCR, d.h. U ist eins der Gebiete, in die 
die offene Menge B% — N zerfillt. g(x) ist erklért als stetige Abbildung von N 
in YB; es ist fiir ER 








(3) g(x) € Bx(z), 
(4) g(x) + 2. 


Hilfssatz 4. Wird g(x) irgendwie nach Hilfssatz 3 iiber U fortgesetzt, so 
héngt die Fixpunktzahl v(g,U) von der Wahl der Fortsetzung nicht ab. 


Beweis. Die offene Menge % — ® zerfallt in endlich viele Gebiete 
©, = U,Ge,...,G,. Uber jedes derselben 1a8t sich nach Hilfssatz 3 die 
auf N erklarte Funktion fortsetzen. g,(xz) und g(x) seien zwei solche Fort- 
setzungen, und es sei 


_ {ge(z) fir cr eU. 
93(2) = \gi(z) fir re QP —%. 

gs ist stetig, da g, und g. auf W iibereinstimmen. Bedingung (3) ist fiir gs 
giiltig, g; ist also homotop zur Identitat. % ist ausschlieBlich aus Neben- 


1) Durch ~ wird der Durchschnitt bezeichnet (W., S. 663). 
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simplexen yon KX, aufgebaut und daher nach Hilfssatz 3 bei g, und g- fixpunkt- 
frei; v(g,, HM) (¢ = 1, 2, 3) ist also smnvoll. Man hat 


v(g1, B — A) = vgs, P — %), 

vg, $) = 09s, ¥) ae z(B) 18), 
folglich (vgl. W., Hilfssatz 4) 

(91, A) = vgs, A) = v(ge, U). 

Definition. Haben U, N und g(z) die auf 8. 553 angegebene Bedeutung, 
so definieren wir als Grenzfizpunktzahl (auf U bei g) v,(g, U) die bei Fort- 
setzung von g(x) iiber M mit der Bedingung (3) sich ergebende Fixpunktzahl 
v(g, UM). 

Nach Hilfssatz 3 ist die Fortsetzung stets méglich; nach Hilfssatz 4 
ist v(g, M) eideutig bestimmt. — Ist speziell % ein (m — 1)-dimensionaler 
Zyklus im KR" und v(p) fiir p € WH der von p nach g(p) fiihrende Vektor, so 
ist v,(g, M) gleich der Kroneckerschen Charakteristik des Vektorfeldes vp auf % 
(AH. XII, § 3,1). Die Grenzfixpunktzah] kann also ajJs Verallgemeinerung 
der Kroneckerschen Charakteristik eines Vektorfeldes angesehen werden. 

Hilfssatz 3 und 4 und die Definition von v, bleiben giiltig, wenn K, 
eine krumme Unterteilung von X ist, sofern sie nur zu eimer euklidischen 
Simplizialunterteilung isomorph ist. 

Aus Stetigkeitsbetrachtungen schlieBt man leicht, daB es unter den 
Voraussetzungen von Hilfssatz 4 ein ¢ > 0 gibt, so daB aus o(g(z), h(z)) < « 
fiir cE ® stets folgt: v,(g, AU) = v,(h, UA)”). Hieraus folgt weiter: Gibt es 
einen stetigen Deformationsweg g,(z) (0 S tr 5 1, 2€ U), sodaf stets g,(x) + x 
und v4(g,,%) sinnwoll ist, 80 ist ¥6(go, M) = v6 (gr, W)- 

(Hilfssatz 5. ao = aj’ set eim Nebensimplex aus K, X der Ring) 
um ao. Die offene Menge Dx (ao) — a zerfalle in die Gebiete G;, ...,G,y: 


(13) Dx (do) — a = G, + --- + Gy. 
Das Polyeder X = |X| zerfallt dann in n Komponenten®) X,,...,%,, und 
es ist bei geeigneter Numerierung 
(14) ©, = a -X, (i= 1,..., 9). 
Es si 0 < k Sn; K, entstehe aus K durch Zentralunierteilung™*) aller in ©, 
liegenden Simplexe; an die Stelle von (13) tritt 

D x, (ao) —@= 6, + _* + 6,_, + 6, + 6,,, + a sation +G,, 





8) Nach W., § 1, S. 664. 

%) Vgl. den Satz in AH. XIV, § 2, 3b. 
) Vgl. S. 552. 

™) AH., S. 49. 

*) AH., S. 135. 
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mit G, = a5 °X,. Die Begrenzung von G, in P ist 
6G, = %+D 
mit D = doX,;G, = G, —G, — G__— D2) ast (r+ 1)-dimensional zusammen- 
héingend. 
Beweis. X ist nicht leer, da aj~' Nebensimplex ist. Es seien x und y 
Punkte aus X. Die offenen Simplexe zag und yag**) liegén in Dy (ao) — ay. 
Man erkennt leicht: dann und nur dann, wenn z und y der gleichen Kom- 


ponente von ¥ angehéren, liegen 2a und yd innerhalb Dx (ao) — ao im gleichen 
Gebiet. Daraus und aus der Gleichung 


Dx (do) = 45% 
ergibt sich (14). Die Zahl n ist, wie leicht zu sehen, invariant gegen alle Unter- 
teilungen, die ap selbst nicht betreffen. — Offenbar bleiben G, und X, fiir 
| + k beim Ubergang von K zu K, unberihrt. 
G, ist ein Gebiet in P, G,-c G,. Die Begrenzung G, von G, besteht aus 
denjenigen Zellen von G, = 4,%,, die nicht zu G, gehéren, d.h. die nicht 
von do berandet werden. Jede Zelle von G, ist ein Simplex 


(15) b= u, . - + My Gi, ; Gi 
wo die «, Ecken von ap und die g, Ecken von X; sind; es sei 


(16) AES Eis u,, = ¢, %, Pane %, = -: 


"4 
Ist hierbei ¢ = ap und y > 0 (d.h. d’ nicht leer), so ist b’ CG,, sonst b’ c G,. 
Also besteht ©, genau aus ao und den Zellen von a9X,= D. _ 

Es ist noch zu zeigen, daB ©, nach Fortiassung des Gebietes G, und seiner 
Begrenzung (beziiglich ©.) D — a) zusammenhingend bleibt, daB m. a. W. 
G, durch D in zwei Gebiete geteilt wird: 

(17) 6, = 6, +6,°0D+6,. 
Dazu untersuchen wir die Struktur von X, genauer. 


Die in (15) auftretenden Punkte g,, d.h. die Eckpunkte von X, , sind genau 
die neu eingefiihrten Eckpunkte in G,; denn ein g; € X, kann nicht darunter 
sein, weil sonst b’ die nicht in K, enthaltene Zelle Mi, ++ Mig als Seite hatte. 
Die Zellen von X, seien als d,, D2, ... durchnumeriert; der im Innern von 
b; = @ D; liegende neue Eckpunkt von K, heife gi (I= 1,2,...). q, ist 
eindeutig darstelJbar als 


(18) a, = Apr t+ (1—Ada 


%3) za ist der (offene) Kegel mit der Spitze z und der Basis a (R., S. 16). 
36* 
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mit 0 <A, <1, p, Ea, G € d:. Die g, bestimmen eine regulare Unter- 
teilung X,, von X,, und die q, eine zu X,, isomorphe Zerlegung X,, von X,. 
Die Zuordnung g, — q, bestimmt eine topologische Abbildung von X, auf X,, 
die durch z > 2’, d, > 0, usw. bezeichnet werde. Wir zeigen zunichst: 
es ist 
(19) D Ab; = D,; = aod, — %d,, 
und b, wird durch D in zwei zusammenhiingende Teile zerlegt gemaB 
(20) b=3,4+3D:+3;, 3,cG. 
Stets ist dD, c b,, unddaX, = J d, ist und die b, paarweise punktfremd sind 
folgt X, ~b, = d,. Man sieht nun, daB sowohl der links stehende wie der 
rechts stehende Ausdruck in (19) genau die Menge derjenigen Zellen (15) 
bezeichnet, fiir die (mit den Bezeichnungen (16)) ¢ C ap, D C Dd, ist. 
Der Rand des Simplex b, ist *) 

b; = dg D; + adi; 
da X, fremd zu a)X, und daher D ~ fig dD, = Q ist, erhalt man zufolge (19) 
durch Summation iiber die Zellen von bd, 
Ist dD, = df, so ist b; = ar-'d# ein (r + d)-dimensionales abgeschlossenes 
Simplex, und b, ist eine (r + d — 1)-dimensionale Sphire, also zu dem durch 
einen unendlichfernen Punkt abgeschlossenen euklidischen ®’**-' homéo- 
morph. 4b, ist (vgl. R., 8. 97, Satz 7) eine (r + d — 2)-dimensionale Sphire, 
die regular in 6, liegt und daher b, nach dem Jordan-Brouwerschen Satz 
(AH., 8. 444) in zwei Gebiete zerlegt: 
( 21) by = M, + dod, + Mi; 
M, sei der Teil, zu dem aj~' gehért. Mt, und Mz; sind zu einem Simplex a’*?~" 
homéomorph. Nun ist (R.. 8. 28, Formel (1)) 

b, = gb: + |qi|, 
und durch. Kegelbildung mit g, als Spitze iibertragt sich also die Zer- 
legung (21) von b, auf b,: es ist 

by = gM + G1 (God, + ] qu] + Gi Me 

Wegen |g,|b,=d, ist hierin g,(a9b;,) + |¢;| = ad, — ab, = D,, ferner 
q, M, ¢G,. Wir haben also (20) mit 
(22) = FRc, I= GM, 





*%) Zur Randbildung eines Verbindungsproduktes vgl. R., S. 82. 
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und 3; ist homéomorph zu einem a’*?. Ist d, Seite von d,, also D, Cd, 
so folgt nach (20), (21), (22) 


VoM 3X. 
Haben also », und dD, eine Seite }, gemeinsam, so grenzen 3, und 3; lings 
einem (r + i)-dimensionalen Bereich 3; aneinander: 


a ¢ + van = . 
Da X, zusammenhangend ist, folgt hieraus der (r + 1)-dimensionale Zu- 
sammenhang von ©, = J 3;.] 
t 


Definition. Ist ag Nebensimplex eines Komplexes K, so sagen wir, 
wenn in (13) m > 1 ist, daB ag seine Umgebung zerlegt, und wenn n = | ist, 
daB a, seine Umgebung nicht zerlegt. 

Beispiel. In einer d-dimensionalen Mannigfaltigkeit zerlegt jeds 
Simplex a*~' seine Umgebung in zwei Teile; kein a’ mit r < d — 1 zerlegt 
seine Umgebung. 

[Definition. Istr > 1 und enthalt U nur Zellena” ¢€ K, mitr’ > r — 2, 
so erkliren wir folgendermaSen einen Streckenkomplex S = S8’(K,, XU). 
Zerfalit MU nach Tilgung aller a’~' in Gebiete WM’, und sind aj~', aj’, ... 
diejenigen a’~' aus WM, die ihre Umgebung zerlegen, so ordnen wir jedem 
Simplex a’~' einen Punkt z, und jedem Gebiet WM, einen Punkt y,; 2u; ist 
weiter im Sinne der Formel (13) G, eins der Gebiete aus OD, (a7~') — a} 
und ist 6, c UW, so soll dem Gebiet G, eine Strecke z,y, entsprechen. Gibt 
es hiernach mehrere Strecken z,y,, so wird jede derselben durch einen Teil- 
punkt 2, in zwei Strecken z,z, + z,y, zerlegt. S ist der aus den Punkten 
©, Ys, Z und den Strecken z,y;, Z,2,, zy, bestehende Komplex. 

Im Falle (M) ergibt sich durch Spezialisierung die folgende einfachere 
Formulierung. } 

Definition. Ist $ eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit und W frei 
von Zellen bis zur Dimension d — 2, so werden den a*~' C & und den a’ c U 
Punkte z,, y,;, sowie jeder zwischen a’~' und a? bestehenden Inzidenz eine 
Strecke x,y, zugeordnet. S¢(K,, WM) sei der von diesen Punkten und Strecken 
gebildete Komplex. 

S wird nicht als in einem Raum eingebettet gedacht. S ist zusammen- 
hangend, weil & es ist. Die Zahl der von z, ausgehenden Strecken ist das n 
in (13); es ist » > 2, im Fal] (M) ist nm = 2. [Fir UM (¢ = 1, 2,...) gibt es 
zwei Méglichkeiten : 

a) UW, ist ein Crundsimplex a’. 

b) UW ist ein (r + 1)-dimensional zusammenhiingendes**) Gebiet.] 


%) Vgl. S. 546. 
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Der Komplex S wird uns dazu dienen, den FortsetzungsprozeB der Ab- 
bildungsfunktion g(z) durchsichtiger zu machen. 


Im folgenden wird mit f"(X) die r-te Bettische Zahl des Komplexes X 
bezeichnet. 


Hilfssatz 6. S, = S’(K,,U) existiere und es sei (8S,;) > 0. Dann 
gibt es eine Unterteilung K, von K,, die die nicht in U liegenden Zellen ungeteilt 
apt, und ein Polyeder R’ >N mit folgenden EHigenschaften: NR —Nc A, 
R’ — N besteht aus Zellen von K, bis zur Dimension r — 1 und enthdlt alle in U 
Egan She om B, Se oe Dimension r —2; UW = U— (AN) ist 

enhingend; S"(K,, U') ist ein Baum. 

Beweis. Es sei (unter Unterdriickung der Indizes) zy bzw. xz eime 
Strecke aus S,, die mit dem Koeffizienten 1 m emem Zykel von S, auftritt, 


durch deren Tilgung also #'(S,) um Eims vermindert wiirde. Wir werden 
zunichst K, und R’ = |Nj| so bestimmen, daB 


(23) & (S' (Ke, m’)) = (S,) =— J 


ist und daB K,, U’, NL, R’ wieder die Voraussetzungen des Satzes erfiillen. 
Durch Wiederholung des Verfahrens (Induktion nach f'(S,)) folgt daraus 
die Behauptung. Wir unterscheiden drei Fille. 

I. Fall (M). Von z gehen nur zwei Strecken zy,, ry_ aus. 2 sei der 
Zelle a’~' zugeordnet. Wir setzen K, = K,, ®' = N+ a" |, also WM’ = A —a’'. 

S’(K,,U') entsteht aus S8’(K,,U) durch 
a z Tilgung des Punktes z und der Strecken 
ZY1, TYe; (23) ist erfiillt. 

[II. Falla) von Seite 557. y entspricht 
einem Simplex a’ = &, ...%,,;. 2 = 2, ent- 
spricht (bei geeigneter Numerierung) der 
Seite a’-} = tgug...u,,.,. Auch gewissen 
weiteren (r — 1)-dimensionalen Seiten 





ld ay’ = w,...%,_,%.,...% 
Fig. 2. i e+ MMe) 


(A=1,...,)) 
mégen Punkte z, € S, entsprechen**). Nach der iiber zy gemachten Voraus- 
setzung ist 1 > 1. Der hier in Betracht kommende Teil von S, bestéht aus 
den Punkten y, z, und den Strecken z,y (A = 1, ..., 1) (Fig. 2); von den z, 
gehen noch weitere Strecken aus. K, entstehe aus K, durch Einfiihrung eines 
neuen Eckpunktes u € a’ und Zentralunterteilung von a’. Werden vor- 


r+i1 


*) Die abrigen a’~' aus 4’ gehdren entweder zu % oder zerlegen ihre Umgebung. 
nicht; in letzterem Falle ist O,(a"~') = a’~' + a’. 
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laufig von den neu entstehenden Zellen nur diejenigen bis zur Dimension 
r — 2 zu §® geschlagen, so andert sich S folgendermaBen: an die Stelle von y 
und den Strecken z,y (A= 1,...,1) treten y;,...,y,,1 (yg entspricht 
dem Simplex aj = uot, ...%,_,%;,,...%,,,), die Strecken z,y, (4 = 1, 
+0), weiter die Punkte z,, (0<P<ySr+1; 2, entspricht 
G57) = Ut... My pM, ,-.- M4 ,,./.%,4,) und die Strecken 2, y,, 
z,.y,. Nach I tilgen wir nacheinander alle Punkte z,, mit 6, y + 2 samt 
den anstoBenden Strecken; danach hat S im wesentlichen wieder die alten 
Zusammenhangsverhiltnisse (Fig. 3). Werden nun auf dieselbe Weise noch 
die Strecken 2,24, 2:22 (in Fig. 3 gestrichelt) und der Punkt z,, entfernt, 
so ist die beabsichtigte Trennung zwischen y (jetzt y,) und xz, durchgefiihrt. 
III. Fallb) von Seite 557. y entspricht einem (r + 1)-dimensional 
zusammenhangenden Gebiet G; z entspreche aj~', gegebenenfalls z einem 





a 
N 
x 





% 








Fig. 3. Fig. 4. 


Gebiet 6, CD, (a,~') — ag7’, G. CG. In y endet noch mindestens eine 
weitere Strecke (Fig. 4). Hilfssatz 5 liefert eine Unterteilung K, von K, und 
ein Polyeder D aus Zellen von Kz, das G, in zwei Teile zerlegt. N’ bestehe 
aus N und D sowie den in G, neu entstandenen Zellen bis zur Dimension r — 1. 
Letztere Zellen sind Nebensimplexe und zerlegen ihre Umgebung nicht, da 
sie im Innern eines (r + 1)-dimensional zusammenhangenden Gebietes liegen. 
Da die Begrenzung von ©, innerhalb G durch diese Abinderungen nicht 
beriihrt wird, ist ebenso wie ©, auch G in zwei (r + 1)-dimensional zusammen- 
hangerde Teilgebiete zerlegt: 
6 =6,+6 .D+6". 


Wir ordnen den Gebieten G,,G” Punkte y’, y” in Sg = S'(K,, UW’) zu und 
haben damit an S die aus Fig. 4 ersichtliche Abanderung vorgenommen; 
es gilt (23). Damit ist auch III erledigt und der Satz bewiesen.] 
Hilfssatz 7. Es sei r>1; © sei eim euklidischer Raum mit den 
Koordinaten £,, ..., &,; &°~' set die Hyperebene —,= 0, v ein nicht ver- 
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schwindender zu ®’~' paralleler Vektor in €', eine positive Zahl, RK’ die 

Vollkugel Px: < f%. §, und §_ seien die durch &, > 0 bew. —&, < 0 ge- 

gebenen Halbriume in ©, M sei die Menge der Punkte mit den Ortsvektoren 
x+ Av (2 ¢ RX’, 0545)), 


w sei eine ganz-rationale Zahl. 


Dann gibt es eine Abbildung h(x) von KR’ in M mit folgenden Eigenschaften: 


(24) biz) =x+0 fir cE, 
(25) h(c) +2 fir ceR', 
(26) v (h, H- OK’) = w. 


Beweis. Da &’ und M dem euklidischen Raume €" angehéren, kann 
man Abbildungen durch Richtungsfelder ersetzen (AH., 8.535). Ist ein 
Richtungsfeld auf &’ konstruiert, das die durch (24) festgelegten Randwerte 
und die durch (25), (26) bestimmten Singularititen besitzt, so ist es Jeicht, 
hieraus eine Funktion A(z) zu erhalten; man hat nur die Laingen des aus dem 
Richtungsfeld zu bildenden Vektorfeldes so zu bestimmen, daS (24) und 
A(z) EM fiir x € K’ gilt. 

Ist w = 0, so setzen wir das Richtungsfeld gemaB (24) konstant iiber x 
fort und sind fertag. 

Im Falle w + 0 haben wir das auf ®” vorgegebene Richtungsfeld iiber 


R"-' = R' ~R'~' so fortzusetzen, daB 
(26') 1g (h, $0 K) = w 
gilt. Dazu bilden wir den Rand &_ von M_ = KR" ~H_ durch eine Funktion 


p (z) so auf eine in © liegende Kugel S’~' ab, daB fir 7 ER" — §-_ 
y (x) = yo € S”' konstant ist und &”~' durch g(x) topologisch auf 
S’-' —|yo| abgebildet wird. Weiter sei auf S’~' ein Vektorfeld v(y) 
erklairt, so daB v(yo) = v ist und die Kroneckersche Charakteristik dieses 
Feldes auf S’~' den Wert (— 1)’w hat. Die Existenz dieses Vektorfeldes 
bzw. des entsprechenden Richtungsfeldes, also einer Abbildung von S’~' 
auf'die Richtungskugel vom Grade (— 1)’ w, folgt aus AH., 8. 512, Satz ITI. 
Uberpflanzen wir das gewonnene Vektorfeld auf W_, indem wir dem Punkte 
a € Uden Vektor v (g(x)) zuordnen, und deuten es wieder als Abbildung (2) 
um, so sind (24), (25) und (26’) erfiillt. Es bleibt noch iibrig, das Richtungsfeld 
iiber U_und WM, = RK" -\ §, fortzusetzen; dies ist, da M_ und T, r-dimensionale 
Elemente sind, mit je einer Singularitat in M_ und W, nach Hilfssatz 3 méglich. 
Damit ist Hilfssatz 7 bewiesen. 

Haben &’~' und €’ die Bedeutung von Hilfssatz 7 und sind w_ und w, 
die zu R"~' orthogonalen, nach §_ bzw. §, weisenden Einheitsvektoren 
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(also w, = {0,...,0, 1}, w_ = {0,...,0, —1}), so gibt es fir 2 € RR’? 
eine eindeutig bestimmte Darstellung 


(27) bh(z) = 2+ t (xz) + A_(x)w_ + A,(z)w, 
mit 
(28) OsA <0, OSTA, 50, 1A, =0, 


wo t (x) ein Vektor in ®”~' ist. t, 4, und A_ hangen stetig von z ab. © ist 
die Menge der y mit 
y= x+Aw_+dA,w,, 


wobei z € R’~' und A_ > 0,4, = 0,A_A, = Oist. FaBt man hier ®’~ als 
einen Unterraum des euklidischen Raumes "(mn >r) und w,, w_ als 
irgend zwei verschiedene zu ®’~' orthogonale Einheitsvektoren in K”" auf, 
so bleibt Hilfssatz 7 giiltig. €’ kann also lings R’~' geknickt sein. 

Wir werden / (x) im allgemeinen nur fiir z € R"~' brauchen. Um die 
Abhangigkeit der Funktion hk (x) von den verschiedenen genannten GréSen 
deutlich zu machen, schreiben wir 


(29) h(x) = h(x, KR", p, C, v, w_, w,, w); 


dabei sei p der Koordinatenursprung in ’~'. In (27) sind.t (z), A_(z) und 
A,(z) von w_ und w, unabhangig. 

Hilfssatz 8. af~' sei ein in U enthaltenes Nebensimplex von K,, das 
seine Umgebung zerlegt. Dx, (ap~*) —aj~* und ebenso UM —aj~' zerfalle 
in n Gebiete (n > 1): 

M—a,'=%4%,+---+4H,, 
©, (05!) — of? = 6. +--+. + Gy, 
6, cU, (y = 1,...,@) 
r—1l 


R"~' sei der von al! aufgespannie Raum. w,(v = 1,..., ) set ein 2u RK! 
orthogonaler Einheitsvektor, so daf fiir x € af’ und hinreichend kleines 2 > 0 
die durch 

n= r+ Aw, 


bestimmien Punkte y in G, liegen. g*(x) sei erklart als stetige Fortsetzwng (nach 
Hilfssatz 3) von g(x) tiber N+ ah~'. D sei ein Gebiet in aj’, v ein Vektor 
in R-'; fiir ED sei g*(z) = x+ 0, g*(xz)Ea,'. w sei eine ganz- 
rationale Zahl. Dann lassen sich pED und £ > 0 so bestimmen, da die 
Funktion 


(80) ga(2) — [MR PS wr, wee) fir 2 Eas, e(p, 2) <é, 
2(2) = | 


r-1 


g* (x) sonst fir zEN+ aj 
die Bedingung 
(31) J2(x) € By (x) 
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erfillt; wird 

(32) v(g*, U,) = w, (» = 1,..., 9) 
gesetzt, so ast 

(33) Vq(g2, U,) = w;, + w 

(34) ve(ge, Ur) = we —w 


[sowie im Falle « > 2 
(35) va(g2, Us) = ws). 


Beweis. I. Wir bemerken, daB die Vektoren w, mit den geforderten 
Eigenschaften sich stets angeben lassen; man hat nur ein y, ¢ 6, zu wahlen 
und w, als den von R’~' aus in den durch ®"~' und y, bestimmten Halbraum 
weisenden Einheitsvektor zu bestimmen. »€D werde beliebig gewahlt; 
dann 1a8t sich ¢ stets so bestimmen, daB die durch o(p, z) < 6,  ¢ R=! 
gegebene (r — 1)-dimensionale Kreisscheibe ’~' in D enthalten ist und daB 
fir ce R', OS AS 1 und 0 <A, <C die Punkte y mit 


p= r+An+/,w, (y= 1,...,%) 


dem Gebiet 6, angehéren. Dann ist die Funktion (30) sinnvoll und stetig 
und erfillt (31). 


(Um zunachst (35) zu beweisen, bilden wir eine Hilfsfunktion g,(z) 
und zeigen 


(36) te(g,, Us) = ve(ge, Us), 
(37) te(gi, Us) = ws. 


II. Es werde g,(z) dadurch erklart, daB in der Definition (30) von go(z) 
rechts wg durch m, ersetzt wird. Zwar war in (29) fiir die Anwendung von 
Hilfssatz 7 w_ + w, vorausgesetzt, doch 

a grr sieht man an dem Ausdruck (27), daB 

A(z) fir w_ = w, = w, sinnvoll bleibt. 
Wegen (28) ist OS A_ + A, = und daher 
9:(z) € a} ' + G, fiir cER'~'. F sei die 
Menge der y €G, mit o(p,y)<¢. Jedes 
Fig. 4. solche y ist eindeutig darzustellen durch 








(38) y= D+ozxw, 


wenn y € 8’~', w irgendein zu ®”~' orthogonaler ins Innere von G, wei- 





sender Einheitsvektor, 0 << o <1 und x = V0? —(o (p, y))* ist. y, 0 und w 
hiangen stetio von y ab und durchlaufen unabhangig voneinander alle Werte 
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der angegebenen Bereiche. Wir setzen nun g, und g» in bestimmter Weise 
iiber § fort. Die Begrenzung von § in & ist 
(39) % = K-42, 
dabei ist 2 die Menge der y mit 
(40) D= +x, 
wo y und w dieselben Wertebereiche wie in (38) durchlaufen. Es ist nach 
(27), (30) und der Definition von g,(z) fir 2 € R”~! 


(41) Q(z) = 2+ t(z) + A_(z) w, + A,(z) w, (i = 1, 2); 
wir setzen 

(42) g(y) = 0 + ov + (1 —o) (t(y) + A_(Y)wi + A,(Y)mw,) fir y € §F, 
(43) a(y)=yn+0d fir ye2 (+ = 1, 2). 


g,(y) ist nach (42) stetig auf § und nach (43) auf 2; geht man in (42) zur 
Grenze iiber (c 0 bzw. o> 1 bzw. y >S8"~"), so erkennt man durch Ver- 


gleich mit (41) und (43) die Stetigkeit auf %. Es ist g,(y) € Oy, (a5~'), daher 
(44) 9s(y) € By(y). 
Auf § sind g, und gp fixpunktfrei; fiir y € R’~! folgt dies aus der Definition 


von g,(y) und aus Hilfssatz 7, fiir y «2 + § folgt es aus (43) und (42), denn 
nach diesen Formeln ist stets g,(y) € R’~' + G, + Ge, also nie g,(y) € Gs 


(i = 1,2). Man hat somit 

(45) v(91, F) = vGe, §) = 0. 

Weiter ist die Begrenzung von A, — § in P zufolge (39) 
(A; — §) = UW, — K+ 8, 


es ist also 

(46) gi(y) = ge(y) fir y€ (Us — §). 
Aus (44) und (46) folgt nach Hilfssatz 4 27) 

(47) vy (91, As — F)-= ve (G2, Us — §); 


aus (45), worin v durch vg ersetzt werden darf, und (47) folgt (36). 

III. Um (37) zu beweisen, deformieren wir unter Vermeidung von Fix- 
punkten g, stetig in g* dort, wo beide Abbildungen voneinander verschieden 
sind, also auf R”~'. Es ist dort 


g*(z) = z+ d, 
g:(2) = x + t(2) + (A(z) + A, (2)) mi; 


) Hilfssatz 4 ist freilich eret anwendbar, nachdem die durch 2 bewirkte Zerlegung 
von %, zu einer krummen Simplizialzerlegung ausgebaut ist, die eine Unterteilung von 
K ist. Wir tbergehen den leichten Beweis, daB dies stete moglich ist. 
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erklart man g(z; 0) fiir o = 0, 1, 2, 3 durch 
g(z; 0) = 9: (2); g(z; 1) = 2+ t(z)+ Cm; 
g(z;2) = r+0+0m,; g(z;3) = g*(z) 
und fiir die Zwischenwerte durch lineare Interpolation, so ist fir 0 < o < 3, 
2 ex g(x; @) stetig in xz und o, g(x; 0) € Bx (x) und g(x; o) + x. Daraus 
folgt nach 8. 554 die Identitat 
ve (gi, Us) = ve (g*, Us), 

also (37). Aus (36) und (37) folgt die Gleichung (35), die damit bewiesen ist. 

Zum Nachweis von ‘(33) fiihren wir eine weitere Hilfsfunktion g, . ,(z) 
ein und zeigen 
(48) 0(9n+1, Ui) = wi + , 
(49) Ve (Gn+1> Ui) = Ve (G2, Ay). 

IV. w,,., sei ein zu R”~' orthogonaler Eimheitsvektor, so daB die durch 
(50) 5=H+Aw,,, (9 € a, ', A> 0) 
bezeichneten Punkte nicht zu B% gehéren®), und a’ sei em in dem durch R"~* 
und w,,,, bestimmten Halbraume liegendes von a5” berandetes Simplex 2%). 
a’ sei so gewahit, daB jeder Punkt y €U,., = a’ — ar! die Gestalt (50) 
hat, und daB8 durch (30) eine Abbildungsfunktion g,,, in + a” erklart 
wird, wenn man dort we. durch w,,, ersetzt. Durch 

g*(y) = g*(y) fir y Uns, 

setzen wir g* und analog auch g, und gp iiber U,,,, stetig und fixpunktfrei 
fort, haben also 
(51) ¥(91. YW, . 1) = Ve, M+.) on v(g*, WM, +1) = 0. 


Zwecks Fortsetzung von g,.,,; tiber UM, ,, gehen wir auf die urspriinglich in 
Hilfssatz 7 konstruierte Funktion A(z) zuriick, die auf einer Vollkugel 8’ c ©” 
definiert war; indem wir das Vektorfeld aus der dortigen Halbkugel 
W, = &’ \§, sinngemaB iiberpflanzen, gewinnen wir die Funktionswerte 
9n~+1(y) fiir alle y aus der r-dimensionalen Halbkugel §, die in dem von R’~" 
berandeten und a” enthaltenden Halbraume iiber der Kreisscheibe ’~' 
érrichtet ist. Nach Hilfssatz 7 ist 


(52) 09n+1, 8) = — w. 


%) Nétigenfalls muB man hier die Dimension des einbettenden Raumes um Eins 
erhéhen. 

*®) Die Hinzunahme von af zu $ ist zur Anwendung von Hilfssatz 7 erforderlich, 
da sich unter den 6, nicht notwendig ein r-dimensionales Gebiet befindet. 
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Um 9,1 tiber a” fortzusetzen, verfahren wir ahnlich wie oben bei g*, setzen 
jedoch fiir y Ea’ —a"! — S 
9n+1(Y) i In+i(D + #Wy41), 


wobei x = 0 fiir y @ R"~' und x = Ve2 — (o(p, y))? fir y ER’! zu setzen 
ist. g,4; ist n U,,, — § fixpunktfrei, also ist nach (52) 


(53) 0(Gn41; UW, +1) =— ww. 
Da mit (35) aus Symmetriegriinden auch 
(54) e(9n+1, U,) = wv, (2 Sv Sn) 


bewiesen ist und bei Fortsetzung von g* und g,,, nach Hilfssatz 3 tiber PB 
n+l n+l 


(55) ~ 09,41, 4,) = a v(g*, U,) = ve(g*, P + ar) = ~(P + a”) 
ist, folgt mach (32), (51), (53) 


0(9n41,%) + 2 0,—-w= 2 w,, 
also (48). , 

V. Zum Beweise von (49) erkliren wir wie obeh unter II y, o, x, w, ¥ 
und & fiir alle y € G, mit e(p, y) < ¢, indem wir das dortige G, durch G, 
ersetzen (vgl. Fig. 5, in der ebenfalls ©, statt G, zu setzen ist). Entsprechend 
(41), (42), (48) gewinnen wir die Formeln 
(56) g,(z) = x + t(x) + A(x) w, + A, (z)m, (i= 2,n+1; cE RK), 
(57) gely) = 9 + ov + (1 — 0) (t(y) + AY) mi + 4,(y) w,) 

(¢ = 2,n+ 1; y € §), 
(58) a(y)= H+ 0 (i = 2,--+- 1; y € Q). 
Es sei yo Fixpunkt bei go oder g,,,, also yp € §. Dann mu in einer Um- 
gebung von 
(59) A,(y) = 0 
sein, da sonst nach (57) g;(¥o) = yo in Ge bzw. ar liegen miiBte. Aus (59) 
und (57) folgt, daB g. und g,,,,; in § nur gemeinsame Fixpunkte haben und 
daB in einer Umgebung eines solchen stets go(y) = 9,4:(y) ist. Daraus 
schlieBen wir 


0(g2, &) = 0Gn+1> §)- 


Da man analog zu (47) 
vg (ge, YU, —9 8) = Ug (9n+1> YM, = 8) 


hat, gilt in der Tat (49). Aus.(48) und (49) folgt die Behauptung (33). 
VI. Da nach (35) aus Symmetriegriinden 


% (92, U,) = w, (3 S%Sn) 
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ist, findet man mit Hilfe von (32), (48) und (33) durch Summation analog (55), 
jedoch unter Fortlassung von UW,,,, die letzte noch ausstehende Be- 
hauptung (34). Damit ist Hilfssatz 8 vollstaindig bewiesen; wir fiigen jedoch 
noch einen verkiirzten Beweis fiir Fall (M) an.] 

VII. Im Falle (M) ist » = 2, Dy (ap~*) = ah~* + aj + a3, af CW), ab CUy. 
w, und we sind eindeutig bestimmt und legen in Verbindung mit ®’~' 
einen Raum @’ fest, in dem ©, (a5~') ein Gebiet ist. Die Menge &" der 
y € B mit o(p, y) < ¢ ist zu einer Kugel homéomorph und sogar isometrisch ; 
es sei 8” Aah = F,, KR az = 2. g*(z) werde nach Hilfssatz 3 tiber W 
fortgesetzt. Durch eine Funktion (z) werde aj auf a, — 8" — §, und 
gleichzeitig R’~' auf 2 topologisch abgebildet, so daB die iibrigen Rand- 
punkte von a} fest bleiben. y kann so gewahlit werden, daB g(z) + z nur im 
einer gewissen Umgebung U > §, gilt, wo g*(z) € DO, (aj~') C & ist und 
man daher g* ein Vektorfeld in €, zuordnen kann. Indem wir dieses Vektorfeld 
bei der Abbildung z-—> g(z) durch Parallelverschiebung iiberpflanzen, ent- 
steht auf a; — 8"-' — , eme Abbildungsfunktion g**(z) mit 


(60) v(g**, as — F.) = v(g*, aj). 
Setzt man 

g**(z) fiir z ca} — F,, 
61 = 
on nat) jas fir 2 ¢U, — aj} 


und erklirt g.(z) auf §, durch die in Hilfssatz 7 konstruierte Funktion 4(z), 
so besteht in & ein stetiger Ubergang, und g.(z) hat auf a5~' die vorgeschrie- 
benen Werte; man hat nach (60) und (61) 
v(92, % ae 8) = v(g*, a, — a3) + v(g**, a; = 4) = We, 
ferner nach Hilfssatz 7 
u(ge, 8.) =— @, 

daher gilt (34), und wegen vg (gz, UH, + A) = ve (g*, U; + U,) auch (33). 

Hilfssatz 9. S"'(K,,&) sei ein Bawm. Es sei aS’ € Ki, a’ CO; 
WU —ai* zerfalle in n Gebiete U,,...,U,(" > 1). Dann lapt sich g(x) 0 
tiber a5~* mit (3) und (4) fortsetzen, daf vg (g,%2) = --- = ve(g,4,) = 0 
wird. 


Beweis. Da S’(K,,%) ein Baum ist, ist aj~' Neben:implex und 
Dx, (a5-!) — a5-? zerfallt in dieselbe Anzahl von Gebieten wie % — a5-'. 
Die auf $, M und a5~' beziiglichen Voraussetzungen von Hilfssatz 8 sind also 
erfiilit. gq(z) sei eine auf N + a’-? erklarte Funktion, die Forteetzung von 
g(z) nach Hilfssatz 3 ist, und g, sei so gewahit, da8 es einen Punkt p € af‘ mit 


(62) ga(P) € ag 
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gibt, was offenbar leicht zu erreichen ist. Weiter wahlen wir Simplexe a{~', 
as * mit p ¢ as’ caj~' cas’, so daB a5’, af~', a5” * paarweise punkt- 
fremd sind und 


ga(z)EDx,(p) fiir 2 € ay” 


ist. Es kann hiernach g, auf aj~' in bekannter Weise durch ein Richtungsfeld 
ersetzt werden. ai~'—|p| werde nun topologisch auf a,~' — aj! ab- 
gebildet, so daB aj~' punktweise fest bleibt, und dabei das Richtungsfeld 
iiberpflanzt; es entsteht ein neues Feld, das auf aj~' — a,~' erklart ist und 
nach stetiger Erginzung auf a;~‘ konstant ist. Wir setzen es konstant 
iiber a;~' fort und bilden daraus wieder eine Abbildung, die wir mit g*(z) 
bezeichnen, und die stetige Fortsetzung von g ist; dabei kénnen nach (62) 
die Verschiebungsvektoren auf a;~' konstant, etwa gleich »v, und zwar so 
gewahlt werden, daB die Bildpunkte in aj~’ liegen: 


g*(z) = x+0, g*(z) Ea,’ fir ze€a,'. 


Danach erfiillen g, g* und D = a3~' die Voraussetzungen von Hilfssatz 8; 
die Zahlen w, (v = 1, ..., ») mégen die Bedeutung (32) haben. Do,..., D, 
seien » — 1 paarweise punktfremde Teilgebiete von aj’. Wir wenden 
Hilfssatz 8 an mit D, statt D, w = w, und gewinnen eine Funktion g2(z) mit 


Vg (G2, Uz) = 0, ve (go, U,) = w, (y = 3,...,%). 


Im Falle (M) ist wegen » = 2 hier der Beweis zu Ende. 
{Erneute Anwendung des gleichen Satzes mit w = wz, U; statt Ay, 
93 statt Je; Ds statt Dd, 91 statt g* ergibt 93 mit 


0g (gs, Me) = ve (93, As) = 0, v6 (3, U,) = w, (» = 4,..., 0). 


Durch Wiederholung des Verfahrens (Induktion nach n) gelangt man schlieBlich 
zu einer Funktion g, mit 


¢ (9,, U,) = 0 (vy = 2,...,); 


g, ist die gewiinschte Fortsetzung von g, und wir schreiben g = g,. Damit 
ist der Satz bewiesen.] 

Hilfssatz 10. Es set r > 1; U enthalte ein r-dimensionales Simplex, aber 
keims von geringerer Dimension als r — 1. Dann gibt es eine Unterteilung Ky 
von K,, die die nicht 2u U gehorenden Simplexe ungeteilt lat, und man kann 
g(z) mit (3) und (4) tiber die in U enthaltenen Zellen von Ky bis zur Dimension 
r — 1 derart fortsetzen, daB der Rest von U in Gebiete U,, .. ., A, mit ve(g, U,) 
= 0 (» = 2,...,m) zerfall. 
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Beweis™®). Alle (r — 1)-dimensionalen Simplexe in & sind Nebensimplexe. 
{ Uber diejenigen von ihnen, die ihre Umgebung nicht zerlegen, setzen wir alsbald 
g(x) nach Hilfssatz 3 fort.] Wir bilden S’(K,, UM) und wenden Hilfssatz 6 an; 
es wird also K, durch eine Unterteilung K, ersetzt und & durch ein kleineres 
Gebiet YU’, so daB S’(K., U’) ein Baum ist. Jetzt ist Hilfssatz 9 (mit YU’ statt 
U, Ky statt K,) anwendbar; er liefert eine Fortsetzung von g iiber ein Simplex 
a’, ' ¢ Y’, so daB von den neu entstehenden Gebieten &, nur ein einziges, das 
willkiirlich gewahlt werden kann, eine von Null verschiedene Grenzfixpunkt- 
zahl erhalt. Die dabei mit S’(K,, &’) erfolgte Abanderung besteht darin, daB 
ein Punkt z, (der der Zetle aj~' zugeordnet war) samt den anstoBenden 
n, Strecken z, y, baw. Streckenziigen x, z,+- |z,| + 2, y, getilgt wurde, und 
daB S'(K,, UM’) nun in n, Baume S’(K,, U,) (vy = 1, ..., m;) zerfallen ist. Es ist 
natiirlich ve(g,U) = ve(g, AU’). Durch erneute Anwendung von Hilfssatz 9 
auf die S'(K,, U,), soweit sie mehr als einen Punkt enthalten, gelangt man 
durch Induktion zu » Komplexen, die nur aus je einem Punkt bestehen. Dies 
sind die y-Punkte von S’ (Kz, UM’), sie entsprechen also gewissen Gebieten, die 
von Zellen bis zur Dimension r — 1 frei sind. Eins dieser Gebiete hat die 
Grenzfixpunktzah] von &’, fiir die iibrigen ist vg = 0. 


Satz 1. Haben U und g(x) die auf 8.553 angegebene Bedeutung, und ist U 
zweidimensional zusammenhdangend, so lat sich g(x) mit (3) so tiber U fortsetzen, 
daB héchstens ein Fixpunkt entsteht. 


Beweis. Man setze g iiber die nulldimensionalen Zellen von & nach Hilfs- 
satz 3 fort und wende auf das Restgebiet Hilfssatz 10 mit r = 2 an. Die neu 
entstehenden Gebiete sind (vgl. 8.557) zum Teil Dreiecke, zum Teil drei- 
dimensional zusammenhangende Gebiete. Uber jene wird g nach Hilfssatz 3 
fortgesetzt, auf diese wird Hilfssatz 10 mit r = 3 angewendet usw. *!). So 
werden nacheinander die 2-, 3-, ...-dimensionalen Grundsimplexe isoliert 
und g(x) darauf definiert. Ein einziges von ihnen erhalt nach Konstruktion 
eine Fixpunktzahl v(g, a’) = ve(g, a’) = ve(g, U), die von Null verschieden 
sein kann, und daher eventuell einen Fixpunkt. 

Satz 1 wird fiir die Anwendung in § 2 wichtig sein. — Es ist leicht zuer- 
kennen, daB die Lage des Fixpunktes, der im Falle vg(g,U) + 0 entsteht, 
weitgehend willkiirlich vorgeschrieben werden kann. Bei jeder Zerfallung eines 
Gebietes U nach Hilfssatz 9 geht ja die Fixpunktzahl von Y auf ein willkiirlich 
mit M, bezeichnetes Teilgebiet iiber, und ist schlieBlich vg(g, a’) + 0, so kann 
innerhalb a’ der Fixpunkt noch willkiirlich gewahlt werden. Beriicksichtigt 


%°) Im Falle (M) ist nur dann etwas zu beweisen, wenn r die Dimension von fF ist. 
Es kann hier K, = K, gewahlt werden. Die Gebiete U,,..., U,, sind genau die nicht 
in N enthaltenen Grundsimplexe von X,. 

31) Im Falle (M) ist nur eine einmalige Anwendung von Hilfssatz 10 erforderlich. 
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man, daB bei geeigneter Zerlegung von $ bzw. UW jeder regulare Punkt2) 
imnerer Punkt eines Grundsimplex werden kann, so erkennt man: im Falle 
va(g, U) + 0 kann der in U entstehende Fixpunkt als reguldrer Punkt von U 
willkiirlich vorgegeben werden. 


Durch Spezialisierung auf den Fall, daB ® leer ist, gewinnt man aus 
Satz 1 den folgenden Hauptsatz 


Satz 2. Ist PB ein zweidimensional zusammenhiingendes Polyeder, so gibt 
es eine Deformation von J in sich mit nur einem Fixpunkt, dieser hat die Viel- 
fachheit 7($). Ist 7(P) = 0, so gibt es auch eine fixpunktfreie Deformation. 


Im Sinne der in der Eimleitung benutzten Bezeichnungen 1a8t sich Satz 2 
auch so aussprechen : 


Fiir die Abbildungsklasse der Identitdt bei zweidimensional zusammen- 
hiingenden Polyedern gilt m = pu, d.h. die geometrische Fixpunkimindestzahl 
ist gleich der Zahl der wesentlichen Fixpunktklassen. 


§ 2. 
Beliebige Abbildungsklasse. 


Fiir diesen Paragraphen wird iiber das Polyeder $ die nachstehende 
Voraussetzung gemacht: 


D. PB = |K| set dreidimensional zusammenhingend. Jeder Weg in f, der 
zwet regulire Punkte verbindet, sei homotop*) zu einem solchen, der ganz in 
einem dreidimensional zusammenhidngenden Gebiet in PB verlduft. 


Die Bedingung D fordert mehr als den dreidimensionalen Zusammenhang. 
Wir kénnen sie fiir die zu beweisenden Satze durch eine noch schiarfere, aber 
bequemere Bedingung D’ ersetzen. 


Da man ein mindestens d-dimensionales Polyeder d-dimensional zu- 
sammenhangend nennt, wenn es nicht durch ei héchstens (d — 2)- 
dimensionales Teilpolyeder zerlegt werden kann, wird durch die auf 8. 557 
eingefiihrte Ausdrucksweise, da8 ein Nebensimplex seine Umgebung zerlegt, 
die folgende Verscharfung jener Definition nahegelegt : Hin mindestens d-dimen- 
stonales Polyeder J = |K\ heiBt lokal d-dimensional zusammenhdngend, wenn K 
kein héchstens (d — 2)-dimensionales Nebensimplex enthdlt, das seine Umgebung 
zerlegt. Gleichwertig ist die Formulierung: $8 heift lokal d-dimensional 2u- 
sammenhingend, wenn jedes Gebiet in J d-dimensional zusammenhingend ist. 
Fiir Mannigfaltigkeiten sowie fiir d = 1 sind d-dimensionaler und lokaler 

%) Vgl. W., S. 663. 

33) Vyl. W., S. 665. 
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d-dimensionaler Zusammenhang gleichbedeutend ; im iibrigen besagt D weniger 
als die folgende Bedingung: 
D’. B set ein lokal dreidimensional zusammenhingendes Polyeder. 
Benutzt wird, wie gesagt, nur die Bedingung D. 


Wir nehmen weiter eine Abbildungsfunktion f(z) als gegeben an und setzen 
von hier ab bis Hilfssatz 15 eimschlieBlich voraus: f(z), abgektirzt mit x’ bezeich- 
net, sei eine stetige Selbstabbildung von T mit nur reguliren Fixpunkten, die in 
Grundsimplezen von K liegen. p und q seien zwet Fixpumkte bei f(x), die our 
gletchen Fizpunktklasse gehéren. 

Hilfssatz 11. Es gibt eine Unterteilung K, von K, Simpleze a7’, a’, a°* 
aus K, und Punkte q, (v = 1,...,k) mit folgenden Eigenschajten: 9, € a°", 
pea, géajt, a” =a,"5'4,, 494, Ca, 4,22; die at” sind 
Grundsimpleze, alle a,” und a.’ sind paarweise verschieden; das (ebiet 





k 
G = LF Ox, (a\”) ist bei f(a) fixpunktfre’ bis auf die Fixpunkte p und q; 
r=1 


der die Punkte p,q; %2,---» Qe, q verbindende Streckenzug € ist homotop zu 
seinem Bilde C’. 


Beweis. Da p und q zu derselben Fixpunktklasse gehéren, gibt es einen 
Weg €, von p nach q, der zu seinem Bilde €, homotop ist. Diese Eigenschaft 
von €, bleibt erhalten bei Deformation von €, (unter Festhaltyng der End- 
punkte), da auch ©, dann nur eine Deformation erleidet. Also kann man Cy 
ersetzen durch eine Kurve €,, die homotop zu ©, ist und ganz in einem drei- 
dimensional zusammenhangenden Gebiet 6, verlaiuft. €, kann als Streckenzug 
gewahlt werden. Durch eine kleine Verschiebung der Eckpunkte von €, kann 
man noch erreichen, da8 €, doppelpunktfrei ist, die von p und g verschiedenen 
Fixpunkte von /(z) und alle null- und eindimensionalen Zellen von K ver- 
meidet und bis auf endlich viele Punkte im Innern von Grundsimplexen 
(von K) verlauft. Durch Unterteilung von K zm KA, kann man auSerdem 
erzielen, da8 €, jedes Simplex von K, nur einmal (entweder in einem Punkt 
oder in einem offenen Streckenzug) trifft, daB die getroffenen Simplexe a 
samt ihrer Umgebung ©, (a) frei von Fixpunkten auBer p und q sind, und da8 
€, innerhalb von Grundsimplexen stets geradlinig verliuft. Die der Reihe 
nach getroffenen Grundsimplexe seien aj’, aj', ..., aj*. Wir erhalten €, 
indem wir jeden der (auf Nebensimplexen liegenden) Eckpunkte von €, neuer- 
dings so verschieben, da8 er im Innern der héchstdimensionaien gemeinsamen 


Randseite der beteiligten Grundsimplexe a‘";' und a,” liegt; damit haben 





wir die Punkte ¢, € a’, und es ist a°” = a,’>' a,” (vgl. Fig. 6). Damit ist 
alles bewiesen. 
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In Fig. 6 ist aus zeichentechnischen Griinden, im Widerspruch zu der 
Bedingung d, >2, d;=d,=1, m=1, = 2 gesetzt. — Im Falle (M) 
ist stets r, = d, d, = d — 1, wenn d die Dimension von ¥ ist. 

Das Gebiet 6 = LY Ox, (as) enthalt auch die Dy, (a’”). Nur in G werden 


wir (in Hilfssatz 14) die Funktion f(z) abaindern. — Auf € fiihren wir einen 
Parameter (0 S & < 1) ein, der zur Bogenlange proportional ist; es sei 
c(&) die Parameterdarstellung von ©, c(0) = p, ¢(1) = gq. 


Hilfssatz 12. Es gibt eime in OSE 51,051 S1 stetige Funktion 
A(E, t) mit Werten aus PB und folgenden Eigenschajten: 
h(E, 0) = c(€), A(E1) =e (E) (= F(e(E)), 
h(0,t) = p, A(l, zr) = q, 
(63) A(é, rt) + c(€) fir § + 0,1, .1 +0. 
Beweis. Alle Bedingungen bis auf (63) sind trivialerweise zu verwirk- 
lichen als Ausdruck der Tatsache, da8 €’ zu € homotop ist. 

I. Esseiemit0< <} so gewahit, 
da8 fiir ESe c(€)€ aj, c’(&) € ap’, 
und fir §>1 —e c(&)€aj*, ce’ (&) €ay* 
ist (Fig. 6). Wir nehmen auBerdem an, 
daB c'(e)¢C, c'(l1—e)¢C€ ist; dies 
14Bt sich nétigenfalls erzwingen durch 
eine beliebig kleine Deformation von 
/(z) in der Umgebung von c(e) und 
c(1 — «), die unsere Voraussetzungen 
nicht stért. Dann setzen wir fiir 
0s S66 und fir l1—eS f= 1 


h(E, t) = (1 — zr) e(€) + (8) ™). 
Damit ist fir  S« und § > 1 —« (sowie fiir t = 0,1) h(é, 7) im Einklang 
mit (63) erklart. 

II. Wir verbinden die Punkte h(e, ¢) und h(1 — «, e) durch einen Strecken- 
zug €,. Dieser soll dieselben Simplexe (aj°, av’, ..., a,*) wie € durchlaufen 
und zwar die a.” nur in je einem Punkte treffen, soll aber zu © punktfremd 
sein, was offenbar erreicht werden kann. Fiir ©, wahlen wir eine Parameter- 
darstellung A(&, «) (e S § S 1 — 8), so daB stets A(é, 0) (= c()) und h(E, e) 
den gleichen Trager in K, haben. Dann sei fiir eS fS1l—e, OS tSe 


6 (é,t) = (1— +) b(E,0) + = (2). 








Fig. 6. 


*%*) Deutsche Buchstaben bedeuten die entsprechenden Ortsvektoren, vgl. 8.549. 
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Ill. Fir « S & J 1 —e ist A(E, 1) = c'(€) + c(€);. es sei dort 
(64) o (c(), e (&)) > 6 > 0. 


Wir wenden Hilfssatz 1 (aus W.) an; a(z, y, tT) und a(¢) mégen die dortige 
Bedeutung haben. Wir wiahlen ¢, mit 0 < ¢, < ¢ so, daB 
o(A(e, 1 — 8), e’(#)) < =(6), o(A(1 — 6, 1 — a), e’(1 — &)) <a (d) 
ist. Die Punkte A(e, 1 — e;) und h(1 — e, 1 — e;) verbinden wir durch einen 
Streckenzug €* =: {e*() (e S § S 1 — «)}, der zu € punktfremd ist, so daB 
firs S&&Sl1-—e8 
o(c*(E), e’ (€)) < «(6) 


gilt %). Auf€* soll £ stiickweise zur Bogenlange proportional sein. Dann setzen wir 


h(é, x) = o(e*(8).¢ (8), +") fir est <1—¢, 1—-e <1. 
i 


Es ist dann nach W., Hilfssatz1 o(A(&, 1), e’ (€)) < 4, daher nach (64) auch 
hier (63) giiltig. 

IV. Die gewiinschte stetige Abbildung des Eimheitsquadrates der (£, r)- 
Ebene (Fig. 7) in ¥ ist nunmehr fiir die in der Figur schraffierten Teile unter 
Wahrung von (63) hergestellt. Das Bild des Randes des durch ¢ < § <1 —e, 
e<t<1l-—e, gegebenen Vierecks & 
ist nach Konstruktion ein zu € fremdes ge- 
schlossenes Polygun YW. Dieses ist in P 
zusammenziehbar, weil der Rand des Qua- 
drates in Fig. 7 durch A(é, rt) auf den null- 
homotopen Weg € €’-! abgebildet wird. Wir 
wahlen eine Unterteilung K, von K,, die 
eine Zerlegung von YW als Teilkomplex ent- 
halt, jedoch so, daB € zu jeder nuil- oder 
eindimensionalen Zelle von Ky, fremd ist 
und mit jeder zweidimensionalen héchstens 
einen Punkt gemeinsam hat. Es ist dann 
¥8 zusammenziehbar in |K>|, wo K? der maximale zweidimensionale Teil- 
komplex von Ky ist; es gibt also eine Simplizialabbildung h,(é, 1) von 
® in |Kz|; die sich stetig an die auf dem schraffierten Bereich erklarte 
Abbildung A(&, r) anschlieBt. Die Bildmenge A, (%) hat also mit € nur end- 
lich viele Punkte gememsam). Auch in 8 gibt es nur endlich viele Zahlen- 
paare (€, 1) mit A(é, tr) €€. 

















*) Man konstruiere den Weg mittels eines Sehnenpolygons von €’, dessen Ecken 
man nachtraglich, um € nicht zu treffen, etwas verschieben kann. 

%*) An dieser Stelle wird die Dimensionsvoraussetzung fiir % — D, S. 569 — aus- 
genutzt. ; 
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V. Ist % < a? © Ke, % = c(&) = hy (&, to), 80 sei v ein Vektor in Rich- 
tung einer Zp enthaltenden oder von zp berandeten Strecke aus €. Durch den 
Ansatz 


5(E, t) = Bi (é, t) + ACE, t) v, 


wo A nur in einer klemen Umgebung von (&, t)) von Null verschieden sein 
soll, erhalt man als Schnittpunkt von h(%) mit € an Stelle von zp) emen anderen 
Punkt A(&, to) + ¢(&). In dieser Weise kann man alle Punkte, an denen (63) 
verletzt ist, beseitigen. Damit ist Hilfssatz 12 bewiesen. 

Hilfssatz 13. Es gibt eine fiir x ¢ © erklarte Abbilduny z mit folgender. 
Evgenschaften : 

re€; c= fir eC; cE Try (z); y = z fir y € oz*), 
Beweis. Wir unterscheiden drei Fille: 


I. ze Dx, (a*"), z¢a,'>', 2€ a,’: 


v—1? 
Il. 2 €a’, » + 0,k; 

III. z ¢€ a,” oder z¢ a;*. 

Im Falle I sei z= q,. 

Im Falle II sei z ¢ €; H* sei die durch die Strecke g, g,, , und den Punkt z 
bestimmte Halbebene. §? schneidet a’" in einem konvexen Polygon, dessen 
Ecken der Reihe nach etwa s, g,, 9,,,,¢, ... sem mégen (Fig. 8). Wir 
erklaren z durch die Festsetzung, daB die drei 
die Strecken sq,, tg,,, und #2 tragenden Ge- 
raden entweder durch einen Punkt z gehen 
oder parallel sein sollen. 

Im Falle III, etwa fiir z € aj’, verfahren 
wir analog wie in Fal] II, ndem wir gp als 
zweiten Schnittpunkt von aj? mit der durch 
p und gq, gehenden Geraden definieren. Ordnet 
aber das unter II angegebene Verfahren dem 
Punkt z eimen nicht auf € liegenden Punkt 
zu, sO setzen wir statt dessen z= p. Fiir Fig. 8. 

x € a,* verlauft die Konstruktion entsprechend. 

DaB die so erklarte Funktion z stetig ist und auch die weiteren gewiinschten 
Eigenschaften hat, ist leicht zu erkennen. — 

Es sei x > 0 so gewahlt, daB der Abstand von $% — © und der Punkt- 
menge [o(z, Z) < x] ungleich Null ist. Mit U, (0 < « <x) bezeichnen wir 
die Menge der z €G mit o(z, x) < ¢; U, ist ein dreidimensional zusammen- 





37) Die Abbildung z ist eine ,,Retraktion’:; vgl. AH., S. 342. 
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hangendes Gebiet. (x) sei fir 2 €@ die durch z = c(E(z)) bestimmte 
Funktion; &(z) ist stetig. 


Hilfssatz 14. Es gibt eine zu f(x) homotope Selbstabbildung g,(x) und 
ein Gebiet U < & mit folgenden Eigenschaften: fiir z € P — G ist g,(x) = f(z); 
fiir x €G — U ist g(x) + 2; fiir c EU Ast g,(z) € By (z). . 
Beweis. Es sei e eine Zahl mit 0 < « < x, iiber die noch verfiigt wird. 
Wi: definieren 
h(é (z), > o(z, z)) fir eu,’ 
2 


(05) g: (x) = 1((2— = e(z,#) # + (= o(@,#) —1)) fir c<cu,—U,, 
2 


f(z) fir ce — U,. 
Man iiberzeugt sich zunichst: g,(z) ist fur « € P defimiert. g,(z) ist auf den 


Mengen U,. U,—U, und P — U, stetig. Auf den Begrenzungen dieser 


Mengen, d. h. fiir o(z, z) = = bzw. o(x, Z) = e, stimmen der erste und zweite 


bzw. der zweite und dritte Ausdruck fiir g, (x) tiberein; g,(z) ist damit auf $ 
stetig. 


Um die Homotopie von g, mit / nachzuweisen, fiihren wir die Deformation 
von g; in f explizit aus: es sei fir 0 So 31 


2 . ‘ 
ntosa) = [BEnerO—9, e (z, 2) fiir OOF. 
9: (2) fir ceP—U,. 
2 


Indem wir o von 0 bis 1 wachsen lassen, geht dann g,(0; z) = g,(z) stetig 


iiber m 
f(z) auf U,, 
(1; 2) = bi auf ZB —U,. 
2 
Man kann dafiir schreiben 
#(Ax + (1 — A)x) auf U,, 
f(xy auf $B — U,; 


hierbei ist A = A(z) eme wohlbestimmte auf U, stetige Ortsfunktion mit 
0=Acs1. Setzen wir nun fir 1 So 52 


9, (1; 2) = 


{ f(A(2 —o)z+(1—2A+ Ao)x) auf U,, 
(42) auf B — U,, 


so haben wir den Uhergang von g;(1; x) nach g,(2; 7) = {(z). g) ist also 
homotop zu /. 


gi(o; 2) = 
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Es sei nun 7 die nach AH. VIII, § 2, 1 existierende (dort mit 1 bezeichnete) 
Zahl, so daB jede Menge aus $ mit einem Durchmesser kleiner als 7 ganz 
in einem Stern Dx (u,) (u, eine Ecke von KX) enthalten ist. Es gilt dann auch: 


(66) aus @ (z, y) < » folgt y € By(z). 


Da fiir § = 0, = lund r= 0 e (h(E, 1), (é)) = 0 ist, 148t sich ferner ein 6 
mit 0 < 6 < } bestimmen, so dab 


g (h(E, x), e(€)) < = 


fir § <6, fir & >1—6 und fiir t < 6 


(67) 


ist. Weiter sei € > 0 so gewahlt, daB 
(68) o(h(é, tr), c(€)) >¢ fir 55F S1-—6, r26 


ist; fiir die abgeschlossene Menge [6 < § S 1 — 6, t > jist ja h(E, r) + c(&) 
(Hilfssatz 12). SchlieBlich bestimmen wir «¢ mit 


(69) 0<e <Min(+, 5) 
so, daB 
(70) o(2’, y') < Min(Z, >) fiir o(z,y) <e« 


ist. Damit ist g, dann durch (65) festgelegt. U bestehe aus den Punkten 
x €U, mit (x) <6 oder &(z) > 1 —6 und den Punkten z ¢ UL; U ist offen 


2 
und, da es € und mit jedem z die Strecke zz enthilt, zusammenhingend, also 


ein Gebiet. Es ist U Cc U,. Dag; nur auf U, von / verschieden ist, haben wir 
nur noch zu zeigen: 


a) auf U, — U ist g,(z) + 2; 

b) auf U ist g,(z) € Bg (z). 

ad a). Es sei < 0(z,%) <e und 6S &(2) S1—6. Es ist dann 
nach (65) entweder 0(z, Z) < > und 


9(91(x), x) = 9 (h(E(z), t), 7) S o( h(E (2), 1), e(E(2))) — o(2, 2) 
mit r = = 9(z, x) = 6, also wegen (68) und (69) 
e(gi(2), 2) >f—e> > >0, 
oder o(z, x) = F “ und 
(9: (x), z) = »((ai + (1 —A)2xy, 2) 
= — o((Az + (1 — Ajax)’, 2) + o(A(E (2), 1), e()) — o(2, 2) 











576 F. Wecken. 
mit 0S A<1; also, da o(Az + (1 — A)x, x) S o(z, Z) < « ist, nach (68), 
(69), (70) 


o(9:(2),2)>—F+0-@>5-F 


= 0, 
also in jedem Falle g,(z) + z. 
ad b). Es géniigt zu zeigen: o(9,(z),z) < fir zeU. Ist reU, 

und &(z) < 6 oder &(z) > 1 — 6, so ist entweder nach (67) und (69) 

2(91(z), 2) = 9 (A(E(z), 2), z) 

S o(A(E(z), 2), c(E(z))) + o(@, 2) << P+e<n, 

oder nach (67) und (70) 
o((Ax + (1 — A)zy’, z) 
e( (Ax + (1 — Az)’, 2’) + o(A(E(x), 1), e(E(z))) + o(z, 2) 


n 4 
g3tragte<. 


o(9;(z), 2) 


lA 


A 


Ist ferner x € U,s, also auch z €U,, so ist (9, (zx), z) = o(A(E(z), t), Z) mit 
3 z 


o(z, z) < 4, also nach (65), (67), (70) 


m |v 


T= 


0(91(z), z) S o(A(E(z), t), e(€(z))) + oe, 2) <G+e <n. 
Damit ist Hilfssatz 14 bewiesen. 


Hilfssatz 15. Die auf 8.570 bezeichnete Abbildung { lat sich stetig in 
eine solche Abbildung g deformieren, die in einer Umgebung der von p und q ver- 
schiedenen Fixpunkte von {(x) mit f tibereinstimmt und auBer ihnen nur noch 
einen und zwar einen reguldren Fixpunkt hat, der wieder in einem Grundsimpler 
von K liegt. 

Beweis. Wir gehen von der in Hilfssatz 14 konstruierten Funktion g, (zx) 
aus, die wir nur noch innerhalb U abzuandern haben, so da dort nur ein 
Fixpunkt bleibt. M sei eine abgeschlossene, zusammenhangende Teilmenge 
von U, die alle Fixpunkte aus 1%) enthalt; M habe von P — U den Abstand 
e > 0. Kg sei eine Unterteilung von K,, bei der alle Simplexdurchmesser 
kleiner als ¢ sind (eine ¢-Zerlegung, vgi. W., 8. 663). Q sei die Vereinigung aller 
abgeschlossenen Grundsimplexe von K¢, die von § den Abstand Null haben; 
es ist MC OCU. A sei das Innere, Q die Begrenzung von Q, es sei 
R= P — A. Jedes Simplex von N hat von M einen von Null verschiedenen 
Abstand; die Punkte von M und insbesondere die Fixpunkte aus U liegen 
daher in M. & ist nach Konstruktion zusammenhangend, und zwar als Teil- 
gebiet von U dreidimensional, also erst recht zweidimensional zusammen- 
hangend. Die Abbildung g,(z) ist auf Q fixpunktfrei, und es ist dort g,(z) 


%) Also insbesondere alle Punkte der Kurve C. 
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€ Bx(z). Es sei nun g(z) = g,(z) fiir z €R; nach Satz 1 setzen wir g(z) 
iiber & fort, so daB (3) gilt und nur ein Fixpunkt in einem Grundsimplex 
von K, entsteht. Wir sind fertig, sobald noch gezeigt ist, daB g zu g, homotop ist. 
©} > 0 sei der Abstand von Q und % — U. Aus (3) folgt nach 8. 552f. 
leicht die Existenz eines Weges von =z iiber h(x) nach g(z): 
a(x, g(x), t) stetig im z und t (0stsl), 
a(z, g(z), 0) = x, a(z, g(x), 1) = g(z) 
(vgl. auch W., Hilfssatz 1 und AH., 8. 343). Ist ¢(z) der Abstand von Q 
und z, so ist fiir ¢(z) < 6 g,(z) € Bg(z), g(z) € Bg (z) und fir C(x) > 0 
9,(z) = g(z). Man kommt nun von g(z) iiber 





g,(z) = a (x, 9(2), 1— o Max (1 - 22) 0)) (0sS03)) 


stetig zu einer Funktion 


t (x) 
g* (2) = é 


fa(z,g(z), ~) wenn ¢(z) <6, 
\ 9(z) wenn {(z) > 6 


und analog von g;(z) aus zu der damit identischen Funktion 


g*(z) = {° (z, 91(Z), et) wenn C(z) < 6, 


91 (Zz) wenn {(z) = 6. 

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir den Hauptsatz dieses Paragraphen 
fast ohne Beweis aussprechen. 

Satz 3. Das Polyeder Y habe die auf S.569 erklérte Eigenschajft D. 
Dann enthilt jede Abbildungsklasse t von B in sich Abbildungen, bei denen jede 
wesentliche Fixpunktklasse durch einen einzigen Fixpunkt vertreten ist und un- 
wesentliche Fixpunktklassen nicht auftreten. 

Beweis. /(z) sei eime Abbildung aus f mit nur regularen Fixpunkten 
und iibrigens mit médglichst kleiner geometrischer Fixpurktzah]. Es kann 
bei /(x) insbesondere kein Fixpunkt der Vielfachheit Null auftreten. Gabe es 
mehr Fixpunkte bei /, als die Zahl « der wesentlichen Fixpunktklassen angibt, 
so miiBte eine Fixpunktklasse zwei regulare Fixpunkte enthalten, und die geo- 
metrische Fixpunktzahl] JieBe sich — gegen die Voraussetzung — nach Hilfs- 
satz 15 noch erniedrigen unter Aufrechterhaltung der Regularitaétsbedingung. 
Nach der schon in W. bewiesenen Ungleichung m = yu kann ferner auch eine 
Abbildung mit nichtregu)aren Fixpunkten deren nicht weniger als haben. 

Der wesentliche Inhalt von Satz 3 kann so ausgedriickt werden (vgi. die 
Bemerkung nach Satz 2, 8. 569): Fiir jede Abbildungsklasse bei den der Be- 
dingung D gentigenden Polyedern gilt m = pu. 


(Eingegangen am 15. 2. 1942.) 











(ber eine Eigenschaft von Systemen 
linearer wohlgeordneter Mengen. 


Von 
Georg Kurepa in Agram (Kroatien). 


Am anderen Ort habe ich folgendes Problem gestellt): Sei F ein beliebiges 
unabzahlbares System wohlgeordneter Untermengen®) der geordneten Menge 
der rationalen Zahlen; enthalt dann F ein gleichmédchtiges Untersystem, das 
so beschaffen ist, daB von je zwei seiner Elemente keines ein Anfangsstiick 
vom anderen ist ? 

Auf die vorstehende Frage werden wir bejahend antworten und beweisen, 
daB ein analoger Satz sogar fiir Systeme wohlgeordneter linearer Mengen 
zutrifft, ja sogar fiir Systeme wohlgeordneter Untermengen einer beliebigen 
geordneten separablen Menge*). Ob dies noch wahr ist fiir Systeme wohl- 
geordneter Mengen einer beliebigen geordneten mit Suslinscher Eigenschaft 
behafteten Menge*), bleibt noch offen (und ist gleichbedeutend mit dem 
Suslinschen Problem: ob jede stetige, geordnete mit Suslinscher Eigenschaft 
behaftete Menge zu einer linearen Menge 4hnlich ist). 

Die Begriffe iiber die sogenannte verzweigte Tafel5) (s. u.) passen sich 
gut der Sache an, und der Inhalt des Aufsatzes gipfelt in der Tatsache, daB 
jede verzweigte Tafel, in der eine reelle wachsende Funktion existiert, normal 
ist (s. u.). 


1. Verzweigte Tafel. Eine teilweise geordnete Menge T (beziiglich einer 
ordnenden Relation <<) ist eine verzweigte Tafel}, im folgenden v.T., oder T 
(beziiglich <), wenn fiir jedes ae T die Menge 


(1) (., @)n 
aller ce T mit z < a wohlgeordnet ist (beziiglich <). 


1) Georges Kurepa, Ensembles ordonnés et ramifiés, Thése, Paris 1935; auch in 
Publ. Math. Univ. Belgrade IV (1935), S. 1—135, 3, 134, FuBnote.’ 

*) Beziiglich der Terminologie iiber die Mengenlehre s. Felix Hausdorff, Mengen- 
lehre, 2. Auflage. Berlin-Leipzig 1927. 

3) Nach Fréchet heiBt eine geordnete Menge separabel, wenn sie eine héchstens 
abzahlibare iiberall dichte Teilmenge enthalt. 

*) Eine geordnete Menge besitzt die Suslinsche Eigenschaft, wenn jedes System 
disjunkter nichtleerer offener Intervalle der Menge héchstens abzahlbar ist. 

5) Franzésisch: tableaux ramifiés [1.c.'), S. 73]. 
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Fiir jede Ordnungszahl « werden wir durch 
(2) R,T 
die Menge aller z ¢ T bezeichnen, fiir welche die wohlgeordnete Menge (., x)p 


vom Typus « ist; die Menge (2) heiBe «-Klasse von T (beziiglich <). Die erste 
Ordnungszahl «, fiir welche R, T leer ist, heiSe Rang von T und werde durch 


(3) yf 
bezeichnet. So haben wir also die wohldefinierte Folge der Klassen von T 
(4) "i 4) ee © (a< yT), 


und eine Klasse R, T ist von 1. oder 2. Art, je nachdem die Zahl « von 1. oder 
2. Art ist. 

Folgende Tatsachen sind fast selbstverstandlich: 

a) Jeder Punkt von 7 gehért einer und nur einer Klasse an; daher die 
Redeweise: ein Punkt von T ist von 1. oder 2. Art, je nachdem ob die ihn ent- 
haltende Klasse von 1. oder 2. Art ist. 

b) T= DR,T, (a<yT); T> FR,T*), (a2 <B), fiirjedesp < yT. 


c) Die Elemente jeder Klasse sind unvergleichbar, d. h. wenn a, 6 zwéi 
verschiedene, zu derselben Klasse gehérige Punkte sind, dann ist weder 
a < 6b noch 6b <a. 

d) Wenn « < 8 <yT und be R,T, dann enthilt die Klasse R,T ein 


einziges Element a mit a < b. 


2. Normale Tafel. Ein T ist (beziiglich <.) degenericrt, wenn fiir jedes 
aeT die Menge aller mit a vergleichbaren Punkte von T geordnet (also auch 
wohlgeordnet) ist. Z.B. jede Klasse von T ist degeneriert. Eine v.T. ist 
normal, wenn sie endlich ist oder eine gleichmédchtige degenerierte Untermenge 
enthilt. 

Die Frage, ob jede v. T. normal ist, bleibt offen; jedenfalls beweist mah 
folgende Hilfssatze : 

Hilfssatz 1. Jede héchstens abzaihlbare v.T. ist normal’). 


Hilfssatz 2. Wenn die Potenz von T gréBer ist als die von y7, dann 
ist T normal8). 


3. Die Tafel E, (hierbei bedeute E eine beliebige geordnete Menge). 
Wenn E eine geordnete Menge ist, so werden wir wie Hartogs®) durch 


(5) E, 








®) Das Inklusionszeichen > schlieBt das Gleichheitezeichen = aus. 

7) l.e.t), § 11, Nr. 2a. 

8) l.c.4), $11, Nr. 2 u. 3. 

%) F. Hartogs, Uber das Problem der Wohlordnung. Math. Annalen 76 (1915), . 
S. 438 —443. 
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das durch die Relation < teilweise geordnete System aller wohlgeordneten 
Teilmengen von £ bezeichnen. Dabei bedeute 4 < B, da die wohlgeordnete 
Menge A ein Anfangsstiick von der wohlgeordneten Menge B ist, ohne daB 
B ein Anfangsstiick von A sei. 

E,, ist eine beziiglich < verzweigte Tafel, und fiir jedes « besteht R, EZ, 
aus allen wohlgeordneten Teilmengen von 7, deren Ordnungstypus « ist; 
insbesondere besteht R)£,, aus der Nullmenge. 

Man beweist leicht, da8 £,, normal ist; die schwere Frage aber, ob fiir 
jedes EZ auch jedes Teilsystem von £, normal ist, bleibt unentschieden. 

Im folgenden werden wir die folgenden vier Fille behandeln: 

Erster Fall: E ist die geordnete Menge der rationalen Zahlen. 

Zweiter Fall: £ ist die geordnete Menge der reellen Zahlen. 

Dritter Fall: Z ist eine beliebige separable geordnete Menge %). 


Vierter Fall: £ ist eine beliebige geordnete, mit Suslinscher Eigenschaft 
behaftete Menge‘). 


4. Erster Fall. Die Tafel E,, (E = geordnete Menge aller rationalen 
Zahlen) [vgl. (5)). 


Satz 1. Jede Tafel TE, ist normal; insbesondere enthilt jedes unab- 
eihlbare unendliche System T wohlgeordneter Teilmengen der Menge der ra- 
tionalen Zahlen ein gleichmichtiges Teilsystem, in dem kein Element ein Anfangs- 


stiick von einem anderen ist. 
Beweis. Nun sei TC E#,; nach Hilfssatz 1 kann man annehmen 


pT = p2”), nach dem Hilfssatz 2 kénnen wir, wegen yZ, < 2, annehmen 


pT = pQ. Weiter kann man supponieren, daB jede Klasse R,T héchstens 
abzahlbar ist (sonst hatte 7 dieselbe Potenz wie eine seiner Klassen, womit 
alles bewiesen wire). 


Wegen yT <Q, pR,T S pe”) (a < 2) haben wir also 
yT=Q2, pR,T Spe, pT = pQ). 


Es seien nun: 


(6) Ao, Ay, ..., Ags. es (§ <Q) 
die transfinite Folge aller Elemente von 7, und 
(7) A = {ao, 4;,...,4:,-- ree 


irgend ein Element von T (also auch von E,.); A ist also eine wohlgeordnete 


Menge von rationalen Zahlen vom Typus a. Fiir jede rationale Zahl r werde 
die Zahl 


(8) y (r, A) 


%*) pX bedeutet die Potent von X; insbesondere also pf? = hr PO = %- 
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folgendermaBen definiert: 


gy (r, A) = — 1, wenn r nicht in A enthalten ist; 
y (r, A) = B, wenn in der Darstellung (7) geradea, = r. Weiter setzen wir 
(9) ¢ (r, T) = sup —(r, A), (A eT). 
A 


Man hat — 1S g(r, T) <Q. 


a) Es gibt mindestens eine rationale Zahl ro mit (ro, T) = 2. Wire 
namlich  (r, T) < Q fiir jedes r, so ware auch 6 < 2, wo 6 = sup 9 (r, T) 


und r die abzihlbare Menge aller rationalen Zahlen durchliuft. Nun sei A 
ein Element von R;,,7. Wegen yT = 2 existiert A. Weil der Ordnungs- 
typus von A mindestens 6 + 3 ist, so hatte man fiir die (6 + 2)-te Zahl r 
in der Menge A g(r, A) = 6+ 2, also p(r, A) > 6 = g(r, T) und damit 
einen Widerspruch. 

Wenn so die Existenz der Zahl rp bewiesen ist, konstruieren wir die 
transfinite Folge 
(10) A®, A},...,A,.. 
folgendermaBen : 

A® sei das erste Glied in (6) mit g (79, 4°) = 0; allgemein sei fiir jedes 
0 < & <Q nun A* das erste Glied in (6) mit @ (ro, 4) > sup (ro A%); wegen 

a<s 


- (E < Q) 


@ (ro, T) = Q ist fiir jedes § < Q die Existenz von A‘ gesichert, und es ist 
(11) @ (To, A°) < @ (ro, 41) < ++ < pm, A) <--*, (F< Q). 


b) Die Elemente der Folge (10) sind miteinander unvergleichbar, d. h. wenn 
a < B <Q, so ist weder A* < A’ noch A® < A*. 
Seien namlich 


A*® = (a5, ay, os ee at, ee \ecr> 
Af = (af, &,..., 8, ...):<- 


ss 


die Darstellungen der Form (7) von A* bzw. A®. Definitionsgema8 ist 


« = — . 
Bp (79, A%) — 70 = Fy Ox, Py 
Wire nun zum Beispiel A* < A’, so wiire 


a’ 


8 a : p 
Bor, A%) = 0s also a ¢ (to, AP)? 


¢ (ro, A®) 
was unmoglich ist, weil einerseits nach (11) @ (r9¢4*) < @ (ro A") und anderer- 
seits wegen der Wohlordnung von A® 


ai (ro, 4%) S ay (ry, AP)" 
Ebensowenig ist A? < A*. 
ZusammengefaBt kénnen wir sagen: Die Menge der A‘ (€ < Q) in (10) 
ist eine unabzahlbare normale Teiltafel von TC R,. Damit ist Satz 1 be- 
wiesen. 
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5. Zweiter Fall. Tafel E,, (E = Menge aller reellen Zahlen). 

Satz 2. Jede Tafel TCE, ist normal. Jede wnabsihlbare Tafel TCE, 
enthalt eine gleichmachtige Teiltafel von unvergleichbaren Elementen. 

Setzen wir fiir jedes Ae Z,, welches von der Nullmenge verschieden ist, 


{(A) = sup z, (a ¢ A), 


so hat man — @ < f(A) S ©, und fiir jedes Tripel A, B, C von Elementen 
aus E,, mit A < B < C hat man /(A) s /(B) = f(C) mit héchstens einem 
Gleichheitszeichen. 


Wie im vorigen Falle kénnen wir ohne Einschrankung voraussetzen, daB 
(12) pT = pQ, yT=2, pR,T S po, (a < 2)); 
jede der beiden Mengen 


T,= TR, , 7. (a < Q), T,=T-T, 


geniigt denselben Bedingungen, wie auch der folgenden: 

Wenn A, B zwei Elemente von 7’; (bzw. 7';) sind, so daB A < B, dann 
ist —© </(A) < {(B) S @. In bekannter Weise sagen wir dafiir, da8 
f(z) in T, (bzw. T,) eine reelle wachsende Funktion ist. 

Infolgedessen wird der Satz 2 durch folgenden schénen Satz erweitert: 


Satz 3. Jede vermweigte Tafel T, in der eine reelle wachsende Funktion 
existiert, ist normal; falls T unabzihlbar ist, hat T dieselbe Potenz wie eine seiner 
Untermengen, die kein’ Paar vergleichbarer Elemente enthilt. 


Beweis des Satzes 3. Sei nun 
(13) f(z) 


eine reelle wachsende Funktion in 7’; es ist y T < Q (gabe es nimlich a ¢ R,T, 
so wire die Menge aller Zahlen f(z), (z.¢ T mit  < a), eine unabzahlbare 
wohlgeordnete lineare Menge, was nach einem Cantorschen Satz unméglich 
ist). Wie oben kénnen wir auch hier voraussetzen, daB (12) erfiillt ist. 


6. Knoten von T. Fiir jedes.as T wird die Menge aller eT mit 
(., e)p = (.,@)g, (v.(1)) der Knoten von T, insbesondere der a-Knoten 
von 7 genannt. Z. B. ist die Klasse R,T ein Knoten von T. 

Jeder Knoten ist in einer bestimmten Klasse enthalten; dementsprechend 
wird er von 1. oder 2. Art benannt, je nachdem die zugehérige Klasse von 1. oder 
2. Art ist. (Die 0-Klasse ist von 1. Art.) 


7. Nun werden wir den Beweis des Satzes 3 auf den Fall zuriickfiihren, 
wo jeder Knoten 2. Art eimpunktig und wo die wachsende Funktion f(z) in 
jedem Knoten 1. Art eineindeutig und rationalwertig ist. 
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Sei namlich 
(14) To 


das System aller Knoten 2. Art von T und aller Mengen, von denen jede aus 


einem einzigen Punkte 1. Art von T besteht; dabei wird 7 durch die folgende 
Relation o teilweise geordnet: 
Wenn A, Be Ty, so wird 


(15) AoB 


bedeuten, daB es ein ae A und ein be B gibt mit a < 6). 
a) To ist eine beziiglich 9 verzweigte Tafel so, daB 


yT = To, pR,T. S po, (« <Q), pT = pT) = pQ. 
b) Jeder Knoten 2. Art von 7, ist einpunktig. 


c) Sei X eine Teilmenge von 7, mit lauter unvergleichbaren Elementen ; 
wenn dann X eine Menge bezeichnet, die gerade einen Punkt mit jedem 
Element von X gemeinsam hat — die Elemente von X sind doch gewisse Teil- 
mengen von 7’ — und keine weiteren Punkte hat, so ist X eine bestimmte, mit X 
gleichmachtige Teilmenge von 7 selbst und enthalt kein Paar [beziiglich < 14)] 
vergleichbarer Punkte. Wenn daher 7, normal ist, so ist es auch die Tafel T 
selbst. 

Definieren wir noch eine wachsende Funktion g(z) in 79. Zuerst sei 
F(a) = sup f(z), (ve (.,@)7,), [vgl. (1)], wenna ein Knoten 2. Art von T ist 
und F(a) = f(a), wenn a aus einem Punkte 1. Art von T besteht. Dann ist 
F(a) eine in Ty, wachsende reelle Funktion. 

In jedem Knoten 1. Art K von Ty definieren wir folgendermaBen eine 
eineindeutige rationalwertige Funktion gpg(z), (we K): 1. g(x) < F(a), 
(c eK), wenn K = RyoTo. 2. F(k) < og(z) < F(z), (xe K), wenn K + RoTo, 
worin k das wohlbestimmte Element von 7, bezeichnet, welches dem Knoten K 
unmittelbar vorangeht. 

SchlieBlich setzen wir fiir jedes z ¢ Ty 


y(z) = F(z) oder. ¢,(2), 


je nachdem ob z ein Element 2. oder 1. Art ist; im letzten Falle bezeichnet & 
den das Element z enthaltenden Knoten von 75. 


y(z) ist eine in T, wachsende reelle in jedem Knoten von Ty anentenip 
Funktion; sie ist rationalwertig in jedem Knoten 1. Art von Ty. 


11) a,b sind also zwei Elemente von 7; < ist die Relation, beziiglich derer T 
eine verzweigte Tafel ist. 
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8. Ty ist normal. Fiir a ¢ Ty, sei F(a) die Menge der Zahlen g(z), wo z 
die Menge aller Elemente 1. Art von 7, durchliuft mit z oa [vgl. (15)]; 
auBerdem solle E(a) auch die Zahl g(a) enthalten, wenn a von 1. Art ist. 

a) Fiir jedes a ¢ Ty ist E(a) eine wohlbestimmte wohlgeordnete nicht- 
leere Menge rationaler Zahlen. 

b) Wenn a, b « Ty, dann ist E(a) = E(b), E(a) < E(b), E(b) < E(a), 
je nachdem ob a = 6, agb, boa. 

c) Wenn a, 6 zwei unvergleichbare Elemente von T sind, so sind E(a), 
E(b) auch zwei unvergleichbare Elemente. 

Kurz: die Zuordnung a = E(a), (a ¢ Tp) ist eine Ahnlichkeit der Tafel 7, 
mit der Tafel E(7,) aller E(a), (a « Ty); nun ist nach dem Satz 1 E(T5) 
normal; dasselbe gilt also von 7’) und also auch von 7, womit der Satz 3 
bewiesen ist. 

9. Dritter Fall. Tafel E,,(E = beliebige separable geordnete Menge *)). 

Sei 
(16) M 
die geordnete Menge aller geordneten Paare (z, a) mit 0 < z < 1 und a = 2 
oder 3, in der fiir zwei verschiedene Elemente (z, a); (z’, a’) das Symbol 
(a. b) < (a’, 6’) gleichbedeutend ist entweder mit z = 2’, a < a’ oder mit 
r< 2’. 

M ist eine geordnete separable Menge (vom Typus 2 0), und jede geordnete 
separable Menge ist dhnlich zu einer Untermenge von M2). 

Wenn daher M die soeben definierte Menge bezeichnet, wird der dritte 
Fall durch folgenden Satz erledigt werden: 

Satz4. Jede Tafel T&M,, ist normal. 

Sei nun fiir irgendwelche nichtleere wohlgeordnete Teilmenge A von M 


{(A) = sup z, 


x durchlaufend die Menge der Zahlen < 1, die in den Elementen der Menge A 
vorkommen. Dann ist 0 < /(A) S 1 und /(A) S f(B) fiir jedes andere 
Element Be M, mit A < B, und sogar {(A) < /(B), wenn B noch min- 
destens zwei Elemente mehr als A enthalt. Wie friiher kann man auch jetzt 
yT = 2 voraussetzen; wenn dann T, = J R,,T, («< Q), so ist f(z), 


(x e T,) eine in T, wachsende reelle Funktion; nach Satz 3 ist also 7, normal; 
dasselbe gilt von T, weil T, eine mit T gleichmachtige Untermenge von T ist. 


12) D.h. 28 ist ein universaler, geordneter, separabler Ordnungstypus. Vgl. 
Georges Kurepa, Sur les relations d’ordre. Bull. International Ac. Yougoslave des 
Sciences, Zagreb 1939, livre XXXII, S. 66—76 (Satz 9b). 
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10. Vierter Fall. Tafel E,, [E = beliebige geordnete mit Suslinscher Eigen- 
schaft behaftete Menge *)}. 

Satz 5. Wenn ewe geordnete mit Suslinscher Eigenschaft behaftete Menge E 
so beschafjen ist, daB jede Tafel T < E,, normal ist, so ist M separabel®) (und 
daher von einem Ordnungstypus < 2 #). 

Man sieht leicht ein, da8 es keine Kinschriinkung ist, die Menge E als 
liickenlas und mit beiden Endpunkten behaftet vorauszusetzen. 

Definieren wir dann die Folge 


(17) Do, Dy, ..., Dy, .-. 


von Systemen der Stiicke48) von E wie folgt: 

Dy ist ein System bestehend aus der Menge £ selbst; wenn 0 < & und 
wenn die Systeme Do, D,,...,D,...., (a < &) so definiert sind, daB in 
jedem D, mindestens ein mehrpunktiges Stiick von # vorhanden ist, so wird 
D, folgendermaBen definiert: Ist § von 1. Art, so wird jedes mehrpunktige 
Element von D,_ , in zwei disjunkte nichtleere Stiicke zerlegt; die Menge aller 
dieser Teilstiicke sei D,; wenn & von 2. Art ist, so bedeute D. die Menge aller 
Durchschnitte 

PS ee eee (a < &) 
mit 
Xp> X19 °°: DX,D°:+, XE Dy; (a < &). 

Sei y die erste Zahl, fiir welche das System D, leer ist; wenn dann 
(18) D 
das System aller nichtleeren Elemente aller Systeme D,, (§ < y) bezeichnet, 
so beweist man leicht: 

a) D ist eine beziiglich > verzweigte Tafel, in der unvergleichbare Elemente 
mit disjunkten Mengen zusammenfallen; es ist 


yD -y, R.D= D;, (F< 7). 
b) Die Elemente von D, sind punktfremde Stiicke von £. 


c) Jede Klasse von 1. Art von D ist hichstens abzahlbar. 


d) Die Menge der Endpunkte aller Elemente 1. Art von D ist iiberall-dicht 
in £. 


Um daher die Separabilitat von FE zu beweisen, geniigt es einzusehen, daB 


(19) vD <= Q, 
oder, daB die Relation 
(20) yD2=2 


zu einem Widerspruche fiihrt- Nehmen wir also an, daB yD 2 2. 


13) Jede Teilmenge von E, die mit zwei Punkten von £ auch alle dazwischen- 
liegenden Punkte von £ enthalt, heiBt ein Stiick von Z. 


Mathematische Annalen. 118. 38 
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11. Sei 
(21) yD 
das System aller mehrpunktigen Elemente aus D. 
a) wD ist eine Teiltafel von D und wegen (20) yD = y wD, also nach (20) 


yyD22Q. 


b) Jede Klasse von yD ist héchstens abzahlbar [vgl. 10., c)]. 
12. Sei fiir jedes A ¢ yD 
(22) a(A) = inf 2, (a ¢ A), 


d. h. a(A) sei der letzte Punkt von FZ, so daB kein Punkt von A dem Punkte 
«a(A) vorangeht; wegen der Liickenlosigkeit und Begrenztheit von EF ist der 
Punkt «(A) wohlbestimmt. 

a) Zu jedem z e E gibt es héchstens abziahlbar viele A ¢ yD mit a(A) = z; 
sonst giibe es in jeder Klasse R, yD, (§ < Q) ein bestimmtes A, mita(A,) = 2; 
wenn dann fiir jede Zahl  < 2 a, irgendeinen Punkt aus A; — A, , , be- 
zeichnet, so hatte man die transfinite absteigende Folge ao, a,,...,a@,... 
verschiedener Punkte aus Z, was der Suslinschen Bedingung widerspricht. 

b) Die Tafel yD und die Menge «(wJD) aller «(X), (X ¢ yD), sind gleich- 
michtig. 

Es ist naimlich pa(yD) S pyD™); andererseits nach a) pyD < 
< pw pa(yD), daher py D = pa(yD) = 

13. Sei fiir jedes A e pD 
(23) E(A) 
die Menge aller «(X) mit Xe yD, X24. 

a) E(A) ist eine wohlgeordnete Teilmenge von E; also F(A) ¢ E,. 

b) Das System 
(24) E(wD) 


aller E(X), (X ¢ wD) ist eine verzweigte, mit der Menge a(yD) [vgl. 12., b)} 
gleichmichtige Tafel. 

Sei nimlich, fiir z¢a(yD), A ein beliebiges Element -. yD mit 
a(A) = 2; wenn dann g(x) = E(A), so ist die Zuordnung z 2 g(z) ein- 
eindeutig. Zunichst, wenn «(A) = a(B), A + B, dann ist fiir jeden zwischen 
A und B liegende Element C auch «(C) = z, also E(C) = E(A) = E(B); 
somit ist g(x) eindeutig. Wenn weiter xz, xz’ zwei verschiedene Punkte von 
a(yD) sind, so ist g(z) + p(z’). Sei nimlich x = a(A), 2’ = a(A’); je 
nachdem ob AC A’, A> A’ oder A A’ = 0, gehért x nicht zu y(z’), oder 2’ 
nicht zu g(x), oder es gilt das eine und das andere. 

c) E(wD) ist gleichmiachtig mit yD. Das folgt aus b) und [12, b)}. 
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14. Der Voraussetzung nach ist E(yD) CE, eine normale Tafel; sei 
dann T eine mit E(yD) gleichmachtige degenerierte Untertafel von E(yD); 
sei, fiir jedes te 7, to ein bestimmtes Element von yD mit E(t) = t; sei 
ferner T, die Menge aller t, (t « 7). 

a) 7) wire eine unabzahlbare degenerierte Tafel © yD. Wire Ty nicht 
degeneriert, so gabe es also drei Elemente A, B, C aus Ty mit C> A, C> B, 
AB = 0(A, B,C sind doch verschiedene Stiicke der Menge EZ), so hatte 
man fiir die zugehérigen Elemente von T E(C) < E(A), E(C) < E(B), 
E(A) + E(B), und weder H(A) < E(B) noch E(B) < E(A), was der 
Entartung von 7 widerspricht. 

b) Die Klasse Ry 7, enthielte eine unabzahlbare Familie punktfremder, 
mehrpunktiger Stiicke von EZ. 

Wird dann fiir ein A ¢ Ro T) mit A® die Menge aller X ¢ T, mit AD X 
bezeichnet, so hatten wir folgendes: 

a) A® ist eine absteigende Folge von Elementen aus yD; daher ist A® 
héchstens abzahlbar; 

B) Jedes Element von 7, ist in einer und nur einer Familie A® enthalten. 

Aus «) und £) folgt pT) S pRoTy pm), was mit der Voraussetzung (20) 
oder pT, = pQ die unmégliche Tatsache b) ergiibe. Daher ist die Annahme 
(20) falsch, womit die Separabilitét der Menge £ bewiesen ist. 

15. Weil jede geordnete separable Menge die Suslinsche Eigenschaft 
besitzt, kénnen die Satze 4 und 5 folgendermaBen zusammengesetzt werden: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung, damit eine geordnete mit 
Suslinscher Eigenschaft behaftete Menge E eine hichstens abzihlbare, iiberall- 
dichte Teilmenge enthilt, ist die, daB jede Teiltafel aus E,, [vgl. (5)] normal ist. 


(Eingegangen am 22. 6. 1941.) 
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Zur Frage des Euklidischen Algorithmus 
in quadratischen Zahlkérpern. 


Von 


L. Rédei in Szeged (Ungarn). 


Es sei K = R(¥m) ein beliebiger quadratischer Zahlkérper iiber dem 
Kérper R der rationalen Zahlen, m (+ 0, 1) eine quadratfreie ganz rationale 
Zahi. Es werde wie bei allen Autoren folgende Definition von Dickson [4]*) 
zugrunde gelegt. 

a. In K evistiert der Euklidische Algorithmus (kurz E.A.), wenn es 2 
allen Paaren a, 4« (1 + 0) von ganzen Zahlen in K etme dritte ganze Zahl p 
in K mil 


(1) N(a — 4 B)| < | Nye} 
gibt, wobei N die Norm in K bedeutet. 
Bisher weiB man iiber den E.A. folgendes. Er existiert fiir m = - 11, 


— 7, — 3, — 2, — 1, 2, 3, 5, 6, 7, 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 37, 41, 57. AuBer- 
dem kann er nur fiir endlich viele weitere m existieren, und zwar nur dann, 
wenn m = 61, 109 oder eine positive Primzahl = 1 (mod 8) ist, insbesondere 
aber von den letzteren-bis zur Schranke m < 3001 nur fiir 73, 89, 97, 113, 
137, 193, 241, 313, 337, 457, 6012). 

Fiir negative m ist das Resultat von Dickson [4] angegeben. Fiir positive m 
haben die Existenz des E. A. in den angegebenen Fallen Dickson [4], Perron [12], 
Oppenheim [11], Berg [2] und Hofreiter [9] bewiesen, gewisse Faille hiervon 
sind von Remak [15], Behrbohm und Rédei [1] behandelt. Unvergleichbar 
mehr Miihe haben die Nichtexistenzbeweise gekostet. Und zwar haben 
Behrbohm und Rédei [1] bewiesen, daB der E.A. nur in den folgenden vier 


Fillen existieren kann: 
I. m = p=1 (mod 4), 
Il. m= pq, p=q=3 (mod 4), 
Ill. m = 2 oder m = 2p, p =3 (mod 4), 
IV. m = p=3 (mod 4), 


1) Zahlen in eckigen Klammern beziehen sich auf das am Ende der Arbeit an- 
gefiihrte Literaturverzeichnis. 

2) Fir diese m und m = 61, 109 ist die Klassenzahl in K gleich 1. Eine obere 
Schranke fiir die m mit E.A. ist nicht bekannt. 





oo 
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wobei p und q positive Primzahlen sind. Fiir die Fille III und IV hat aber 
Berg [2] schon frither bewiesen, daB sie keine weiteren m mit E.A. enthalten. 
Andere Beweise sind von Fox Keston [7] und von Behrbohm und Rédei [1]. 
Letztere haben auch fiir den Teil p = 5 (mod 24) von I und fiir den Teil 
m =5 (mod 8), m + 3p von II, dann aber Hofreiter [9] auch fiir m= 5 
(mod 8), m + 3p die dhnlichen Resultate bekommen. Auf analytischem 
Wege haben Erdés und Ko [6] bewiesen, da der E. A. im Fall I ur fiir endlich 
viele p + 5 (mod 24) existieren kann. Fiir Fall I] mit m = 1 (mod 8) hat 
Heilbronn [8] das Analoge geleistet, wobei von ihm auch der Fall von Erdés 
und Ko mitbehandelt wurde. Brauer [3] verfeinerte das Resultat von Erdés 
und Ko fiir p= 13 (mod 24) auf elementarem, aber kompliziertem Wege 
durch die Angabe der Schranke p < 3300000 fiir diese p mit E.A., weiter 
ergab eine mit Hilfe von zwei Mitarbeitern (Mutter und Frau) durchgefiihrte 
Nachpriifung (s. unten) der einzelnen Fille die Schranke p < 109. Heil- 
bronns Resultat fiir Fall II iibertrafen Schuster [16] und Rédei [13], die im 
restlichen Fall m= 1 (mod 8) fiir m = 3p und m + 1 (mod 24) baw. fiir 
m = 1 (mod 24) bewiesen haben, daB es dann kein m mit E.A. auBer den 
oben angegebenen gibt: Der Beweis in der letzteren Arbeit erstreckt sich 
iibrigens auf alle m im Fall II mit der einzigen Ausnahme m = 3 p und ist 
elementar bis auf die Anwendung eines analytisch gewonnenen Satzes von 
Hasse®) in der Theorie der Verteilung der quadratischen Reste. Bei Rédei [14} 
wurde der Beweis véllig elementar gefiihrt. 

Wir wiederholen, daB auBer Fall I mit p = 1 (mod 8) oder p = 61, 109 
kein Problem mehr iibrig ist und alles elementar gewonnen wurde bis auf den 
diesbeziiglichen Teil des Endlichkeitssatzes von Erdés und Ko. Das labt 
vermuten, daB die volle Lésung (wenn iiberhaupt) elementar entstehen wird. 
(In vorliegender Arbeit schlie8en wir auch nur elementar.) 


Bemerken wir noch, daB im Fall I alle bisherigen Nichtexistenzbeweise 
(auch der Endlichkeitssatz von Erdés und Ko) aus folgendem Lemma (Behr- 
bohm und Rédei [1], 8. 198, 1., s. unten) entstanden sind: 


hb. Gibt es im*Fall I eine Zerlegung p = ab + cd (a,b, c,d positiv ganz) 
: oo HE fS) ie (2) we } 5 ee 
mit (a,b) = (c,d) = 1, (=) (5 ) (3 ) I (also auch (5) : 1), 
so gilt der E.A. nicht. 


Insbesondere wurde das Intervall 109 - p < 3300000 [p = 13 (mor 24)] 
bei Brauer [3] mit dieser Hilfe iiberpriift. Ebenfalls durch b ergab sich, daB 
der E.A. im Intervali 73 S p = 3001 [p = 1 (mod 8)] héchstens fiir die ben 


*) H. Hasse, Abstrakte Begriindung der komplexen Multiplikation und Riemann- 
sche Vermutung in Funktionenkérpern. Abh. Math. Sem. Hamburg 40 (1934), S. 347. 
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angefiihrten elf Fille 73, ..., 60] existieren kann‘). Dagegen sind diese p 
und p = 61,109 lawter Fiille, in denen b keinen Erfolg bringt. 

Da es uns unméglich schien, da8 alle diese 13 Fille solche mit E. A. sind, 
suchten wir nach einem anderen (von b verschiedenen) Weg, um auf Nicht- 
existenz des E.A. zu schlieBen. So haben wir bekommen, daB p = 17 (mod 24) 
(p > 41) und p = 61, 1095) ohne E.A. sind. Dagegen gilt der E. A. fiir p = 73. 
(Der Beweis hierfiir ist keine Neuerung in der Methode.) Insbesondere folgt 
hieraus, daB das gréBte m mit E.A. eine Primzahl [= 1 (mod 24), = 73] ist. 
(Bisher war bis zu der zusammengesetzten Zahl 57 ein E.A. erwiesen.) Zu 
untersuchen bleibt also nur noch der Fall I mit p= 1 (mod 24), p = 97, 
insbesondere bis zur Schranke p < 3001 nur p = 97, 193, 241, 313, 337, 
457, 601. 

Es ist ein enger Zusammenhang mit der Grundeinheit « = ¢ + uVp 
(> 1; ¢,% rational) in den Vordergrund getreten, den wir aber nicht fein 
genug verfolgen konnten®). Insbesondere scheint ein groBes ¢ das Problem 
zu erschweren. Fiir festes u lieBe sich leicht eine obere Schranke fiir die 
p [= | (mod 8)] mit E.A. gewinnen. Das haben wir (zu weiteren Zwecken) 
nur fiir « = | ausgefiihrt mit dem Resultat, daB dann p (> 17) ohne E.A. 
ist (vgl. 5.). 

Um alles in klare Beleuchtung zu setzen, wollen wir zuerst auseinander- 
setzen, welchen Ausgangspunkt Perron [12] und nach ihm auch alle spateren 
Autoren gewahlt haben. Er dividierte (1) durch |N «|, wodurch a folgende 
Form erhilt: 

a!, InK existiert der E. A. dann wnd nur dann, wenn es zu jeder ( gebrochenen ) 
Koérperzahl y eine ganze Kérperzahl B mit 


(2) \N (y — A)| <1 
gibt. 

Durch Einfiihrung einer Basisdarstellung entsteht hieraus Perrons 
Kriterium : 


a", In K existiert der E.A. dann und nur dann, wenn es 2 jedem ra- 
tionalen Zahlenpaar x, y ein ganz rationales Zahlenpaar a, 6 mit 


@ |(e— 3) —m(v-3) 


gibt. 





é oe pitch airten 


a =b=1(mod 2) fiir m + 1 (mod 4) 


*) Uber 3001 liegt bisher keine ahnliche Nachpriifung vor. 

5) Diese Resultate fir p = 61, 109 waren mir schon vor einem Jahre bekannt, 
durch die eben die Liicken in Brauers Arbeit ausgefillt werden. 

*) Eine Erwahnung eines solchen Zusammenhangs kommt bisher nur bei Remak [15] 


vor. 
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Nennt man die (4, +) Gitterpunkte, bezeichnet ferner H das (offene) 
Hyperbelkreuz 
(4) |2* — my*| <1 
mit den Halbachsen 1, = und Hg das Hyperbelkreuz, das den Gitterpunkt G 
zum Mittelpunkt hat und durch Verschiebung aus A entsteht, so lautet al! 
geometrisch : 

a"! In K evistiert der B.A. dann und nur dann, wenn die Hg alle rationalen 
Punkte’) der Ebene tiberdecken. (Etwas anders bei Remak [15].) 

Alle bisherigen Existenzbeweise lassen sich am bequemsten durch a’! 
gewinnen, und so werden wir auch den Fall p = 73 behandeln. 

Die bisherigen Nichtexistenzbeweise sind aber (mehr oder weniger aus- 
driicklich) so aus a entstanden, daS man die Unmdglichkeit von (3) fiir 
spezielle z, y nachgewiesen bat®), und zwar konnte man dabei mit x = 0, 

= = (z ganz rational) auskommen®), nur im einzigen Fall m = 14 wiire das 
ohne Erfolg, dann hilft aber z = y = }. 

Wir wollen hier unmittelbar auf Definition a zuriickgreifend folgenden 
Weg einschlagen. Bei festem sol] 7 immer eine beliebige ganze Zahl in K 
mit | NV | <|Ny| bedeuten. Dann heiBt (1), daB eine Gleichung « — By: = pa. 
d. h. eine Kongruenz « = @ (mod sx) besteht. Also la8t sich @ so aussagen: 

a’. In K existiert der B.A. dann und nur dann, wenn fiir jede ganze Zahl 
jt (= 0) in K die Restklassen yu (mod jx) alle ganzen Zahlen von K enthalten. 
Je nachdem diese Bedingung fiir ,« erfiillt ist oder nicht, nennen wir es einen 
euklidischen bzw. nichteuklidischen Modul. Das Vorhandensein eines nicht- 
euklidischen Moduls ist also charakteristisch fiir das Fehlen des E.A. 

Da die Einheiten in K keine nichteuklidischen Moduln sind, wollen wir 
fortan annehmen, da8 « weder Null noch eine Einheit ist. Offenbar gilt 
folgendes : 

¢. Ist 4 ein nichteuklidischer Modul, so gilt dasselbe fiir das Konjugierte 
und fiir alle Assoziierten und Vielfachen von ihm. 

Es ist leicht zu sehen (s. unten Naheres dariiber), da8 das Einsetzen der 
obenerwihnten Zahlenpaare z= 0, y = = baw. 7= y= ; in a" darauf 
hinauskommt, daB man fiir « in a einen passenden Teiler von Vm oder 


”) D.h. Punkte mit rationalen Koordinaten. 

*) Nur die Einschrankung auf die Falle I—IV ist anders, némlich daraus ent- 
standen, da8 die Klassenzah] in einem K mit E.A. notwendig gleich 1 ist (vgl. Behrbohm 
u. Rédei [1], S. 193). 

*) Dabei war im allgemeinen (z,m) = 1 angenommen, nur fiiy Fall II (z, m) 
= (z, pg) = poderg. Es ist interessant, daB im Fall II die scheinbar starkere Annahme 
(z,m) = 1 bei Heilbronn [8] (sogar auf analytischem Wege) zu keinen Vollresultaten 
fahren konnte. 
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uu = 2 whit 2). Insbesondere bedeutet das fiir Fall I, daB man auf b ge- 
schlossen hat. Nach dem Obigen mu8 also auch nach anderen ,« gegriffen 
werden, will man in den angefiihrten Fallen die Nichtexistenz des E.A. aus- 
weisen. Aus einfachen Griinden, auf die wir spiter noch hinweisen, werden 
wir in dieser Arbeit «« = ¢ + 1 wihlen. Damit will nicht gesagt werden, daB 
weitere 4. keineswegs zu empfehlen waren; insbesondere lie8 sich aber fir 
p = 61 beweisen, daS dann die Nichtexistenz des E.A. nur mit Hilfe von 
ye = e + 1 m bestiatigen ist (d. h. nach ¢ treten noch unendlich viele j« hinzu, 
die trivial auch dasselbe leisten). 

Geometrisch laBt sich das Gesagte folgendermaBen interpretieren. Wir 
ordnen die Zahlen x 4- y Vm (z, y rational) und die Punkte (z, y) einander zu. 
Fiir eine beliebige Zahl y in K nennen wir alle Zahlen in K Aquivalent, die 
=-+ y oder + y’ (mod 1) sind — wobei der Strich das Konjugierte in K be- 
deutet — und ebenso die entsprechenden Punkte. Fiir die letzteren bildet das 
Rechteck zwischen den Geraden y = 0, y= }, x= 0, z = } (Fille I, II) 
bzw. das Quadrat zwischen den Geraden y= 0, y=}, c= 0, r=} 
(Falle III, IV) einen Fundamentalbereich T im iiblichen Sinne. Unlésbarkeit 
von (2) bedeutet offenbar, daB der y zugeordnete Punkt im Sinne von a!!! 
uniiberdeckbar ist. Dabei verhalten sich aiquivalente Zahlen bzw. Punkte 
gleich. Also gilt a! auch fiir T statt der Ebene. Nach den obigen lassen sich 
alle bisherigen Nichtexistenzfalle geometrisch so ausweisen, daB8 man einen 
rationalen Punkt auf der Grenze von T und zwar im allgemeinen einen auf 
der y-Achse, im Fall m = 14 den Eckpunkt (4, }) angibt, den kein Hg iiber- 
deckt (bzw. man beweist die Existenz eines von ihnen). In vorliegender Arbeit 
suchen wir dagegen nach uniiberdeckbaren rationalen Punkten im Innern 
von TJ), 

Zuerst wollen wir die Existenz des E.A. fiir p = 73 beweisen. Bei den 
darauffolgenden Nichtexistenzbeweisen werden wir (durch die Annahme 
u = ¢ +1 in a’’) ein Lemma g erhalten, das wir dann auf p = 61, 109 und 
p = 17 (mod 24) (p > 41) im dieser Reihenfolge anwenden. Dabei wird g 
nur sehr wenig ausgenutzt, und das lat weitere Anwendungsmdglichkeiten 
hoffen. Um den Weg fiir weitere Untersuchungen zu ebnen, entwickeln wir 
manches etwas allgemeiner, als das unbedingt nétig ist. 


*-_ * * 





10) Mit anderen Worten suchte man bisher nach einem nichteuklidischen Modul 





nur unter den Zablen u mit pu! \m und ye = 2. Diese Wahl war allerdings sehr gliick- 
lich, wenn sie im Fall I auch nicht alles leisten konnte (s. unten). 

1) Es hat sich sogar herausgestellt, daB fir p = 61 nur ein einziger uniiber- 
deckbarer rationaler Punkt im Funda talbereich 7 vorhanden ist, namlich der 
innere Punkt ( 
erbalten kann. 





1 1? 


TY 7a) ein klarer Beweis, daB man auf der alten Spur nicht alles 
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1. Wir beweisen, da8 der E.A. in K = R(V73) existiert. Es geniigt nach 
al” zu zeigen, daB die Hg, = H, mit den Gitterpunkten G, = (F. ) . 
tele ak -£ see Oe 
a4,=0 —2 23 —54 57 —20 14 5 —4 
a ee we ee; tal a 
alle rationalen Punkte des durch die Geraden zt = 0, z = }, y = 0, 
y = x (x — $) + } begrenzten Trapezes 7, enthalten, wobei x = uf ist 2), 


73 
H, besteht aus den Punkten (2, y) mit , 
\(2 _ 3) - 73(y — 3)| <i. 


Setzt man also fir 0 < 7 < }1%) 





f,o(@)= $(b, +0,xV(22 —4a,)® + 400,) (= 1,0=1;+= 2,3,...,9,0=+1), 
wobei o, = 1 fiira, S O undo, = — | fiir a, > 0 ist, so ist die Punktmenge 
(z, y) definiert durch 0 S z S } und durch je eine der Ungleichungen 
OSy<fii(z) und f,-3(7)<y<fiil(z) (= 2,3,...,9) 
in H, baw. H, enthalten. Es geniigt also zu zeigen, daB die Funktionen 
93(%) = fe,1(%) — fe+1,-1(@) (¢ = 1, 2,..., 8), 9o(2) = fo,a(z) — x(@—-2)—-2 
im Intervall 0 < =} positiv sind bis auf 9,(}) = 0 mit irrationalem 
hiya (4) (= fe,-1 (4) = ~ V5). [D.h. es bleibt nur der irrationale Punkt 


(5: * V5) von 7 uniiberdeckt.] Das folgt daraus, da8 fiir die g,; und die 
Ableitungen g, folgendes gilt: g,(3) = 0, 9,(z) <0(0S 2S }); 9,(4) > 0, 
g,(z) <0(0 Sz = }) fair ¢ = 2, 4, 5, 8; g,(0) > 0, g(x) > 0(0 Sz S }) 
fiir i = 3, 6, 7; g(t) > 0, g(z) S00 S25 }), w(z)=0 (} Se S}). 
Damit ist die Behaupturg bewiesen. 

2. Jetzt wenden wir uns zu den Nichtexistenzbeweisen. GréSerer Klarheit 
halber halten wir am Anfang alle Fille I bis IV vor Augen. Bei festem 4 liegen 
immer unendlich viele ~ vor, da mit einem y gleichzeitig alle assoziierten 
auftreten. Wahlt man aber aus ihnen ein volles System nichtassoziierter 
Elemente 4;, 2, ..., fay heraus (bei festem K ist M nur von « abhangig), 





12) 7, ist ebenso wie 7' ein Fundamentalbereich. 

13) Die Liicken des von hier an kurz gefaBten Beweisee sind nach Behrbohm u. 
Rédei [1], S. 196—197 leicht auszufiillen. Hier auf S. 197, Zeile7 von oben, ist 

l “ 


l - “ 
2=-—= sta —— >! zu lesen. 
” 2; +1 a; ” 2; +1 2; 
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so sind alle ;« durch 1,4; (7 Einheit in X) angegeben. Deshalb definieren wir: 
Die kleinste natiirliche Zahl {1} mit «|e! + o(6 = + 1) heift der Index 
von 4. Offenbar gilt dann: 

d. Alle Restklassen (mod 1) kommen unter den Restklassen + ji, 
(mod st) (¢ = 0,1,..., {a} — 1; 9 = 1,2,..., M) vor. 

Will man also einen nichteuklidischen Modul ;- finden, so scheint (ein 
kleiner Index {y:}, insbesondere) {4} = 1 von Vorteil zu sein. Noch giinstiger 
kann aber ein solches ;« sein, wofiir die Restklassen Jeicht zu handhaben sind, 
und das trifft vor allem fiir die Teiler von Vm zu. (Dann ist namlich eine ganze 
Zahl in K eirifach ihrem rationalen Teil kongruent mod ,). Die gréBte Leistung 
erwartet man von einem //, wofiir beides gleichzeitig besteht : «| Vm und {4} = 1. 

Wir wollen diese « bestimmen. wobei wir nach e Assoziierte auBer acht 
lassen. Auch nehmen wir an, da8 die Klassenzahl gleich 1 ist, da es sonst 
kein Problem gibt. Dementsprechend gebrauchen wir den Idealbegriff gar 
nicht und sprechen z. B. iiber Primzahlen in K. Wie auch friiher setzen wir 


(5) e=tt+ulVm (t, « rational). 


Die gesuchten ,s sind die von einer Einheit verschiedenen Teiler von 
5 = (e +0, Vm), wobei wieder o = + 1 ist. Im Fall I ist 


(6) (2 — pu? = — I, 


woraus t = + 1 (mod p), 6 = 1 folgt. In diesem Fall gibt es also kein ge- 
wiinschtes 4. (Daran liegt, daB Fall I schwerer ist als die iibrigen.) In den 
Fallen II bis IV ist 


2 — put = l, 


also gilt fiir jeden Primteiler x von Vm t=+1 (mod 2). Es ist somit jedes 
jt = 7 eine gewiinschte Zahl, und das gleiche leuchtet im Fall III auch iiber 
w= V2 p ein. Damit sind die gewiinschten « erschépft *). 

Nun entstehen in der Tat alle Nichtexistenzbeweise in den Fallen II bis IV, 
ausgenommen m= 14, auf der Grundlage, daB man a!’ im Fall II auf 
ue = (p, Vpq) und » = (g, Vpq), mm Fall II] auf « = ¥2p, im Fall IV auf 
w= Vp anwendet!5), d.h. immer auf die ,,gréBten“ Teiler von Vm vom 


4) Da im Fall II {¥pq} = 2 ist, wie man das leicht sieht. 

%*) Dies geschah bisher nur auf dem in der Einleitung geschilderten ,, Umwege“ 
mittels des Perronschen Kriteriums a"'. In einer methodischen Ausarbeitung der Frage 
des E.A. ist der obige auch mehr ékonomische Weg durch a!’ vorzuziehen- Heil- 
bronn [8], S. 522 allein hat bisher einen ahnlichen Weg eingeschlagen (fir die Fille I, II), 
nahm aber auch fir Fall II « = Vm = Vpq [vgl. *)] und betrachtete nur die primen 
Restklassen (durch obige » zieht man eben die nichtprimen heran), vgl. °). 
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Index 1. Der Ausnahmefall m = 14 laBt sich ahnlich durch « = 2 erledigen, 
wofiir iibrigens auch {uu} = 1 ist, nur u|Vm gilt nicht. 

Nach dieser Abschweifung wenden wir uns wieder dem Fall I zu. Da es- 
jetzt kein « mit | Vp, {u} = 1 gibt, so denkt man in erster Reihe an ein ju, 
das wenigstens der einen dieser Bedingungen geniigt. Wahlt man ul ¥p, 
dh. uw = Vp, wofiir wegen s* = #2? = — 1 (mod Vp) {u} = 2 ist, so entsteht 
aus a'’, wie schon erwahnt, eben Lemma b1*). Deshalb werden wir im Fall I 
ein « mit {u} = 1 wihlen”’). 

3. Bevor wie dies tun, betrachten wir vorlaufig ein beliebiges ,, und lassen 
wieder alle Fille I bis IV zu. Es bedeute ||«|| (w in K) das gréBere von | | 
und |«’|. Wir beweisen folgendes: 

0. Bei einem beliebigen uu gibt es in jeder Restklasse 4 (mod i) ein solches ji, 
wofiir |\j|| < Ve!|N yal, um so mehr also |\j|| < Ve |N yu} gilt. 

Setzen wir namlich 7 = ¢'’. Dann ist «| +o (¢ = + 1). Betrachten 
wir eine beliebige Restklasse 4 (mod) und nehmen gleich an, de8 ||| 


méglichst klein ist. Wegen — on = — o(7, + 0)4+"4=2 (modu) und 
—on p= —(0+n) 434+ “=e (mod p) ist dann 

(7) lnH|| = |lH|l, 

(8) l]y-4|| = |||]. 


Ist nun erstens || /|| = |#|, so folgt wegen |7-1 | < || und (8) |(7-2)'| > |x|, 
a. h. wegen 97 = +k: |na’| = |a|, |[yNa| = |w[? = |[al|®. Ist aweitens 
Ila || = |a@’|, 0 folgt wegen |y-2y’| < |’, d.b. wegen |(nji)'| <|a'| 
und (7) |nu| = |u'|, |\yNa| = |n'|? = ||4||*. Damit haben wir e bewiesen. 

Da es nur endlich viele ganze Zahlen in K mit beschranktem ||«|| gibt, 
die man leicht angeben kann, so ist mit Hilfe von e eine prinzipiell leichte 
Aufgabe, bei festem « alle Restklassen 4 (mod «) aufzustellen und also zu 
entscheiden, ob yu ein nichteuklidischer Modul ist. Schwer ist aber im all- 
gemeinen die wirkliche Ausfihrung. 


4. Nachher wollen wir nur noch den Fall I betrachten. Wie in 2. gesagt, 
nehmen wir {u} = 1, d.h. ule +1 an. Da e — 1 zu e&’ + 1 assoziiert ist, 
16) Vgl. 15). Naher fihren wir das nicht aus. 


2 = 
17) Im FallI sind alle Zahlen » mit {4} = 2 Teiler von (: = - -) 2u\p oder 





han 
(; . : =) 2t. Die Aussichten mit einem solchen u haben wir nicht geniigend unter- 





sucht. Da auch schon {Vp} = 2 ist.und nach e von » = 2 uVp im allgemeinen mehr 
als von « = Vp zu erwarten ist, wirde man — um die groBen Vorteile des u = Vp 
méglichst beizubehalten — vielleicht die Wahl y| 2 u Vp bevorzugen. Hier bemerken 
wir, daB die Annahme » = 2Yp in a'’ ebenfalls nur auf b fibrt. 
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verlieren wir nach ¢ an Allgemeinheit nichts, wenn wir direkt u = e+ 1 
setzen. Leicht gewinnen wir aus e folgendes: 
ft. Im Fall I gibt es fiir j.= ¢ + 1 in jeder Restklasse 4 (mod ¢ + 1) auch 
ein solches 4, wofiir a 
a+y\p 


(9) p= —- (z, y ganz rational, 2| z+ y)’ 
(10) |a® — py®| < 81, 
(11) jz] S2t+1, yl <2u 
gilt. 
Es ist namlich 
(12) N(e +1) = 21. 


Wenn wir also y in der Form (9) annehmen, so gilt wegen | Nyu| < |N(e + 1)| 


auch (10). Nach e laBt sich ~ wegen (12) durch ||4|| < ¥2¢¢ einschranken. 
Da 


(13) 2t<«e<2uVp 
ist, so folgt 
(14) lH] < ¢. 


Nun zeigen wir, daB (11) eine Folgerung aus (9), (10) und (14) ist, wobei 
es geniigt, den Fall z > 0, y => 0 zu betrachten. Nach (9) und (14) ist dann 
r<2e-y Vp. Durch Quadrieren folgt 4ye Vp < 462 — (2? — px), 
also nach (10) ye Vp < e®+2¢ und nach (13) ye Vp < 2ue Vp + 8, 
y< 2u+ on y ganz ist, ist die zweite Ungleichung in (11) richtig. Wenn 


die erste falsch wire, so wiirde daraus z® — py? > (2t + 2)? — p(2u)? = 8t 
folgen. Das ist nach (11) unméglich, und das beweist f. 

5. Ist die Anzahl der mit (9), (10), (11) angegebenen « kleiner als 2, 
so folgt nach (12) und al’, daB der E. A. im betreffenden K nicht existiert. Auf 
diesem Weg ist leicht eine von u abhingende obere Schranke fiir die p mit 
E. A. zu ermitteln, die aber zu groB, nimlich von der GréBenordnung (log «)? 
ist38). Hier wollen wir nur beweisen, daB es fiir u = 1 auBer 17 kein p= 1 
(mod 8) mit E.A. gibt™). Dies wird uns erméglichen, f (in 6.) etwas zu 
verscharfen. 


‘*) Hatte man die ,,etwas“ bessere Abschitzung p < a (log u)*~” (a,...,d sind 


absolute positive Konstanten), so ware log e > (log u >)ep? 5 " und das wiirde 
wegen der bekannten Abschatzung fiir loge eine absolute Schranke ‘ir die p mit 
FR. A. ergeben. 

**) Die abnliche Aussage (wieder mit Ausnahme der bekannten Fille mit E.A.) 
gilt auch fir den ganzen Fall I mit « = 1, da dann nur p mit p = 5 (mod 8), p + 61,109 
hinzutreten kénnen. 
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Es handelt sich namlich um die p = a* + 1 mit 4|a, ¢ = a + Vp, t=a, 

Dann werden die 4 in f durch (9) mit 

y=0, |2/<V8a (2 | 2) 

y=i1, |#?-at-—1|/<8a (2T 2) 

y=1+2, |? —4a?—4| <8a (2|z) 
geliefert. Fiir a > 16 sind die Lésungen dieser Ungleichungen der Reihe nach 
die geraden Zahlen zwischen — V8 a und V8 a, dann + (a+ 1), +(a+ 3), 
endlich + 2a. Die Anzahl all dieser «« ist < V8a + 21< 2a = 2t woraus 
nach obiger Bemerkung die Nichtexistenz des E.A. folgt. Dann ist die Be- 


hauptung richtig, da es mit a < 16 auBer 17 und 257 kein p gibt und p = 257 
ohne E.A. ist. 


6. Nach 5. mit der Verschirfung™) la8t sich fortan « > 3 annehmen, 
und dann gilt folgendes: 


ft’. In t darf man (11) durch 


(11’) ja] <2¢t, |y| <2 
ersetzen. 

Ist namlich |y| = 2%, so ist wegen (9) |x| += 2¢+ 1. Auch |z| = 2¢ 
laBt sich ausschlieBen, da dann nach (12) u = +t+u Vp =H+t+t+(t+1) 


= + 1 (mode + 1) ist, und diese Restklassen werden auch schon durch 
4 = + 1 dargestellt. Nach (11) ist nur noch |z| S 2¢ — 2 iibrig. Dann ist 
xz? — py® S (2t — 2)? — p(2u)? = — 8t im Widerspruch mit (10). Somit 
ist die zweite Ungleichung. in (11’) zulassig. Gilt dann die erste nicht, so folgt 
x? — py® => (2t)®? — p(2u — 1)? = 4pu — p— 4, also nach (10) 4 pu — 
—p—4< 8t und nach (13) 4pw— p—4< 8u Vp. \Vegen u >} er- 
gibt das 5p — 4 < 12 Vp. Dieser Widerspruch beweist die Behauptung. 

7. Das in f in Verbindung mit a'¥ enthaltene Resultat sprechen wir in 
folgendem Lemma aus: 


g. Existiert der E.A. im Fall I mit p = 61, so laBt sich zu jeder ganzen 
Korperzahl « eine zweite ganze Kérperzahl w so angeben, daB fiir die erste und 
zweite Koordinate™) und Norm von « + (¢ + 1) w 


(15) |\(a + (e + 1)e),| <t. 
(16) |(a + (e + l)a@)e| <u, 
(17) IN(a +(e + 1)w)| <2¢ 
%) Die Koordinaten einer Zahl » = z + y\p (a, y rational) werden durch 


(vy); = 2, (y)g = y definiert und bezeichnet. Die rechten Seiten in (15) bis (17) sind 
abrigens, (¢),, (€), und die Spur von e. 
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gelien. Da es bloB auf die Restklasse « (mod ¢ + 1) ankommt, sind alle Még- 
lichkeiten schon erschépft, wenn man fiir nicht ganzest a=r(r=0,1,..., 


2t — 1), fiir ganzes t-aber 2 =r und a= r+ ‘tl? (ry = 0,1,...,¢-1) 
setzt. 

Aus dem auf « = ¢ + 1 angewendeten a!’ folgt nimlich, daB es ein 1 
mit 4 =a (mod ¢ + 1) gibt. Wegen der Annahme ist jetzt nach) u > 3, 
und somit kommt f zur Geltung. Setzt man gleichzeitig u = « + (¢ + 1), 
so entsteht g. 


Der spiteren Anwendung halber bemerken wir im Zusammenhang mit g 
folgendes : 


g’. Ist « rational, so lautet (17) 
(18) ja + 2a((e+1)m), + 2tNo| < 2t, 
und wenn auch (15) gilt, so ist 
(19) \No| <|a)+1+%, 
beides auch dann, wenn « und w nicht ganz sind. 
Die Richtigkeit folgt aus (12). 
8. Zur Anwendung von g machen wir noch eine Vorbereitung: 


h. Im Fall I mit p > 5 kann es in einem System S assoziierter ganzer 
Koérperzahlen und threr Konjugierten bis auf das Vorzeichen héchstens nur einen 
Reprisentanten 8 geben, woftir wenigstens eine der Ungleichungen 


(20) (e+ 1) Bal < S-, 
(21) \(e+ 1)’ B)e| < >" 


gilt. Ist S insbesondere die Gesamtheit der Einheiten, so gelten (20) und (21) nur 
mit |8| = 1, und zwar ist 


(22) |(¢ + le] = |((e + Le’)e| = u. 


Im allgemeinen Fall la8t sich die Beantwortung der Frage, ob (20) oder (21) 
oder beide gelten, durch den Zusammenhang 


(23) ((e + 1)B)e + ((¢ + 1) e’ B’)e = 2 (Bde 


erleichtern. 

Wenn S aus den Einheiten oder aus den Assoziierten einer (ganz) rationalen 
Zahl besteht, ist alles klar, weshalb wir davon im folgenden absehe :. 

Wir setzen mit rationalen a,,, b, 


(24) (e+ 1) e’" = a, —b, (e +1) (n = 0,1,2,...) 
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und zeigen zuerst, daB a,,5, ganz sind und daB weiter 
(25) a, = 3¢, 6, =1, 

(26) (2e+1+2)6,-1++ 24, >(2t+1)5, > 0 (n=2,3,...) 
gelten. Man gewinnt namlich durch Multiplizieren von (24) mit e’ = 2t — e: 
a, 1 == (2¢+1)a,-—-2tb,, 5,1, =a, — },. 

Wegen ap = 0, bo = — | folgt hieraus (25) und a, = 4 #2, bs = 2t — 1. Also 


gilt (26) zuerst fiir » = 2, dann aber durch Induktion auch allgemein nach 
der Rechnung (nm = 2): 


Gn41 — (2¢t + 1) bn 44 - bn 


(2t+1++),,,-a,,,= + a, — (1+), > b, >1— + 


Da nunmehr mit 8 auch e’ f’ zu S gehért, so diirfen wir annehmen, 
da8 eben (20) gilt. Dann Jeiten wir aus 


(27) \((e+ le B)e| < > (n + 0; » ganz rational) 
einen Widerspruch ab. Daraus wird natiirlich auch folgen, daB (21) und 
(28) \((e+ 1)" B’)e| < S* (n+ 1; m ganz rational) 


nicht gleichzeitig gelten kénnen. Wenn wir also dann noch zeigen, daB auch 
(28) zu (20) im Widerspruch steht, so werden wir den vollen Beweis erbracht 
haben. 

Wir diirfen in (27) m > 0 annehmen, da man sonst mit £* = «'"f statt # 
schlieBen kénnte, wobei (20) und (27) vertauscht werden. Nach (24) und (27) 
folgt 


— [enB = b, (e+ 1B] < S", 
also wegen 5, >- 0: 


ay | (Bla! < bx |((e + 1) B)a| + SS". 


Da £ nicht rational ist, so ist |(f),| => 4, und somit ergibt sich nach (20), 
(25), (26) 

l t—1 t—1 

Zan <= + D), tb, < —5- (6, + 1). 
Das ist aber ein Widerspruch, da 6, > 1 ist. 

Es ist noch (28) zu widerlegen. Infolge (20) miissen die Koordinaten 
von # (von Null verschieden und) von entgegengesetztem Vorzeichen sein. 
Dann ist in (28) sicher » > 0, also » => 2. Nach Einsetzen von (24) und. 
Ubergang zum Konjugierten ergibt sich 


|((an — be’ + 1))Bpe| <‘F. 
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Der mit £ multiplizierte Teil la8t sich wieder wegen e’ = 2t — ¢ in der Form 
(— a, + (2t + 2)b,) ¢ + (a, — (2t + 1)6,) (6 + 1) 
schreiben. Nach (26) folgt hieraus 
(—a, + (2t +2)b,) |(eB)o| < (a, —(2t +1)b,) \((e + 1)Bpe| + S?. 


Es ist wieder | (¢/)2| > 4, weiter ist nach (20) offenbar |((¢ + 1) A)e| S 5 _ S 
also 


8 
r 


t—1 
)+ 


+ (=a + (2t + 2)b) <(@ —(2t+ 1)d,)(— 
(4t2 + 1)b, < (2t—1l)a, + 2t—2. 
Nach (26) folgt 


(42+ 1)b, < (4 —14 7") 6,4 


und weiter hieraus der Widerspruch b, <t — 1. Damit haben wir h bewiesen. 


9. Wir beweisen, daB der E.A.in K = R(V61) nicht existiert. Betrachten 
wir vorlaufig ein beliebiges K — R(Vp) mit p = 5 (mod 8), p => 61 und nicht 
ganzem ¢. Dann sind 2¢t, 2 ungefade ganz, letzteres = 1 (mod 4). Nehmen 
wir an, daB der E. A. existiert. Es werdeing « = t + } gesetzt, das jetzt ja 
ganz ist. Eine beliebige ganze Zahl » in K laBt sich durch 


(29) om = 4(—(e +1) +), 

(30) B= tele (r,s ganz rational), 
(31) r==s=1(mod2), r+s=2t+ 1 (mod 4) 

angeben. Wegen (12) und (29) ist 

(32) a+(e+]lhwo=}+4(e+1)2. 


Nach g laBt sich also ein solches (m d.h.) # wihlen, daB [nach Beachtung 
von g’, wobei jetzt gemaB (32) « = > oO = 4 zu setzen ist]: 
(33) 3\((e + 1) B)e| <4, 
{1 
(34) pt yle+ Db + ZB < 2 


1 1 1 


Nach dem letzteren ist |N#| < 6. Ware f eine Einheit, so miiBte nach (33) 
und h f = + 1 oder + e’ sein; beide fiihren zu keinem ganzen w in (29). Da 
weiter nach (30) und (31) Nf ungerade ist, ist |N | = 3 oder 5. 
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Nunmehr sei p = 61, ¢ = %+6V61, Dann wird (33) durch die ganzen 
Zahlen 


Bs = + (8 — V6l), f= + Stet 


(es ist NB, = é) befriedigt. Nach h kann das gleiche wegen 2u < ‘= nur 
noch iiber e’ fi, (¢ = 3,5), d.h. tiber 
apa IG pp Ba 


gelten. Von diesen acht Sikes genfigen (31) nur f,, BF. Fir — gilt aber 
(34) nicht, da das dritte Glied mw. fdas mittlere + 8 bzw. +; ist. Damit 
haben wir die Behauptung iiber - = 61 bewiesen*?). 


10. Um die Nichtexistenz des E.A. in K = R(V109) zu beweisen, nehmen 
wir jetzt fiir « in g die ganz rationale Zahl mit V2t <a < V¥2t+1. Dann ist 
w + 0, und (16) geht in 
(35) \((e + l)@)e| <u 


iiber. Weiter ist nach (19), da w ganz ist: |Nm| Sa + 2. 


Ist nun p = 109, ¢ = nd so ist a = 17, |New| S19. Wegen 


(35) und h kann ~ keine Einheit, noch das Assoziierte einer rationalen Zahl 
sein. Es gibt bis auf Assoziierte und Konjugierte nur drei nichtrationale Prim- 
zahlen ws, ws, w7 (es ist No», = +), deren Norm absolut nicht gréBer als 19 ist. 
Ein zusammengesetztes w kann also bis auf Assoziierte und Konjugierte nur 
23, 2, wsgms oder 3,5 sein. Wahlit man 





wy = + EO? | og = +(21-2 1109), w, = + (04 —9 V109), 
so wird (35) durch diese Primzahlen und auch durch 
Oye = 2w3, + = + wy = + md 
wn = oye = MOAN ayy, — 5 18 V8 


2 


™) Es la8t sich zeigen, daB die H, fir p = 61 alle Punkte des Fundamental- 
bereiches 7 bis auf das Rechteck mit den Seiten z = 0, x = 0,0203, y = 0,216199, 
y = 0,219036 iiberdecken. Nach den Uberlegungen von Remak [15], S. 247 erhalt 
man daraus durch einfache Rechnung, daB unter den rationalen Punkten von 7 héchstens 


nur i 17 uniiberdeckbar sein kann. DaB dieser Punkt wirklich uniiberdeckbar ist, 
78° 78 


folgt aus dem Obigen. Auch miissen ——~—— I ue und (a =) tly aquiva- 
lent sein; sie sind sogar kongruent mod ow spricht dafir, daB obiger Beweis 
im wesentlichen der einzig mdgliche ist. Vgl.1). 

Mathematische Annaien. 118. 39 
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befriedigt (die Stellenzeiger geben wieder die Norm an). Dann kann « nach h 
auBer diesen 14 Zahlen nur noch 


Me rege 4 Soe, , 9—/109 


be 


& @ 





~* 


eo, = 


al 


2e’'ws, ew, = + (10 — 7109), eo}, = + : —$ ’ 


e'w%, = + (167 — 16109) 
sein. Man rechnet aber leicht nach, da8 keine dieser 28 Zahlen (18) befriedigt, 
das jetzt namlich 
|289 + 17 ((263 + 25 ¥109) w), + 261 Ne»| < 261 
lautet. Mithin gilt der E.A. fiir p = 109 nicht. 


11. Wir betrachten jetzt den Fall I mit » = 17 (mod 24), p > 41 und 
beweisen, daB dann der E.A. nicht existiert. Jetzt ist 


(36) t=0 (mod 4), w= 1 (mod 2). 





Nehmen wir an, daB der E.A. existiert. Da p = 89, kénnen wir g an- 
e+1 


wenden. Das tun wir mit « = — +3; wegen (36) ist ja « ganz. Gleich- 


zeitig setzen wir ing @ = — > + f, wobei f eine ganze Zahl in K mit 
(37) B = 1 (mod 2) 


ist; (37) ist notwendig und hinreichend, damit ~ ganz ist. Wegen « + (e+ 1) 
= 3+ 4(e+ 1) 8 folgt, ndem man auch g’ beachtet (namlich mit « = 3, 
o = £), daB es ein f gibt mit 


(38) 16 + ((e + 1) A): | < 2¢, 
(39) \((e + 1) B)e| < 24, 

(40) |18 + 6((e + 1) 6); + tNB| < 42, 
(41) [NB] < 16+. 


Nach der Einleitung kann nur p = 89, 113, 137 oder p > 3001 sein. 
Da fiir die ersten drei Fille * 


(42) «= 600+53V89, 776+ 73V113 baw. 1744 + 149 V137 
ist, so ist immer t > ¥3000, also 
(43) t > BA. 


[Nach (36) kénnte man etwas mehr sagen.] 
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Hiernach folgt aus (41) |N | < 16, sogar |NB| < 15, da |Nf| ungerade 
ist. Eskann f keine Kinheit sein. Wegen (89) und h (es ist offenbar ‘=* > 2 u) 
kommen namlich bloB 6 = + 1, 6 = + e’ in Frage. Dann ist ((¢ + 1) £); 
= + (t + 1) bzw. + (t — 1). Beide sind aber mit (40), (48) und VB = + 1 
unvereinbar. Wegen (39) und h kann f auch nicht assoziiert zu einer rationalen 
Zah! sein. Auch mu8 (8,3) = 1 sein. Da namlich 3 eine Primzahl in £ ist, 
wiirde aus (8, 3) + 1 folgen, daB 3/8, 9|NB, |NB| = 9 ist, und dann wire 
doch zu 3 assoziiert. Nach all diesem kann nur 


(44) |\NB| = 5, 7, 11, 18 
sein. 

Dann sind die Koordinaten von # von Null verschieden und wegen (39) 
von entgegengesetztem Vorzeichen. Sie sind wegen (37) auch ganz. Wir 
kénnen also setzen 


(45) B = o(z— y Vp) (x, y positiv ganz, 2 z+ y, o = +1). 
Setzen wir noch der Kiirze halber 

(46) b= NZ. 

Dann ist 

(47) py = 2 —b, 


Betrachten wir zuerst p > 3001 (wir lassen also p = 89, 113, 137 vor- 
laufig beiseite). Dann gilt 


(48) x > 54. 
Wir setzen 
(49) a* = tz — puy. 
Da + 2* die erste Koordinate von ¢f ist, so folgt ebenfalls 
(50) |a*| > 54. 
Wegen (6) und (47), (48) ist 
(51) t<ulp<t+s, 
(52) z—LeyVp<2+H. 
Nach (45) ist 
(53) ((¢ + 1)8): = o((¢ + 1) & — pery). 
Wir zeigen, da8 
(54) ((+1)z— puy>0d0 


ist. Nach (53), (40) und |b| > 5 ist namlich 
\(¢+1)2—puy| 2+". 
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Wire (54) falsch, so wire ’ 
(¢+1)2+ ‘oh Spuy. 
Nach Quadrieren folgt, da nach (47) py® < 2? + 13 ist, 
(t + 1a? + (t+ 1) (¢— 18) 5 < peuty? < (@ + 1) (2? + 13), 
6ta® + (t + 1) (t — 18) z < 39 (2 + 1), 
62 + (t— 18) 2< 3904 2 

Andererseits ist nach (43) und (48) 6 z? — 182 > > also tz < 39t, x < 39, 


Dieser Widerspruch mit (48) beweist (54). 
Nach (53), (54), (38), (40) ist 


(55) WPL — 4) 1 < (t+ 1) a — puy < 2t+6. 


Nunmehr wollen wir der Reihe nach die Unméglichkeit von 6 = 5,b = — 5, 
|6| > 5 ausweisen. 
Fall 6 = 5. Aus (47), (48) folgt 


(56) =— 2 <y Vp <2. 
Hieraus und aus (51) gewinnen wir 


_ $6—1 


(57) (¢+1)e—puy>(t+1)2—(t+ 5) 2=—"* te. 


Nach (55) folgt weiter z < 5 (2¢ + 6), also nach (43) 


(58) eS2t+7. 
Ebenfalls aus (51) und (56) folgt 
(59) (+1) 2—puy< (t+ 1)e—t(2— 3) = 24% 
und weiter aus (55) 
3t t—18 
"Ts °.¢" 
naa = > z, so wiirde ned > —*, z< a also nach (43) 
r< a = 54 folgen, im Widerspruch mit (48). Somit ist z > a 
t —18 
(60) z>—5-- 
Nach (49) und (57) ist z* > — a Hieraus folgt nach (58) 


(61) z*> —2. 
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Nach (49) und (59) ist 2* <3 . Hieraus folgt nach (60) z* <5 = 5° also 
nach obiger Auswertung z* < 54, Dies und (61) ergeben einen Widerspruch 
mit (50). 

Fall 6 = — 5. Aus (47) folgt 
(62) z<yVp<2+e. 


Hieraus und aus (51) gewinnen wir 














1 5 | 2t—1 5 
(63) (¢+ 1)z—puy> (t+1)e—(¢+ 5) (2+ 5) > e- + DS, 
also aus (43) 
2t—1 _t+1 
(t+ l)z—puy> —— -. 
Dies, (55) und ps ergeben 
tA. 41¢ 41¢-+ 160 
(64) <1 9 <a + 8= —- 
Wieder aus Py und (62) Ray 
(65) ((+1)2—puy<(t+1l)¢e¢-—tr=~2 
und weiter aus (55) 
(66) => are 
Nach (49) und (63) ist z* > — — — (t+ 1) , also nach (64) und (66) 


ee hose 16 (¢ +1) 


40t t—18 ° 





Hieraus folgt nach (43) 
(67) z* > — 25. 
Nach (49) und (65) ist <* < 0, und das ergibt mit (67) und (50) einen Wider- 
spruch. 
Fall |6| > 5. Dann ist 7 < |b| S$ 13. Nach (55) ist jetzt 
(68) SS < (t+ Ia puy < 246. 
Es ist nach (51) und (52) 


(69) (¢+ l)z—puy>(t+1)z—(t+ 5) (2+ 2) 2 z- +t, 


2t 2¢t 
also nach (48) 


2t—1 t+1 
laa ae abe 








(¢+l)z—p 


Hieraus und aus (43), ss folgt 


2t t+1__ 15¢ 
(70) B<g 4 (246) + 5-5 <a +8. 
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Nach (51) und (52) ist 





(71) (t+ l)z — puy < (+ 1)e—t (2—=) = 2+ g, 
also nach (68) 
e+ it SS. 


af im Widerspruch 


Wieder kann nicht ul > x sein, denn dann wire ass > 
mit (43), (48). Also ist s = a 

(72) s>%5. 

Nach (49) und (69) ist 


a eae a 
> T ¢+))-, 





woraus weiter nach (70), (72) und (43) z* > — a — ser, 


(73) z* > — 3b. 


Wegen (49), (71), (72) und (43) ist 2* < us < raat < 32. Dies und (73) 


widersprechen (50), womit der Beweis fiir p > 3001 erbracht ist. 
Es sind noch p = 89, 113, 137 iibrig (man beachte (42)!). 


Fall p = 89. Wegen (44) ist nur |N8| = 5, 11 méglich. Abnlich wie in 
9. und 10. sehen wir, daB wegen (39) und (42) fiir # nur 
Bs = + (19 — 2 V89), eB — + (66 — 7 V89), B,, — + (10 — V9), 
6! By = (288 — 30 ¥89) 


mdglich sind. Keines von ihnen geniigt (40). 

Fall p = 113. Es ist |W#| = 7, 11 oder 13. Jetzt kamen 
fr = + (82 — 3113), «f= + (85 — 8 V113), By, = + (202 — 19 V113), 
e By = + (21— 2 V113), Bis = + (489 — 46 V113), c’ fig = + (10 — V113) 
in Betracht, ohne jedoch (40) zu geniigen. 

Fall p = 137. Dann ist |N#| = 7 oder 11. Es ist abnlich zu schlieBen mit 
By = + (12 — V137), 6’, = + (615 — 44 137), Bu = + (82 — 7 137), 


e’ Bi, = + (117 — 10 V137). 


Damit ist die Behauptung bewiesen. 
+ s 
a 
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Nachwort. Man darf nicht glauben, daB man jetzt, da man im Fall I die 
Restklassen p = 5, 13, 17 (mod 24) schon hinter sich und nur noch p= 1 
(mod 24) iibrig hat, das Problem zu ,,drei Viertel‘‘ gelést hatte, da letztere p 
viel mehr Schwierigkeiten zu bereiten scheinen, gleichgiiltig, ob man durch b 
oder g ans Werk gehen will; und sie steigern sich, je gréBer die kleinste Prim- 


zahl a (> 0) mit (=) = — 1 ist. Ahnliches zeigte sich auch im Fall IT, erst 
bei Rédei [13] (und [14]) haben sich alle Unterschiede zwischen den verschie- 
denen Restklassen so gut wie verwischt. 

Die Primzahlen mit E. A. in den obigen drei Restklassen bilden die liicken- 
lose Folge 5, 13, 17, 29, 37, 41, worin alle drei mit je zwei Elementen vertreten 
sind. Erst nach der Liicke 53, 61 tritt dann endlich in der Restklasse 1 (mod 24) 
die erste Primzahl 73 auf, ebenfalls mit E.A. Man vermutet mit Recht, daB 
das auch seine Fortsetzung hat, da schon unter 3001 die obigen 97, 193, 
..-, 601 noch in Frage kommen (das Nachpriifen fiir 97 scheint nicht sehr 
schwer zu sein). 

Zu p= 17 (mod 24), 109 < p < 3001 haben wir b gebraucht. Diese 
Hilfe 148t sich wahrscheinlich ausschv.ten (in 11. haben wir zu grob ab- 
geschitzt!). Es wiire erwiinscht, Brauers [3] Resultat fiir p = 13 (mod 24), 
p > 109 auch durch g abzuleiten, wobei man dann erwartet, daB auch 
109 < p < 3300000 (wenigstens zum gréBten Teil) keiner Sonderbehandlung 
hedarf. 


Bemerkung nach der Korrektur. Auch R(Y¥97) ist mit E. A., 
wie sich inzwischen herausstellte. 
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Preisaufgabe der Technischen Hochschule Karlsruhe. 


Die Technische Hochschule Fridericiana in Karlsruhe erliBt zum Ge- 
dachtnis des durch lange Jahre in ihrem Lehrkérper wirkenden Bahnbrechers 
der mathematischen Logik Ernst Schréder aus AnlaB der 100. Wiederkehr 
seines Geburtstages die folgende Preisaufgabe: 

Die Untersuchungen Ernst Schréders zum Eliminations- und 
Auflésungsproblem in der Logik der Relative [Vorlesungen iiber die 
Algebra der Logik III, 1, Leipzig 1895; vgl. J.C. C. Mc Kinsey, Postu- 
lates for the calculus of binary relations, J. Symbolic Logic 3 (1940), 
S. 85—97] sollen mit den heute verfiigbaren Hilfsmittein [vgl. H. Beh- 
mann, Beitrage zur Algebra der Logik, insbesondere zum Entscheidungs- 
problem, Math. Annalen 86 (1922), S. 163—229, und vor allem W. Acker- 
mann, Untersuchungen iiber das Eliminationsproblem der mathe- 
matischen Logik, ebenda 110 (1934), 8. 390—314 und Zum Eliminations- 
problem der mathematischen Logik, ebenda 111 (1935), 8. 61—63, sowie 
Hilbert-Ackermann, Grundziige der theoretischen Logik, 2. Aufl., Berlin 
1938, S. 106f.] weitergefiihrt werden. 


Als Preis wird der Betrag von 500 RM fiir die beste Lésung der Aufgabe a 

Als Zeitpunkt fiir die Einlieferung der Lésungen wird mit Riicksicht auf die Kriegs 
verhaltnisse voridufig der 1. Oktober 1944 esetzt. Dem Preisrichter 

héren auBer dem Rektor der Technischen Hochschule Karlsruhe als Vorsitzendem, 

- Dr.-Ing. R. G. Weigel, und dem Dekan der math.-naturw. Fakultaét Prof. Dr. 

A. Bah! an: Studienrat Dr. Wilh. Ackermann (Burgsteinfurt), Prof. Dr. C. Boehm 

(Karlsruhe), der Herausgeber der Frege-Studien Jirgen v. Kempski (Berlin), Prof. 

Dr. Heinr. Scholz (Minster i. W.) sowie — Fn e . Ungerer in Karlsruhe als Ge- 

ihrer. Etwaige Anfragen sind an den r zu richten. 





David Hilbert 
+ 14. Februar 1943 


Am 14. Februar 1943 ist David Hilbert im Alter 
von 81 Jahren in Gottingen gestorben. Damit ist 
der letzte aus der zweiten grofen Gottinger mathe- 
matischen Bliitezeit dahingegangen. Bei einer 
solchen Nachricht geht auch in unserer ereignis- 
reichen Kriegszeit ein ehrfiirchtiges Gedenken an 
diesen mathematischen Genius durch die gesamte 
mathematische Welt, die langer als ein Menschen- 
alter unter dem Bann der Offenbarungen seines 
Geistes gestanden hat. 

Die Mathematischen Annalen sind mit Hilbert 
wahrend seines ganzen Lebens auf das engste ver- 
bunden gewesen. Von seiner Doktorarbeit an 
[Math. Ann. Bd.30(1887)] bis zu seinerletzten Arbeit 
in Math. Ann. Bd. 104(1931) hat Hilbert einen groBen 
Teil seiner Arbeiten in den Annalen ver6ffentlicht, 
die er dann als Herausgeber seit Bd. 55 (1902) bis 
Bd. 116 (1939) geleitet und entscheidend in ihrer 
Haltung beeinfluBt hat. Der Name Hilberts wird 
auch mit unserer Zeitschrift immer verkniipft sein. 


Die Redaktion 
der Mathematischen Annalen 











Die Dualitit von Inzidenz und Senkrechtstehen 
in der absoluten Geometrie. 


Von 
Arnold Schmidt in Marburg a. d. Lahn. 


§ 1. 
Einleitung und Ubersicht. 


Zur Begriindung der ebenen absoluten Geometrie bedient man sich scit 
Hjelmslev') in grundlegender Weise der Spiegelungen. Neben den Hjelmslev- 
schen Arbeiten sind hier vor allem die Begriindung der vollelliptischen Geo- 
metrie durch Podehl und Reidemeister?) und diejenige der absoluten Geo- 
metrie durch Bachmann und Reidemeister3) zu nennen, bei denen die axio- 
matische Grundlage noch etwas weiter (z. B. durch Vermeidung der Strecken- 
halbierungsforderung) eingeschriinkt ist. In dem betreffenden Axiomen- 
system wird zwar die Streckenkongruenz als ein Grundbegriff zugrunde gelegt; 
ihre axiomatische Determination geht aber gerade nur so weit, wie zur 
Definition der Spiegelungen nétig ist. Es wird daher fruchtbar sein, statt der 
eingeschrankten Streckenkongruenz die Spiegelung direkt als Grundbegriff 
zu nehmen; dabei fallen auBer der Kongruenz auch Inzidenz und Senkrecht- 
stehen als Grundrelationen fort. (Im folgenden Axiomensystem sind der 
Einfachheit halber auBer den,Geradenspiegelungen auch Punktspiegelungen 
herangezogen, dies ist offenbar nicht nétig. Die Axiome werden iibrigens die 
, absolute Geometrie“ gleich in jenem weiteren Sinne aufspannen, der die Frage 
nach der Existenz der Pole offen|a8t und somit den vollelliptischen Fall und 
den im engeren Sinne absoluten Fall, in dem Pole verboten sind‘), gemeinsam 
umschlieSt.) — Ein Axiomensystem fiir die euklidische Geometrie (und ansatz- 


1) Neue Begriindung der ebenen Geometric. Math. Annalen 64 (1907), ab S. 449 
und Einleitung in die allgemeine Kongruenzlehre. Math. fys. Meddelelser, Kgl. Danske 
Vidensskabernes Selskab 8 (1929), ab S.11 und 10 (1929), ab S. 1. 

*) Eine Begriindung der elliptischen Geometrie. Hamburger Abh. 10 (1934), 
ab S. 231. 

8) (1) F. Bachmann, Eine Begriindung der absoluten Geometrie in der Ebene. 
Math. Annalen 113 (1936), ab S.424. (2) F. Bachmann und K. Reidemeister, Die 
metrische Form in der absoluten und der elliptischen Geometrie. Math. Annalen 113 
(1937), ab S. 748. . 

*) Die in.Anm.2 genannte Arbeit bezieht sich auf den ersteren Fall, dic in 
Anm. 3(1) genannte Arbeit auf den letzteren. 
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weise fiir die hyperbolische), das sich der Punkt- und Geradenspiegelungen als 
Grundbegriffe bedient, wurde bekanntlich von Thomsen ®) gegeben; der Blick- 
richtung einer gruppentheoretischen Allgemeinheit, die dort fiir die Formu- 
lierung der Axiome maBgebend war, steht hier das Bestreben gezeniiber, der 
aus dem genannten einzigen Grundbegriff sich entwickelnden absoluten 
Geometrie — die im folgenden kurz als, reine Spiegelungsgeometrie“ bezeichnet 
werden mége — eine anschaulich méglichst iibersichtliche und handliche 
Axiomenbasis zugrunde zu legen. 


Hierbei ergibt sich nun — § 2 — eine bemerkenswerte Dualitat der Arviome, 
eine Dualitdt zwischen Inzidenz und Senkrechtstehen. Die explizite Heraus- 
stellung dieser Dualitaét verleiht nicht nur dem Axiomensystem eine augen- 
fallige Geschlossenheit, sie ist vielmehr auch geeignet, die Unterteilung der 
absoluten Geometrie in ihre wichtigen Unterfalle zu systematisieren sowie 
den deduktiven Aufbau zu vereinfachen. Sie fiihrt weiter im Falle der voll- 
elliptischen Geometrie zu einem aus nur ganz wenigen Axiomen bestehenden 
Axiomensystem (dem als einziges Grundgebilde das Aggregat ,,Gerade nebst 
Pol“ zugrunde liegt). 


Bei der ,,Begriindung“ (d.h. hier im wesentlichen: der projektiven Er- 
weiterung und der auf dieser fuBenden Metrisierung) der ,,reinen Spiegelungs- 
geometrie“ kann man verschiedene Gesichtspunkte zur Geltung bringen. Sie 
lieBe sich z. B. ahnlich wie diejenige durchfiihren, die Bachmann und Reide- 
meister auf Grund ihres Axiomensystems gaben, bei der der Desarguessche 
Satz durch eine Heranziehung des kinematischen Raumes gewonnen wird und 
sodann das Vorhandensein einer linearen involutorischen Polarkorrelation an 
Hand einer zum Teil algebraischen Uberlegung bewiesen wird. Da die Méglich- 
keit einer strengen und unmittelbaren projektiven Erweiterung von der er- 
wahnten engen axiomatischen Basis aus ohne Durchgang durch eimen Be- 
wegungsraum bislang nicht aufgezeigt wurde, mag die in § 3 gegebene projektive 
Erweiterung, die das wirkliche Ausreichen des Axiomensystems zeigen soll, 
diesen Gesichtspunkt als durchfiihrbar herausstellen. — Nach Erlangung eines 
Erweiterungsbereichs, der den projektiven Grundgesetzen geniigt, wird auf 
die Gegenpaarung Zuriickgegriffen, welche sich auch z. B. bei der Metrisierung 
als besonders durchschlagend erweist. Bei dem Beweise — § 4 —, daB die 
Polarkorrelation, die im nichteuklidischen Falle die Bewegungsgruppe fixiert, 
linear ist (synthetisch ausgedriickt: daB sie auf zwei Geraden projektive 
Involutionen ausschneidet), gestattet nimlich die Gegenpaarung in einfacher 
Weise synthetisch, ohne Rechnung, zu schlieBen. 


‘) Grundlagen der Elementargeometrie in gruppentheoretischer Behandlung. 
Hamburger math. Einzelschr. 15 (1933). 
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§ 2. 
Die in sich duale Axiomenbasis. 

Die Axiome beschiftigen sich mit zwei (nicht leeren*) und nicht notwendig 
getrennten) Dingklassen — den Punkten A, B, . . . und den Geradena, b,.. . — 
und mit einer einzigen Verkniipfung zwischen den Dingen und ihren Ver- 
kniipfungsreihen. Diese Verkniipfung sol} stets ausfiihrbar sowie assoziativ 
und gleichheitstreu sein und der ,,Streichungsregel“ geniigen: ,,Es ist stets 
aX XB = UB und ebenso AxzB = AB“; hier darf eine der beiden durch 
U, B mitgeteilten Verkniipfungsreihen die leere Reihe sein. (Auf Grund der 
Streichungsrege] stimmt eine Dingverkniipfungsreihe, die einem Punkt oder 
einer Geraden gleich ist, mit ihrer Umkehrung iiberein.) 

Die Relation ,,AB = BA bei A + B sei durch KAB abgekiirzt. 

Interpretation. Eine Gerade vertritt die Spiegelung an ihr, ein Punkt 
die Umwendung an ihm, die Verkniipfung bedeutet die Zusammensetzung 
solcher Bewegungen. Man hat hiermit die Deutungen: 


K pq: p, q stehen senkrecht aufeinander. pq ist dann der Schnittpunkt. 
K PQ: P, Q sind konjugiert. PQ ist dann die Verbindung. 
K pQ (oder auch KQp): p geht durch Q. pQ ist dann das Lot auf p in Q. 
p = Q: pund Q stehen in Pol-Polaren-Beziehung. p Q ist dann die Identitat 
(fiir die kein besonderes Zeichen eingefiihrt zu werden braucht, vgl. die 
Streichungsregel). 

Die Deutung der folgenden Axiome ergibt sich hieraus unmittelbar. 


Axiome der Spregelungsgeometrie. 
(Die dualisierten Elemente sind durch die Benennungen z, y, X, Y 
hervorgehoben.) 


la. Zu P, X gibtesamit KaP, KaX. | 1b. Zu P, zgibtesamit KaP, Kaz. 

2a. Bei KaX gibt es y = aX. 2b. Bei Kaz gibt es Y = az, 

3a. Bei Ka P, KaX, KbP, KbX ist 3b. Bei KaP, Kaz, KbP, Kbz ist 
a = 6b oder P = X, a = b oder P = z. 

4a. Bei KaX, KbX, KeX gibt es | 4b. Bei Kaz, Kbz, Kez gibt es 
d = abe. d = abe. 

5a. Bei KaX, KObX, abc =d ist 5b. Bei Kaz, Kbz, abc =d ist 
a = b oder KeX. a = b oder Kez. 

6a. Zu X gibt esa + X ohne KaX. 6b. Zu x gibt es a + z ohne Kaz. 





In der paarweisen Zuordnung der Axiome kommt die durchgingige 
Dualitaét zwischen Punkten und Geraden, die gema8 der Deutung der K-Be- 
ziehung zugleich eine Dualitat zwischen Inzidenz und Orthogonalitat darstellt, 


6) Es wiirde iibrigens geniigen, einen Punkt vorauszusetzen. 
40 * 
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zum Ausdruck. Bei Aufhebung der Beschrankung auf die durch z, y, X, Y 

bezeichneten Elemente erhalt man durch Dualisierung eine Anzahl] weiterer 

Axiomablen, deren wichtigste die Axiomablen 1c, 3c sind: 

le. (Vollelliptisches Axiom): Zu p, q gibt es A mit KAp, KAq. 

3c. (Nichteuklidisches Axiom): Bei Kap, Kag, Kbp, Kbq ist a = 6 oder p = q. 
AuBer lc, 3c sind unter den bei voller Heranziehung der Dualitat hinzu- 

kommenden Axiomablen nur noch die folgenden nicht beweisbar: 


ld. Zu P,Q gibt es A mit KAP, KAQ. 
le. Zu P,q gibt es A mit KAP, K Aq. 
lf. Zu p,q gibt es a mit Kap, Kagq. 
2c. Bei KaB gibt es C = aB., 

2d. Bei Kad gibt esc = ab. 

4c. Bei KaP, K6P, KeP gibt es D = abe. Vollellipt. 
4d. Bei Kap, Kbp, Kep gibt es D = abc. Axiomablen. 
4e. Bei KAp, Kbp, Kep gibt es d = Abc 





(und d = bAc). 
4f. Bei KAp, KBp, Kep gibt es D= ABc 
(und D = AcB). 
4g. Bei KAp, KBp, KCp gibt es d = ABC. 
5c. Bei Kap, Kbp, abC = D ist a = b oder KCp. | Nichteuklid. 


5d. Bei KAp, KBp, ABC = D ist’A = B oder KCp. | Axiomablen. 


ld—f, 2c,d und 4c—g sind vollelliptische Axviomablen, d.h. aquiva- 
lent le. Man beweist nimlich zunichst leicht, daB die Forderung: ,,Es gibt 
p = P*“ mit der Forderung ,,Zu jedem p und ebenso zu jedem P gibt es 
p = P*") aquivalent ist. Bei Giiltigkeit der letzteren Formulierung gelten 
offenbar alle Axiomablen; die erste Formulierung folgt unmittelbar aus den 
Axiomen und jedem der Axiomablen 1d—f, 2c, d, 4c, d (1f wird man hier auf 
ein Paar p,q mit Kpg anwenden). Bei 4e—g hat man vorher mittels der 
Axiome 1a, b diejenigen Axiomablen zu beweisen, in denen D mit d ver- 
tauscht 1st. 

5c, d sind nichteuklidische Axiomablen, d.h. aquivalent 3c. 

Beweis. 1. Es gelte Ax. 3c. Sei Kap, Kfp, «8 = DC, 2+ 8 
(wobei «, 8 entweder fiir a, b oder fiir A, B stehen). Es gibt g mit KCg, 
K Dg (Ax. la), ¢ = gC, d= gD (Ax. 2a) (sowie gegebenenfalls a = Ap, 
b= Bp), ab = DC = dc baw. ah = AB = DC = de. Axiom 5b lehrt 
Kag und Kbg (bzw. Kag und Kbg). Nach Ax. 3c ist g = p, also KCp. 


7) Satz 4 (2) des § 3. — Zu den die Axiomablen betreffenden Beweisen, von denen 
hier nur einige angedeutet sind, reicht allgemein die Heranziehung weniger Satze des § 3 
(insbesondere 1 bis 5 und 40(1)) aus. 
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— 2. Es gelte Axiomabel 5c bzw. d. Sei Kac, Kbc, Kad, Kbd, a + 6. Nach 
Ax. 2b gibt es A = ac, B = be, C = bd, D=ad. Manhat A BC = ab 
= ad =D. Daher ist nach Axiomabel 5c bzw. 5d: KCc. Nun folgt nach 
Ax. 3a wegen b + c: B = C und mithin c = d. 

Alle iibrigen Axiomablen, die sich bei der vollen Dualisierung ergeben, 
sind aus den Axiomen 1 bis 6a, b bewetsbar; die Beweise seien hier unterdriickt, 
zumal sie (wie man sich etwa am Beispiel des Axiomabels ,,Bei KAp, Kbp, 
Abc = d ist A = 6 oder Kep“ klarmacht) zum Teil ein wenig umstind- 
lich sind. 

Wegen der vollen Dualitat der vollelliptischen Geometrie lassen sich in 
ihr die Paare, die aus einem Punkt P und einer Geraden p mit P = p bestehen, 
als neue Grunddinge (hier durch kleine gotische Buchstaben bezeichnet) 
einfiihren. Die Operation a stellt die Spiegelung an der a-Geraden, d. i. die 
Umwendung an dem zu ihr polaren a-Punkt dar. K ab bedeutet dann zugleich: 
1. der a-Punkt liegt auf der b-Geraden, 2. der b-Punkt liegt auf der a-Geraden, 
3. a- und b-Gerade stehen aufeinander senkrecht, 4. a- und b-Punkt sind 
konjugiert. Zusammen mit den trivialen Grundeigenschaften der Verkniipfung 
(8.611, insbesondere der Streichungsregel) spannt das kurze A ziomensystem: 
. Zu a, b gibt es ¢ mit Kac, Kbc. 

. Bei K ab gibt es c = ab. 

. Bei K ab, K af, K bb, K bf ist a = b oder § = £. 
. Bei Kab, Kbb, K cb gibt es d = abc. 

. Bei Kab, K bb, abc = dD ist a = b oder K cb. 

. Za a gibt es b + a ohne K ab. 

die gesamte vollelliptische Spiegelungsgeometrie auf. 

Dem folgenden Paragraphen liegen die Axiome 1 bis 6a, b von S. 611 
zugrunde. 


au, wp 


§ 3. 
Projektive Erweiterung. 


1. (1) aa + X; aa + @. (2) Bei X = ab ist Kab, KaX; bei s = ab 
ist Kab, Kaz. (3) Bei Kab, KaX, K bX ist X = ab; bei Kab, K az, K bz ist 
z= ab. 

Zum Beweise von (1): Die gegenteiligen Annahmen widersprechen den 
Ax. 6a bzw. b. — Zu (2): a = 6 und ebenso a = X bzw. z ist nach 1 (1) aus- 
geschlossen. — Zu (3): Fir P = ab (Ax. 2b) gilt nach Ax. 3a bzw. b: P = X 
bzw. 2. 

2. (1) Zu a gibt es P mit KaP. (2) Bei Kab, Ked, KaP, K bP, 
KeP KdP ist ab = cd. 

(1) folgt aus Ax. 1b, 2b und 1 (2), (2) ist unmittelbare Folge von 1 (3). 
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3. Erginzung zu den Axiomen 4a, b: (1) BeiKaX,K6X,KcX,abe = d 
ist KdX. (2) Bei Kaz, Kbz, Kez, abc = d ist Kdz. 

Beweis. Beia = bistc = d; beia + 6, c = bad folgt die Behauptung 
nach Ax. 5a bzw. b. 

4. (1) Bei KPQ gibt es p = P. (2) Bei Existenz eines p = P gibt es zu 
jedem X ein z = X, zu jedem z ein X = z. (3) Bei Existenz eines p = P 
gibt es zu jedem Paar g,r mit g + r genau ein A mit KqgA, KrA (vgl. 
Ax. le, 3). 

Beweis zu (1): Es gibt a mit Ka P, KaQ (Ax. la), b=aP, p = aQ 
(Ax. 2a). Mit bp = PQ ist Kbp, daher nach 1 (2), 1 (3): p = P. — Zu (2): 
Za gegebenem X gibt es a mit KaX, Ka P (Ax. 1a), also auch Kap. Es gibt 
weiter b = aX, c = aP (Ax. 2a) = ap und wegen K cp (1 (2)) auch A = ep 
(Ax. 2b) = a. Da mit Kab (1 (2)) auch K Ab ist, gibt es s = 6A (Ax. 2a) 
= ba = X. — (3) folgt unmittelbar aus (2) und Ax. la, 3a. 

5. (1) Zu a, X gibt es Y = aXa; Abkiirzung X,. (2) Zu a, z gibt es 
y = aza; Abkiirzung z,. (3) Mit abe ist auch acb eine Gerade. 

Man bedient sich zum Beweise von (1) eines h mit Kha, KAX (fiir r = AX 
ist nach Ax. 4b ara Gerade), zum Beweise von (2) eines P und eines | mit 
KaP, KIP, Kiz. — (3) ist unmittelbare Folge von (2). — 

Die Siatze 43 bis 45, die das Ziel dieses Paragraphen darstellen, werden 
am kiirzesten bewiesen, indem man sie einma] unter der Annahme, es gebe 
p = P, sodann unter der gegenteiligen Annahme herleitet. Im ersteren Falle 
lassen sich unmittelbare Beweise fiihren, im zweiten Falle werden die Satze 6 
bis 42 benutzt. Es ist daher zur Vereinfachung der Beweise zweckmibig, 
den Sitzen 6 bis 42 die gemeinsame Primisse, es gebe kein p = P, voran- 
zustellen (doch sei angemerkt, da8 der gesamte Beweisgang des § 3 sich unschwer 
auch ohne diese Annahme verfolgen la8t; es treten lediglich an verschiedenen 
Stellen Fallunterscheidungen hinzu). 

.Annahme & (fiir 6 bis 42): Kein Punkt ist einer Geraden gleich. 

6. (Lotesatz.) Es sei Kap, Keq, par=a@, ger =, Krs. (1) Bei 
b = psq gibt es d = abc, (2) umgekehrt ist beiabe = d,a+c, KbT, KpT, 
K qT, KsT, falls nicht zugleich KaT, KeT gilt, b = psg. 

Beweis. (1) Kar, Ker. Nach Ax. 4b gibt es h = ase. abc = appbe 
= apsqe = rascr = h, (5(2)). — (2) Daa = ¢ auf pa = ge, p + q fiibtt, 
wiirde nach Ax.5a KaZ, KcT sein; man hat also a + c. GemaB Ax. 4a 
und 3 (1) gibt es s = pbg mit KsT. asc = rappbqger = d,. Daher ist 
nach 5(3) auch a¢s Gerade. Dann ist gema8 Ax. 5b Ksr und mithin nach 
Ax.3b 3 = s. 


Verabredungen zur Bezeichnung. Den folgenden Siatzen wird ein ausgezeich- 
neter Punkt Z zugrunde gelegt. Ein Paar von Geraden a, p mita + p, KaZ 
lege ein ,,Hauptpaar“ [ap] fest (die Schreibung [ap] soll stets a + p, KaZ in 
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sich schlieBen). Da8 fiir eine Gerade gq das Produkt pag eine Gerade ist, 
werde durch gc [ap] bezeichnet. Zu gegebenem X + Z ist durch KAZ, 
KhX das h eindeutig festgelegt; entsprechend sind zu gegebenem z stets 
durch KhZ, Khaz, F = hz sowohl h als F eindeutig (wegen Annahme %) 
festgelegt. Die konstruktive Abhangigkeit sei durch funktionale Kennzeich- 
nung wiedergegeben: h wird als AX bzw. als Az bezeichnet, F als @z. 
Bei z = y ist xz = Sy und — falls nicht x = Z — umgekehrt. Die fiir 
X + Y durch KrX, KrY eindeutig festgelegte Verbindung r sei durch 
* (X, Y) bezeichnet, und fiir x (@z, Sy) sei kurz x (x, y) geschrieben. 

7. ac [ap], pc [ap]. 

8. Mit gc [ap], g + @ ist pc [ag]. 

9. Zu [ap] und U gibt es ein g mit KU q, qc [ap] und, falls nicht K aU, 
K pU ist, auch nur ein solches g. 

(Beweis mittels der Lotekonfiguration, 6.) 

10. Bei K aZ, K aS, K pS, a + p ist g c [ap] mit K 9S gleichbedeutend. 
S heiBt mit [ap] zusammengehérig, [ap] heibt eigentlich. 

11. Mit einem Hauptpaar ist héchstens ein Punkt zusammengehirig. 

12. Bei K pZ gehért Z mit [ap] zusammen, und umgekehrt. 

Bei K p(aZ) heiBt [ap] ausgezeichnet. Zwei Hauptpaare [ap], [bq] heiBen 
darstellungsgleich, wenn entweder Z mit (ap), [6g] zusammengehért oder 
a = b, qc [ap] ist (vgl. 8). 

13. Fiir ein ausgezeichnetes [a p] ist q c [ap] mit K ¢(aZ) gleichbedeutend. 
Zwei Hauptpaare [ap], [aq] sind also, falls ausgezeichnet, auch darstellungs- 
gleich, und umgekehrt ist ein Hauptpaar, das einem ausgezeichneten Hai-pt- 
paar darstellungsgleich ist, ausgezeichnet. 

Definition der Halbdrehung. Ein Geradenpaar u, v mit uv + vu, K uZ, 
K vZ legt eine ,,Halbdrehung {uv} fest (die Schreibung {uv} soll stets die 
Voraussetzungen K uZ, Kv Z, uv + vw in sich schlieBen; da keine anderen 
Halbdrehungen benutzt werden, soll unter einer ,,Halbdrehung“ stets eine 
solche um Z verstanden werden). Sie sei dadurch charakterisiert, daB fiir 
irgendein z als ,,Bildgerade“‘ z* die durch K x*(®z), K z*(Az-uv) ein- 
deutig bestimmte Gerade bezeichnet wird; — bei K 2Z ist also z* = ruv. 

14. Ist z = y, so auch z* = y*, und umgekehrt. 

15. (Ap)* = A(p*); die Klammerung zum * ist also bei A unndtig. 

16. Bei K 2Z, K yZ ist zy = z*¥y*. 

17. Mit [ap] ist [a*p*) Hauptpaar, und umgekehrt. 

18. Im speziellen Falle einer Halbdrehung {a - Ap} gehért Sp mit [a* p*] 
zusammen. ; 

19. Ist [ap] ausgezeichnet, so auch [a* p*], und umgekehrt. 

20. Fiir jedes [ap] folgt aus Kap: K a*p*, und umgekehrt. (Folge 
von 15.) 
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21. Mit [ap] ist [a* p*] eigentlich. 

Beweis. * beziehe sich auf die Halbdrehung {uv}. [ap] gehére mit P 
zusammen. Fiir P = Z ist die Behauptung klar, fir wv = a-Ap folgt sie 
aus 18. Andernfalls ist der durch K Pc, Ka*c, Q = a*c festgelegte (Ax. 1 b, 2b) 
Punkt Q + @p (beide + Z). Ax (®p,Q) = Ap -aa* (nach 6 (2)) = Ap- uv 
= Ap* (15). Wegen K p*-@®p ist nach Axiom 3b p* = x (®p,Q), also 
auBer dem nach 1 (2) giiltigen K a*Q auch K p*Q. 

22. Gehért P mit [ap], Q mit [a*p*] zusammen, so ist fiir beliebiges y 
K Py mit K Qy* dquivalent. 

Zum Beweis. DaB K Qy* aus K Py folgt, ist fiir y = a klar; fir y + a 
beweist es sich wie 21 (da dort Q unabhingig von p durch K Pc, Ka*c,Q = a*c 
bestimmt war). — Der Beweis der Umkehrung ist im Falle P = Z einfach. 
Mit ausgezeichneten [a)], [a* p*] (19) gehort gema8 Annahme & kein Punkt 
zusammen. Andernfalls |aBt sich fiir das w mit KwP, Kw-Ay (Ax. 1b) 
zeigen: w* = y*, und zwar bei w = ¢ unmittelbar (Ax. 3a, b), sonst ahnlich 
wie bei 21 an Hand von 6 (2). 

23. (x (p, q))* = x (p*, q*) (nur fiir Op + Sq sinnvoll). 

Zum Beweise wendet man 22 auf x (p,q) und die Hauptpaare [A p, p], 
(Aq, q] an. 

24. z#° = 7°*. 

Beweis. * bzw. o mégen die Bilder beziiglich {uv} und {st} bezeichnen. 
Man darf * +o und mithin @(z*) + ®(z°) annehmen. Fiir K zZ ist die 
Behauptung klar; andernfalls hat man nach 6 (2): Ax (z*, 2°) = Az* -Az-Az® 
= Az*.st = Ax*°. Dann fiihrt Ax. 3b auf c*° = x(zx*, 2°). Entsprechend 
erhalt man 2°* = x (z*, 2°). 

25. Mit gc [ap] ist g* c [a*p*], und umgekehrt. 

Beweis. Sei gc[ap]. Es kann p + g angenommen werden. Nach 
6(2) ist Ax (p,q) =Aq-a-Ap und mithin nach 15 und 23: Ax(p*, g*) 
= Aq*-a*-Ap* und nach 6 (1): g* c[a* p*]. Die SchluBweise laBt sich 
umkehren. 

26. (Freiheit der Punktbezeichnung.) Bei gc [ap], 9,7 + @ ist rc [ap] 
mit rc [aq] aquivalent. 

Nach 8 geniigt es zu zeigen: Bei g, rc [ap], ¢ + @ ist rC [ag]. 

Beweis. Fiir ausgezeichnetes [ap] nach 13. Sonst sei die Halbdrehung 
{a -Ap} durch * abgekiirzt. q*, r* c [a* p*] (25), also Kq*-@p, Kr*- Sp (18 
und 10), r* c [a*g*] (14 und 10). Nun 25 Umkehrung. 

27. Bei beliebiger Halbdrehung * gibt es zu [ap] ein [bg] derart, daB 
[6*q*] mit [ap] darstellungsgleich ist. 

Beweis. *beziehe sich auf {ed}. Bei K pZ ist die Behauptung klar; 
bei Kap geniigt das Hauptpaar [(adc)p]. — Sonst ist uw mit Ku - @p*, 
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uc [ap] (9), f = Au-de (Ax. 4a) heranzuziehen. Es gibt q mit K q- ®p, 
qc [fu] (9; { + w folgt aus dem Ausschlu8 der vorweggenommenen Fille). 
Nach 18, 25 und 10 ist Kg*-@u. Andererseits fiihrt gc [A p, p] (10) nach 
25 und 10 auf Kq* - ®@p*. Da der obengenannte Ausschlu8 auf @u + Sp* 
fiihrt, ist nach Ax. 3a g* = u. — Nachdem man gegebenenfalls von p zu p, 
iibergegangen ist, kann man cd + Ap-a annehmen. (Dieser Ubergang ist 
wegen der aus 26 folgenden Transitivitaét der Darstellungsgleichheit méglich.) 
Dann sind fiir 6 = ade [bg] und nach 17 [b*q*] Hauptpaare. [a*q*] = [au] 
ist darstellungsgleich [ap] (8). 

28. Sind bei z + y zyu, zyv Geraden, so auch zuv, yur. 

Beweis. Der in den Satzen 7 bis 27 zugrunde gelegte Punkt Z war 
keiner Bedingung unterworfen. Wird nun gemiB 2 (1) ein Z) mit KyZo 
zugrunde gelegt, so liefert 26 (zusammen mit 5(3)) die Behauptung. (Im 
folgenden wird wieder ein beliebiges Z zugrunde gelegt.) 


Definition des Idealpunktes. 

1. Jeder Punkt P heiBe ein etgentlicher Idealpunkt; K g P wird auch g/P 
geschrieben. 2. Bei gegebenen g + h, zu denen es keinen Punkt P mit g/P, 
h/P gibt, heiBe die Gesamtheit J7 aller Geraden u, fiir die ghu eine Gerade 
ist, ein wneigentlicher Idealpunkt; die Zugehérigkeit einer Geraden u zu [7 
wird durch u//7 mitgeteilt. 

Wenn es zu dem (eigentlichen oder uneigentlichen) Idealpunkt /7 ein f 
mit K/Z derart gibt, daB u/J7 mit K/u aquivalent ist, heiBe IT ausgezeichnet 
iiber /; /7 ist dann gema8 der Annahme & (S. 614) uneigentlich. — [ap] soll 
den Idealpunkt J7 ,.darstellen“, wenn a/JT, p/IT ist. 

29. (1) Zu beliebigen Geraden g, A gibt es J7 mit g//7, h/JT. (2) Ein be- 
liebiger Idealpunkt J7 ist durch jedes Geradenpaar g + h mit g/JT, h/IT ein- 
deutig festgelegt ; u/J7 ist deduktiv gleichbedeutend damit, daB ghu Gerade ist. 

Der Satz folgt aus Ax. 8a, 5a und 28. 

30. (1) Zu 77, U gibt es q mit q//7, q/U, (2) und zwar bei /7 + U 


genau eines. 

Die Behauptung ergibt sich fiir eigentliches /7 unmittelbar, sonst an 
Hand von 6 und 29 (2). 

31. (1) Zu jedem Idealpunkt J7 gibt es Hauptpaare [ap], die ihn dar- 
stellen. (2) Hauptpaare, die den gleichen Idealpunkt darstellen, sind dar- 
stellungsgleich, und umgekehrt. 

Zum Beweise von (1) ist 30(1) zu benutzen, zum Beweise von (2) ent- 
sprechend 30 (2) und 29 (2). 

32. Das Hauptpaar [ap] stelle den Idealpunkt /7 dar. (1) Falls [ap] aus- 
gezeichnet ist, so auch /7, und umgekehrt; (2) falls P mit [ap] zusammen- 
gehért, ist P = J7, und umgekehrt. 

(1) folgt aus 13 und 29(2), (2) aus Ax. 3a und 29 (2) allein. 
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Indem man bei gegebener Halbdrehung « und gegebenem Idealpunkt J7, 
der durch [ap] dargestellt ist (31 (1)), den durch [a*p*] (17) dargestellten 
Idealpunkt als das ,, Bild J7*“ bezeichnet, hat man: 

33. Zu jedem Idealpunkt /7 gibt es bei gegebener Halbdrehung « (1) genau 
einen Bildpunkt /7*, (2) genau einen Punkt 2 mit 2* = /7. 

(1) folgt aus den Satzen 17, 25 und 31, zum Beweise von (2) sind auBerdem 
27 und 14 heranzuziehen. 

34. Zu einem uneigentlichen, jedoch nicht ausgezeichneten J] gibt es eine 
Halbdrehung *, so daB J]* eigentlich ist (folgt aus 18, 31 (1) und 32). 

35. Mit /7 ist /7* ausgezeichnet, und umgekehrt (nach 19, 31 (1) und 32(1)). 

36. Mit /7 ist /7* eigentlich (nach 21, 31 (1) und 32 (2)). 

37. Aus g/IT folgt g*/I7*, und umgekehrt (25, 29(2), 31(1)). 

38. Fiir irgendwelche Halbdrehungen *: © ist J7*° = J7°* (24, 31). 

39. Fiir einen Idealpunkt /7 und eine Gerade g bestimmt die Gesamtheit 
der Geraden h, fiir die h,/J7 gilt, einen Idealpunkt /7, (vgl. Def. zu 5 (2)). 


Definition der Idealgeraden. 


1. Eine Gerade heiBe eine eigentliche Idealgerade. 2. Eine Gesamtheit y 
von lauter uneigentlichen Idealpunkten heiBe eine uneigentliche Idealgerade, 
wenn es eine eigentliche Gerade g und eine Z-Halbdrehung « derart gibt, daB 
die Zugehérigkeit von /7 zu y mit g/J7* gleichbedeutend ist. Die Zugehérigkeit 
von /7 zu einer solchen uneigentlichen Idealgeraden y wird mit y/J7 bezeichnet. 
3. Die Gesamtheit ¢ aller ausgezeichneten (und mithin uneigentlichen) Ideal- 
punkte heiBe die ausgezeichnete (uneigentliche) Idealgerade; die Ausgezeichnet- 
heit eines JJ sei darum mit C/J7 bezeichnet. 

40. (1) Zug gibt es P + Q mit KgP, KgQ. (2) Zu einer Idealgeraden y 
gibt es J7 + Z mit y/II, y/Z. 

Beweis zu (1). Fir 1=gP mit KgP(2(1) und Ax. 2a) beweist man 
an Hand der Axiome 1 bis 3 und 6 durch eine Fallunterscheidung, daB es ein 
ec ohne KeP und ohne Kel gibt. Bei KAP, Khe, C = he, KkC, Kkg,Q = kg 
(Ax. 1b, 2b) ist mach 1(2): KgQ; mit Ax.3a ergibt sich: Q + P. — 
(2) folgt fiir y + ¢ aus (1) und 33, fiir y = ¢ an Hand von 31 (2), 32 (1) 
und 40 (1). 

41. Zu einer Idealgeraden y und einer beliebigen Halbdrehung * gibt 
es (1) eine Idealgerade 5 derart, daB y//7 mit 4//7* gleichbedeutend ist, 
(2) eine Idealgerade n, fiir die y/J7* mit »/I7 gleichbedeutend ist. 

6 wird als das ,,Bild y*“‘ von y beziiglich der Halbdrehung * zu bezeichnen 
sein; nach 37 stimmt diese Definition fiir eine eigentliche Gerade y = ; mit 
der friiher gegebenen Definition (S. 615) tiberein. — Man hat dann als unmittel- 
bare Folgerung von (1): 41 (3). Mit y/J7 ist y*/J7* gleichbedeutend. 

Beweis. 1. Annahme: y = ¢. Da £//7 mit ¢//7* gleichbedeutend ist (35), 
ist ¢ = ¢*. Damit sind (1), (2), (3) fiir £ bewiesen. 
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2. Annahme: y = g eigentlich. (1) folgt aus 37. — Zu (2): Falls kein eigent- 
licher Punkt P mit g/P* existiert, ist die Gesamtheit der /7 mit g//7* nach 
Definition eine Idealgerade. Falls es aber einen eigentlichen Punkt P mit 
g/P* gibt, seiQ + P* mit g/Q (nach 40(1)) und 2*=Q, P+ (33). Es 
gibt ein k mit k/P, k/X (30). Die Anwendung von (1) auf k fiihrt mit Be- 
nutzung von Ax. 3a auf Beh. (2) fir g. 

3. Annahme: y uneigentlich + ¢, d. h. es gibt eink und eine Halbdrehung o 
derart, daB y/'¥ durch h/'¥° definiert ist. Nach 40(2) gibt es /7 + ® mit 
y/IT, y/®, dh. h/IT°, h/®°, IT? + G° (33), wobei (wegen y + ¢) etwa /7 
als nicht ausgezeichnet angenommen werden darf. SchlieBlich sei J ein 
beliebiger Idealpunkt (also nicht notwendig + /7,®) mit y/2, d.h. h/X°. 
Zu (1): Es gibt eine Halbdrehung e derart, daB /7*® eigentlich ist (34). 
Nach 30 gibt es ein k mit k/J7**, k/®**®, also kO/[]**°, Heo (37). Wegen 
h/TT°, BO, FO ist he*/[]/oe*, Poex, Soe (37), hex/]]**0, Deeo. 2 *e0 (38), 
Da []**° + @*eo ist (33), ist he* = k© (Ax. 3a) und somit ko/D¥e0, 
Dann ist nach 37 k/2**. Nach dem unter der 2. Annahme gefiihrten Ab- 
satz des Beweises gibt es em — ebenso wie k unabhangig von dem vari- 
ablen X bestimmtes — 6 mit 6/2*. Umgekehrt ergibt sich bei Riickwarts- 
durchlaufung der SchluBkette fiir beliebiges 2* mit 6/2*: y/Z. — Zu (2): 
Sei’) A* = JI, B* = ©, ['* = J (33 (2)). Man hat A + B, A nicht aus- 
gezeichnet (33, 35). Man schlieBt nun mit den gleichen Begriindungen wie 
zu (1): Es gibt eine Halbdrehung e derart, daB A® eigentlich ist; es gibt u 
mit u/A®, B®, also w0*/Aeo*, Beo*, Wegen h/A*°, B*O, ['*° ist he/A*0e, 
Broe ['*0e, he /Aeo*, Beo* ['eo* Pa Aeox + Beo*, ist h® — u©* und 
somit wo*/[eo*, w/e, Es gibt ein — wie u unabhingig von 2 be- 
stimmtes — » mit »/I’. Umgekehrt gilt fiir beliebiges J’ mit »/I°: y/I*. 

42. Zu p gibt es genau ein ausgezeichnetes /7 mit p//7. 

Die Existenz eines solchen /7 folgt aus 40 (1), die Eindeutigkeit an 
Hand von 1, 13, 29 (2), 31, 32. 

43. (1) Zu a + £ gibt es genau ein /7 mit «//7, B//7. (2) Zu 1 + @ 
gibt es genau ein « mit «//7, «/®. 

Beweis. Zu (1): Bei « = ¢ folgt die Behauptung unmittelbar aus 42, 
35, 33. Annahme: a, f+. Es gibt die Halbdrehungene,o so, daB «® 
und £° und mithin «®° und °° eigentlich sind. Aus 41 (3) in Verbindung 
mit 38 (und bei eigentlichen «, 8 mit 40 (1)) folgt «© + fO*. Nach 29 gibt 
es daher genau einen Idealpunkt 2 mit «®°/2, foe/X. Es gibt genau ein 
II mit & = I] (33 (2)) = J7°° (38), und da nach 41 (3) fiir irgendein ® 
a/D, B/D mit a®°/Heo, Zoe/Poe gleichbedeutend ist, hat man in // den 
e.nzigen Punkt mit «/I7, B/I7. 


8) Im folgenden sind die Buchstaben A, B, FE, K, M, N, T stets, sofern 
nichts anderes vermerkt ist, als griechische Lettern, d. h. als Zeichen fiir Ideal- 
punkte, zu lesen. 
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Zu (2): DaB nicht mehr als ein a mit a//7, «a/® existiert, folgt 
aus Abs. (1). Zum Nachweis der Existenz eines solchen « kann angenommen 
werden, da8 nicht ¢//7 gelte. Falls nicht /7 selbst eigentlich ist, wird eine 
Halbdrehung e, fiir die /7* eigentlich ist, heranzuziehen sein (34). Es gibt 
ein h mit h/IT*, h/®* (30), also auch ein y mit y//7, ® (41). 

Die Annahme & (8.614), die bis, hierhin als gemeinsame Primisse galt, 
kann nun fallen. Zunichst ist 43 bei Existenz eines p = P giiltig, denn: 
(1) folgt dann wie oben aus 4(3), und da nun alle Idealpunkte eigentlich sind, 
ist (2) durch Ax. 1a, 3a festgelegt. — Weiter werden fiir diesen Fall die Satze 
29, 30, 39 unmittelbare Folgen von 43 und den Axiomen. Andere Siatze werden 
in den nachfolgenden Beweisen von 44 und 45 nicht allgemein bendtigt. 

44. (Gegenpaarung.) A, B, I',A, E,®, seien die Paare konjugierter 
Ecken eines Vierseits, dessen Seiten eigentlich sind und nicht simtlich zu- 
sammenfallen®). Es sei A + J’, 4. Die sechs Ecken mégen von dem auf keiner 
Seite liegenden Idealpunkt /7 aus durch die eigentlichen Geraden a,b, ¢, d, 
e,{ angeschnitten werden. Dann ist mit ac = db auch ae = fb. 

ee Tales 
Schema: A,B JIT,A E,®@. 


‘ 4 





lichen Aufpunktes und eines eigentlichen Schnittpunktes zweier durch 
Produktbildung an Ecken ent- 
stehenden Geraden (insbeson- 
dere also unter Annahme %) 
wird der Beweis bereits hinter 
Satz 5 durchfiihrbar. 2. Die 
Nebenbedingungen beziiglich 
der Lage von J7 lassen sich 
abschwichen; doch geniigt 
hier die vorliegende Fassung 
(A + I,.A ist wesentlich). 
Bezeichnungen und Zu- 
sammenstellung der voraus- 
gesetzten Inzidenzen: a, b, c, 
d,e, f/IT, p,q,7,8 nicht/J7, 
nicht p=q=r=s. pas=a, 
gor = b, ges = &, pdr = d, 
res=@, pfg=j7 ac = db; 
p, a, 8, @/A, q,b, r,6/B, -q,¢, 
s,¢/I', p,d,r,d/A, r1,e,8,e/E, 
pfqh/®, AT, A. ~ 








' 
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Beweis. Mit A + I, s nicht/J7 ista +c (29(2) als Spezialfall von 
43(2)). Es gibt t= acf = dbf mit t/J], u=aed mit u/IT (29). ac} 
= pacfp = t,, dbf = pdbfp = t,,aed = paedp=u,, t,,u,/IT, (5(2) 
und 39). Sei a, c/Z (29). Aus a=c, d.h. pa = qe, und a + ¢ wiirde 
folgen p/J7. Also a + ¢. Entsprechend folgt a +d. Mit a+ ist / + $y. 
Diese Ungleichungen fiihren zusammen mit den Produktdarstellungen von 
t,, 4, — nach 29(2) und 5 (3) — der Reihe nach auf /, t,d, u,/Z. Ware 2=I7,, 
so hitte man — wegen J], + A, 4, und a,,d,, f,//7, (39) — nach 29 (2): 
a=a,, dh. p=s, ebensod=d,, dh. p=r und f=f,, dh. p=q. 
Daher ist © + /7,. Aus t,,u,/I7,,2 folgt dann nach 29 (2): ¢, = u,, 
d.h. de = fb. 

45. (Pascalscher Satz.) Die Idealgeraden «, 8, y, 4, #, # mégen ein 
Sechseck bilden, dessen Idealecken abwechselnd auf zwei Idealgeraden liegen 
(wobei « + 6, B + e, y + #@ sei). Die idealen Schnittpunkte von «,4, £,<, 


y, ® liegen auf einer Idealgeraden. 


Bezeichnung der Punjtte und Zusammenstellung der Inzidenzen: 

1.a/A,4,17, 2. p/I',A, 2, 3.9/7,4,T, 4. 6/4,4,1, 

5. 2/4, K,Z, 6. O/A,K,T, 7. 9/A,I.A, 8. y/A, KA. 

Behauptung: Es gibt w/J/7, 2, T. 

Beweis. 1. Die acht vorausgesetzten Idealgeraden seien eigentlich und 
paarweise verschieden; die neun Idealpunkte seien ebenfalls paarweise ver- 
schieden, J7 und K seien eigentlich. J7 liegt dann auf keiner der Geraden 
B.y,6,8,9,y. Sei k/17, K, g/f1,I, s/f1, 2, t/I7, T, (30), n = gsk (Ax. 4a), 
nm, 9/N, r/K,N, B,r/A, .y,7/M, U1T,A, m/IT, M (29, 30 bzw. 43). Aus 
I’ =A oder [ = M wiirde 9,r/A bzw. /M und somit nach Ax. 3a folgen: 
T=N, also g =n, s=k, e/I7. Daher ist [ +A, M, V. Lage JT auf r, 
so wire, da @ nicht //7 ist, r= k=n, 9 = 8, B/IT. D: her ist r nicht //7. 

a) Man hat gs = nk. Das Vierseit Begr hat die Eckenpaare I’, K, 
=,N, A,A. Es ist FP + 2, N. Satz 44 lehrt gd = lk (unmittelbar dem dort 
angefiigten Schema zu entnehmen). 

b) Das Vierseit By yr hat die Eckenpaare I,K, 4, A, A, M. Es ist 
I + A.A. Satz 44 lehrt ga = mk. 

c) Das Vierseit y # gr hat die Eckenpaare I’, K, A,M, T,N. Es ist 
I + A, M. Satz 44 lehrt gt = nk. 

Die Gleichungen gs = nk, gt = nk ergeben s = t. 

2. Allein aus dem Inzidenzsatz 43 folgt ohne weiteres: a) Wenn in einer 
Konfiguration aus 9 Punkten und 9 Geraden (einschlieBlich w) die acht ersten 
in der Zusammenstellung genannten Bedingungen erfiillt sind und auBerdem 
zwei Punkte oder zwei Geraden iibereinstimmen, so ist auch die neunte Be- 
dingung erfillt. b) Wenn in einer Konfiguration aus 9 Punkten und 9 Geraden 
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die Punkte und ebenso die Geraden paarweise verschieden sind, so sind alle 
Behauptungen, die die Abhangigkeit einer der neun Bedingungen vop den 
acht iibrigen fordern, aquivalent. Daher darf vorausgesetzt werden, da8 in 
der dem Satze 45 zugrunde liegenden Konfiguration die Punkte paarweise 
verschieden, weiter die Geraden « bis ¢, #, y, y paarweise verschieden und 
+ {seien. Da, falls /7, Y, T ausgezeichnet sind, die Behauptung gem4B der 
Definition von ¢ erfiillt ist, kann auBerdem angenommen werden, etwa /7 sei 
nicht ausgezeichnet. SchlieBlich darf noch wegen K + A und wy + € einer 
der Punkte K, A, etwa K, als nicht ausgezeichnet vorausgesetzt werden. 


Falls die Konfiguration nicht schon die Eigentlichkeitsvoraussetzung des 
Abs. 1 erfiillt, ist Annahme & in Kraft (vgl. 8.620); daher diirfen alle Hilf- 
aaitze benutzt werden. Nach 34, 41 (3) und der Definition der Idealgeraden 
gibt es dann eine endliche Folge von Halbdrehungen, die K und /7 in eigent- 
liche Punkte, « bis e, # und 9, y in eigentliche Geraden iiberfiihren. Die ent- 
stehende Figur erfiillt (nach 33, 41 (3), 43) die Voraussetzungen des Abs. 1; 
mit ihr erfiilt nach 41 (3) auch die urspriingliche Figur die Behauptung. 

Gem48 den Satzen 43, 45 stellt der Bereich der Idealpunkte und -geraden 
eine projektive Erweiterung der Geometrie dar. 


§ 4. 
Die Polarkorrelation. 


Den Begriff der Polarkorrelation in dem im vorigen Paragraphen er- 
langten Erweiterungsbereich der Spiegelungsgeometrie wird man axiomatisch 
in folgender Weise fassen kénnen: Eine beiderseitig eindeutige Zuordnung TT 
der Geraden zu den Punkten hat Polarkorrelation zu heiSen, wenn sie den 
Bedingungen geniigt: 1. (involutorische Eigenschaft) bei Zuordnung TT Aa, 
ITB, ist mit «/B auch 8/A. 2. (Polareigenschaft) fiir zwei eigentliche 
Geraden a, b mit Kab zieht die Zuordnung TI Aa die Inzidenz 6b/A nach 
sich. Eine solche eineindeutige Polarkorrelation setzt offenbar den nicht- 
euklidischen Fall, d.h. die Giiltigkeit eines der nichteuklidischen Axio- 
mablen, voraus. Im Falle einer limearen Polarkorrelation gibt es bekanntlich 
einen Kegelschnitt, beziiglich dessen sie die im iiblichen Sinne polare Zu- 
ordnung ist. Die Bewegungen der Geometrie stellen sich dabei als der 
,,eigentliche“ Teil solcher Kollineationen dar, die den Kegelschnitt in sich 
iiberfiihren. Diesen Kegelschnitt hat man dem ins Einzelne gehenden 
Ausbau der Metrik zugrunde zu legen. 

Es mége hier eine Bemerkung zur axiomatischen Einteilung der nicht- 
euklidischen Spiegelungsgeometrie in elliptische und hyperbolische ein- 
geflochten werden. Fiir diese Einteilung pflegt man explizite auf den (nicht- 
zerfallenden) Kegelschnitt oder in anderer Weise auf die Polarkorrelation, 
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also jedenfalls auf den Erweiterungsbereich zuriickzugreifen. Als ein ganz 


eigentliches und rein figiirliches Axiom reicht nun (neben anderen) die fol- 
gende, verhiltnismaBig iibersichtliche Aussage aus: 


Aziomabel H. Es gebe die verschiedenen (eigentlichen) Geraden a bis g 
und p, q mit folgenden Eigenschaften: pad, pae, qcf, gbg und bce sind Geraden, 
K pa, K pb, Kqe, K qd, Kef, ag = df. 


(Die Bedingungen, pad bis bce seien Geraden, lassen sich iibrigens auch 
durch die scharfere Forderung eigentlicher Punkte P, A,, B,C, mit p, a, d, e/P, 
q, ¢, {/By, 9, 6, g/C,, 6 ©, e/A, ersetzen; —- P und B, sind hier iibrigens schon 
aus der ersten Fassung festgelegt.) H beschreibt eine Gegenpaarungs- 
konfiguration mit dem Vierseit A,A2B,B,I',;I’, und dem eigentlichen Auf- 
punkt P (Bezeichnungen der Figur). Da8 bei Zugrundelegung eines der nicht- 
euklidischen Axioma- A 
blen das H notwendig ee 
und hinreichend fiir 
den Fall hyperbolischer 
Polarkorrelation ist, er- 
gibt sich an Hand des 
Umstandes, daB8 der 
Gegenpaarungssatz, der 
zunachst fiir eigentliche 
Elemente bewiesen ist, g 
im Erweiterungsbereich oq d 
fiir jede Konfiguration P 
mit eigentlichem Auf- Fig. 2. 
punkt P gilt (die Gleich- 
heit fiir Winkel an P bleibt ja bei Halbdrehung um P erhalten): 1. Bei 
Giiltigkeit von H sind nach der evidenten Umkehrung des Gegenpaarungs- 
satzes 44 A,, B,, I’; kollinear. Da B, der Pol der Geraden p, J, der Pol 
von q ist, liegt A, auf seiner Polaren. 2. Liegt umgekehrt ein Idealpunkt A, 
auf seiner Polaren, so hat man bi der Konstruktion einer Konfiguration mit 
den in der Figur angegebenen Inzidenz-, Lot- und Eigentlichkeitseigenschaften 
nur etwa der Reihe nach mit g, A, (eigentlich), c, f,e, P, p zu beginnen. 


c Ay_ — 





SY of 4 


wt 
Ss 








Es sei hier nur kurz erwihnt, daB die Rolle des Axiomabels H iibrigens 
nicht auf die Spiegelungsgeometrie beschrankt ist. In irgendwelchen Geo- 
metrien ohne Archimedisches Axiom bietet sich H als anordnungsfreies 
Axiom dar, das die Forderung, die Winkelsumme im Dreieck sei < 2 (die 
bekanntlich nicht der Forderung mehrerer Nichtschneidender zu einer Geraden 
durch einen auBerhalb liegenden Punkt gleichkommt), zur Folge hat. — 
Bei Zulassung von b = c, a = d, f = g hat man statt des hyperbolischen 
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ein ,,nichtelliptisches“ Axiomabel, das entsprechend die Forderung, die 
Winkelsumme sei < 2, nach sich zieht. 

Bei der Angabe einer linearen Polarkorrelation im Erweiterungsbereich 
der nichteuklidischen Spiegelungsgeometrie — sowie iibrigens auch schon 
bei der entsprechenden Uberlegung fiir den euklidischen Fall — erméglicht 
die Gegenpaarung einen kurzen, synthetischen Weg. Der projektiven Erwei- 
terung lagen ein ausgezeichneter Punkt Z und eine ausgezeichnete Idealgerade ¢, 
die seine Polare heiBen mége, zugrunde. Die von Bachmann im Verfolg seiner 
Begriindung der absoluten Geometrie (a. d. i. Anm. 3 (1) ang. O. 8. 450) 
benutzten Gewebetranslationen gestatten, nun in evidenter Weise jedem 
eigentlichen Punkt eine Polare zuzvordnen. Dann lat sich nach Bachmann- 
Reidemeister (a. d. i. Anm. 3 (2) ang. 0. §3) auf synthetischem Wege eine 
involutorische lineare Polarkorrelation angeben, sobald man nur bewiesen 
hat, da8 die Involution der Schenkel rechter Winkel eines Biischels linear, 
d.h. projektiv ist. 

Es bleibt also lediglich zu zeigen: Eine Rechtwinkelinvolution der 
Spiegelungsgeometrie stellt sich als Perspektivitatenkette dar. Zuniachst steht 
in Erweiterung von 40 (1) zur Verfiigung: 

46. (1). Zu Q gibt es drei verschiedene Geraden a,b,c/Q. (2) Zu a gibt 
es drei verschiedene eigentliche Punkte P,Q, R mit a/P,Q, R. 

Sodann lat sich allein auf Grund des Inzidenzsatzes 43 und des Pascal- 
schen Satzes 45 — ohne Zuhilfenahme von Punkten oder Geraden, deren 
Existenz nicht gesichert ist — der iibliche synthetische Beweis fiir den Fun- 
damentalsatz der projektiven Geometrie fiihren und weiterhin (mit Be- 
nutzung von 46 (2)) zu irgendwelchen Geraden «, 8, y, 6 eines Biischels mit 
y, 6 + a, B eine Perspektivitaétenkette angeben, die a, 8, y,4 in , a, 4, y 
iiberfiihrt. Es gilt also in der Spiegelungsgeometrie der Satz: 

47. Eine Perspektivitatenkette, die zwei verschiedene Geraden eines 
Biischels miteinander vertauscht, ist involutorisch. 

48. Zu g:,92/P gibt es stets ee involutorische Perspektivitatenkette, 
die jede Gerade i/P mit g,ige (insbesondere g, mit g,) vertauscht. 

Beweis. Offenbar laBt sich g, +g, voraussetzen, da man bei g, = gz 
nach 46 (1) von zwei verschiedenen Geraden k,k,,/P ausgehen kann. 

AuBer 9;, 92 gibt es hy + g;, go mit hy/P (46 (1). Sei he = gihige. 
sei weiter 1, irgendeine Gerade mit t,; + 9;, 92, %/P (t braucht nicht not- 
wendig von hy, he verschieden zu sein; diese Angabe soll den Fall beriick- 
sichtigen, in dem auBer 91; 92, ,, he keine Gerade durch P unmittelbar 
als existent erwiesen ist); tg = g,t,g2. Dann gibt es drei nichtkollineare 
eigentliche Punkte U, V, W + P mit +,/U, 9;/V, go/W. Ausgehend von 
diesen Punkten |48t sich auf Grund der Siatze 29, 30 und 44 unschwer ein 
Vierseit mit eigentlichen, nicht durch Pgehenden und nicht samtlich zusammen- 
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fallenden Seiten p, q, r, s konstruieren, dessen Eckenpaare, soweit sie bestimmt 
sind, auf g;,92, h,,he, %,% liegen. Nun kann der iibliche Beweis iiber In- 
volutionen am Vierseit durchgefiihrt werden (p bis u Bezeichnungen der Figur): 


W, fy 





b a L 
Gir G2, Ay, ty A t, go, 8,9 A t91,7, 4 A Go, 91, he, te. 
Die so fixierte, von der Wahl des i, unab- 
haingige Perspektivitaitenkette, die g, mit ge 
(+ 9) vertauscht und Ay, in he, 4, in tg iiber- 
fiihrt, ist nach 47 involutorisch. 

49. Fiir die Geraden aj, 6;, ¢;, de, be, Cg =P 
eines Biischels sei Ka,ag, Kb, b2, Ke,co. Es 
gibt dann eine involutorische Perspektivitatenkette, die a, mit ag, b, mit be, 
¢, mit cg vertauscht. 

Beweis. Es darf c, + a,,a@: angenommen werden. Nach 48 gibt es 
nun eine Perspektivitatenkette, die a, mit c,, a: mit a,agc,; = C2 (2 (2)), 
b, mit a,b,c, vertauscht, und weiter eine Perspektivitatenkette, die a, mit ¢;, 
a, Mit a2a,C¢,; = Cg, be mit agbgc; = a,6,c, vertauscht. Die durch Zu- 
sammensetzung entstehende Perspektivititenkette, die a, in ay, ay in a, 
b, in bg, c, im ¢g iiberfiihrt, ist nach 47 imvolutorisch. 

Zusammen mit dem Fundamentalsatz der projektiven Geometrie fiihrt 49 
unmittelbar auf: : 

50. Die Schenkel der rechten Winkel eines Biischels gehen durch eine 
involutorische Perspektivitétenkette ineinander iiber. 








Fig. 3. 


(Eingegangen am 18. 9. 1941.) 
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Eine Bemerkung zu den Pliickerschen Formeln. 
Von 


Ott-Heinrich Keller in Berlin. 


Hat eine Kurve C die Ordnung n, die Klasse k, das Geschlecht p, d Doppel- 
punkte, darunter r Spitzen, aber keine héheren Singularititen, so gilt die be- 
kannte Pliickersche Formel: 


(1) k = n(m—1)—2d—r}) 
und die Forme] fiir das Geschlecht 
(2) 2 p = (wn —1)(m—2)—2d. 


Einer verwickelteren Singularitat S kann man in bekannter Weise Aqui- 
valenzzahlen zuordnen, die angeben, wie viele Doppelpunkte und wie viele 
Spitzen man sich in S vereinigt denken muB, damit (1) und (2) richtig bleiben. 
Diese Aquivalenzzahlen wurden jedoch, wie mir scheint, nirgends als wirkliche 
Anzahlen gedeutet. Nun scheint mir die Theorie der Nachbarpunkte, wie sie 
Enriques *) entwickelt hat, eine Méylichkeit zu bieten, d und r in einfacher 
Weise zu deuten: Es ist in (1) und (2) d =)" cd zu setzen, wo ¢ die 
Vielfachheiten aller mehrfachen (gewéhnlichen oder Nachbar-) Punkte durch- 
lauft, und r = 2’4, der Summe der Vielfachheiten aller Satelliten. 


Es sei mir gestattet, emen Beweis dieser Deutung mit den iiblichen 
Methoden zu geben. 


Die Anzahl der mehrfachen Nachbarpunkte sei a. Ist a = 0 und r = 0, 
so hat C in allen mehrfachen — etwa i-fachen — Punkten getrennte Tangenten. 
Die erste Polare und die Adjungierten sind dort jeweils (¢—1)-fach und 
schneiden C i(¢ — 1)-fach: dies ist also der Betrag, um den sich die Klasse und 
das doppelte Geschlecht durch das Hinzutreten des ¢-fachen Punktes er- 
niedrigt haben, in Ubereinstimmung mit der Behauptung. Wir kénnen also 
einen Induktionsschlu8 nach a und r machen. 


1) Der Ubersichtlichkeit halber weiche ich von der tiblichen Zahlweise ab und zahle 
die Spitzen mit unter die Doppelpunkte. 

*) Enriques-Chisini, Lezioni sulla teoria geometrica delle equazioni e delle funzione 
algebriche, Bd. 2. 
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Oo sei ein singularer tp-facher Punkt. Die Nachfolger*) von Op seien 
O10, 931, «++» 14,5 O20. . +15 Oz9,5-+ +» O,9,---19,,,,, und O,,, sei 4, ,-fach. 
Dabei seien jeweils 0,9, Ogo, ..., O,. unmittelbare Nachfolger, die iibrigen 
Satelliten. A und B seien allgemeine Punkte der Ebene. 

Wir iiben nun auf C eine quadratische Cremona-Transformation mit 
den Hauptpunkten A, B,O, aus. Die Mittelpunkte der Strahlenbiischel, in 
die die Strahlenbiischel durch A, B, Op iibergehen, mégen A, B, Oo heiBen, 
C geht in eine Kurve C der Ordnung und der Klasse k iiber. Da C in A, B, Op 
die Vielfachheiten 0, 0, i9 hatte, ist 


(3) n = 2" — tp 4). 


C hat in A, B, Op die Vielfachheiten (mn — i), (mn — ip), m und geht durch diese 
Punkte lings linearer Zweige mit getrennten Tangenten. 

Die Bilder der Nachfolger von O, liegen auf AB, und zwar die von 
O10, ..-,0,9 als gewéhnliche Punkte, die von O,, mit « + 0 als Nachbar- 
punkte. C geht durch sie mit gewissen Zweigen hindurch: die Summe ihrer 


charakteristischen Zahlen ist ( Siro Dai, .)- AB rechnet also I-fach 
1 u=xte0 ; 
als Tangente von C, wo I = Dt tie 
u=-0 
Wir miissen nun k, d,7,@ ausrechnen. 


1. Um k zu bestimmen, zahlen wir die Tangenten von A an C ab. Hierzu 
gehéren zunichst die k Bilder der k Tangenten von A an C. Dazu kommen 
die (m —%») Tangenten an die Zweige durch A, und jede zahit doppelt. 
Drittens haben wir die IJ-fache Tangente A B zu beachten. Es ist also: 


(4) k= k+2(m —%) +1. 


2. Um d zu berechnen, haben wir zu beachten, daB von den mehrfachen 
Punkten von C einer, Oo mit der Vielfachheit i), weggefallen, dafiir aber drei 
neue, A, B, Oo mit den Vielfachheiten (m — ig), (m — ig), n hinzugetreten sind. 
Die iibrigen mehrfachen Punkte sind unverandert iibernommen worden. 


(5) 2d = 2d — ty (ty — 1) + 2 (m — tp) (nm — % — 1) + w(m — 1). 


3) Uber die Begriffe ,, Nachbarpunkt“ und ,,Nachfolger“ siehe z. B. v. d. Waerden, 
Algebraische Geometrie, § 55. Berlin 1939. 

*) Eine Kurve vom Grad n, fiir die die Hauptpunkte einer quadratischen Trans- 
formation i,, ¢,, 1,-fach sind, geht bekanntlich in eine Kurve vom Grad 2 — i, — i, 
— i, und den Vielfachheiten (n — i, — i), (n — i, — i,), (m —- i, — 4,) in den Haupt- 


punkten iiber. 
41° 
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3. Um? zu berechnen, haben wir nur zu beachten, daB O, ,(u + 0) aus 
der Liste der Satelliten zu streichen sind: 


(6) r=r— Jivt, =r—l, 
“0 
4. Es ist a = a — a, denn 0j9, Oo, . . ., O,,, sind ja jetzt keine Nachbar- 


punkte mehr. Also sind a und 7 kleiner als a und r, und fiir C gilt die Induktions- 
voraussetzung 
k=n(m—1)—2d-7 
und 
2p = (w — 1) (w — 2) — 2d. 


Setzen wir hierin (3), (4), (5), (6) ein, so erhalten wir (1) und (2). 


Die anderen Pliickerschen Formeln folgen formal aus (1) und (2) und den 
dual entsprechenden. 


(Eingegangen am 26. 5. 1942.) 





Uber den Ovalsatz von Béhmer-Mukhopadhyaya »). 
Von 


Otto Haupt in Erlangen. 





1. Einleitung. 

1.1. Der bekannte Béhmersche Ovalsatz®) ist von 8. Mukhopadhyaya$) 
dahin verallgemeinert worden, daB irgend fiinf Punkte eines beschrankten 
Ovals auf einer Ellipse liegen, falls alle sextaktischen (vgl. Nr. 2. 1.) Punkte 
des Ovals elliptisch sind; im iibrigen stellt dabei Mukhopadhyaya nur die 
Forderung, daB das Oval differenzierbar sei, d. h. daB in jedem seiner Punkte 
genau eine Tangente existiere. 


1.2. Der Beweis von Mukhopadhyaya verlauft, kurz gesagt, so: Liegen 
fiinf Punkte des Ovals € auf einer Hyperbel §, so liegen diese Punkte auf dem 
gleichen Hyperbelast & und WM enthialt sogar mindestens sechs Ovalpunkte 
P;,j = 1,...,6. Konstruiert man nun zu § bzw. & einen Kegelschnitt §,, 
welcher mit € fiinf gewisse zwischen den P, gelegene Punkte gemeinsam 
hat, so ist die numerische Exzentrizitat**) von §, gréBer als die von §, also 
gréBer als 1, und folglich , ebenfalls eine Hyperbel. Ferner hat §, mit € 
sogar sechs, zwischen den P; gelegene Punkte gemeinsam. Wiederholt man 
daher fiir §,, statt fiir , diese Konstruktion usw., so ergibt sich eine Folge 
von Hyperbeln §,, » = 1,2,..., derart, daB §, mit © mindestens sechs 
Punkte gemeinsam hat, welche fiir himreichend groBe »y in beliebiger Nahe 
eines Punktes Q von € liegen. Dann ist Q sextaktischer, aber nicht elliptische: 
Punkt von € im Widerspruch mit der Voraussetzung. 

1) Vgl. eine Voranzeige in Haupt, Bemerkung iiber parabolisch konvexe und 
konkave Ovale. Sitz.-Ber. d. physikal.-medizin. Sozietat Erlangen 72 (1940/41). 
S. 216ff., Nr. 5.1. Vgl. ferner die ebendort (Nr. 6) angezeigten Ergebnisse von Herrn 
Hijelmslev. 

*) P. Bohmer, Uber elliptisch-konvexe Ovale. Math. Annalen 60 (1905), S. 256ff. 

3) S. Mukhopadhyaya, Generalized form of Béhmer’s theorem for an elliptically 
curled non-analytic oval. Math. Zeitschr. 30. (1929), S. 560ff., sowie Collected geo- 
metrical papers, Part I, Calcutta (1929), S. 33ff. 

3a) Unter der numerischen Exzentrizitat von a~*z*+b-*y?—1=0 


verstehen wir die Zah} e = (1 F b?a- 3 =>} 0, wobei fir den Fall der Ellipse 0 < bS a 
sein soll. Fiir e > 1 eehért zum gréBeren e der gréBere Asymptotenwinkel; dabei 
verstehen wir unter dem Asymptotenwinkel einer Hyperbel § das Winkelmal der- 
jenigen beiden, von den Asymptoten der § gebildeten Scheitelwinkelraume, innerhalb 
deren die beiden Aste von § liegen; Asymptotenwinkel und numerische Exzentrizitét 
bestimmen einander ein-eindeutig. Fiir die Parabel ist e = 1. 
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1.3. Bei naherer Betrachtung des in Nr. 1. 2. angedeuteten Beweises 
zeigt sich nun: Die erwahnte Konstruktion, von welcher in abzahlbar vielen 
diskreten Schritten die Folge der §, geliefert wird, laBt sich ersetzen durch 
eine stetige Abanderung von §, welche durch eine gewisse stetige, monotone 
Zusammenziehung der P; auf einen Punkt Q von € bestimmt wird. Bei einer 
solchen Abanderung nimmt wieder, wie leicht zu sehen, der Asymptotenwinkel 
[und folglich**) die numerische Exzentrizitaét] von § im wesentlichen nicht 
ab. Bei dieser Wendung des Beweises in einen Kontinuititsbeweis*) wird 
die Differenzierbarkeit von € (vgl. Nr. 1.1.) nicht mehr benétigt; auch scheint 
uns der Kontinuititsbeweis durchsichtiger zu sein. Zugleich aber fiihrt 
der Kontinuitaétsbeweis unmittelbar zur folgenden Verallgemeinerung des 
Béhmer-Mukhopadhyayaschen Satzes: Besitzt jeder sextaktische Kegel- 
schnitt eines Ovals € (d.h. jeder in einem Ovalpunkt mindestens ,,sechs- 
punktig beriihrende“ Kegelschnitt) eine numerische Exzentrizitit, die kleiner 
ist als e > 1, so ist auch die Exzentrizitat eimes jeden Kegelschnittes durch 
fiinf beliebige Punkte von € kleiner als e (vgl. die genauere Formulierung in 
Nr. 2. 1. 1.). 


1.4. Der in Nr. 1.3. besprochene Kontinuitatsbeweis gilt allgemeimer 
auch dann, wenn das System der Kegelschnitte ersetzt wird, beispielsweise 
durch eme System von (nicht notwendig algebraischen) Kurven zweiter 
Ordnung, deren jede durch (2k + 1) Punkte des Ovals eindeutig bestimmt 
ist und die paarweise héchstens 2k Punkte gemeimsam haben (2 < k). Da 
indes im wesentlichen alles schon am Falle der Kegelschnitte deutlich wird, 
beschranken wir uns in vorliegender Mitteilung auf diesen (speziellen) Fall 
und verweisen hinsichtlich der erwahnten allgemeineren Fiajle auf Aus- 
ftihrungen an anderer Stelle 5). 


Jedenfalls e:weist sich so der Satz von Bél mer-Mukhopadbyaya als 
Spezialfall eines Theorems iiber geometrische Ordnungen, m.a. W. als em 
Satz von stark topologischem Gehalt. 


‘) Uber Kontinuitatsbetrachtungen in anderen Arbeiten von Mukhopadbyaya 
vgl. auch die Hinweise in Haupt, Zur Theorie der Realitatsordnungen. Monatsh. f. 
Math. u. Phys. 40 (1933), S. 1ff., Nr. 0. 4. — Bei der Konstruktion von Mukhopadbyaya 
miissen Punkte von €H, unter Umstaénden mehrfach gezahit werden. Fir eine De- 
finition der entsprechenden Vielfachheitszihlurg ist aber die Forderung der Diffe- 
renzierbarkeit von € kaum zu entbehren. Beim Kontinuitatsbeweis hingegen kénnen 
o. B.d. A. die Punkte von €§ stets als voneinander verschiedene Schnittpunkte 
angenommen werden, womit sich eine besondere Vielfachheitezihlung und damit 
eine Annahme iiber die Differenzierbarkeit von € eriibrigt. 

5) Vgl. Haupt, Uber Verallgemeinerungen des Béhmerschen und verwandter 
Ovalsitze, Abh. math. Semm. Hamburg, Univ. 1943; ferner Uber einige affingeome- 
trische Ovalsatze in der direkten Infinitesimalgeometrie (Erecheint an anderer Stelle). 
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2. Formulierung und Beweis fiir den Fall der Kegelschnitte. 


2.1. Im folgenden werde als Oval € jedes topologische, keine Strecken 
enthaltende Kreisbild in der affinen Ebene bezeichnet, welches die lineare 
Ordnung Zwei besitzt. Insbesondere ist also jedes Oval € beschrdinkt sowie 
konvex im iiblichen Sinne. 


Ein Punkt S des Ovals € heiSe von der Kegelschnittordnung Sechs, 
kiirzer: sextaktisch, wenn in beliebig klemer Umgebung von S auf € (min- 
destens) sechs (verschiedene) Punkte existieren, welche auf einem Kegel- 
schnitt®) liegen’). Ferner sagen wir, ein Punkt P von € besitze die obere 
bzw. untere Exzentrizitatsschranke e = 1, kiirzer: Es sei P ein (< e)- 
Punkt bzw. em (> e)-Punkt von€, wenn folgendes gilt: Irgend fiinf, zu P 
hinreichend benachbarte (verschiedene) Punkte von € liegen auf einem Kegel- 
schnitt, dessen numerische Exzentrizitaét kleiner bzw. nicht kleiner ist als e. 
Die (< 1)-Punkte heiSen speziell auch elliptische Punkte§). 


2.1.1. Der auf den Fall der Kegelschnitte beziigliche, nachstehend zu 
beweisende Satz lautet: 


Satz. Vor. Es seie = 1 vorgegeben. Ferner seien die sextaktischen Punkte 
des vorgelegten Ovals € stimtlich (< e)-Punkte. 


Beh. Je fiinf Punkte von € liegen auf einem Kegelschnitt, dessen numerische 
Exzentrizitdt kleiner ist als e. 


Zum Beweis zeigen wir: Keine fiinf Punkte von © liegen auf eimem 
Kegelschnitt, dessen Exzentrizitaét mindestens gleich e ist. 


2.2. Zu. Abkiirzung bezeichnen wir beim Beweis jeden (nicht aus- 
gearteten) Kegelschnitt, dessen numerische Exzentrizitaét kleiner bzw. nicht 


*) Ein Kegelschnitt, welcher mit einem Oval mindestens 5 verschiedene Punkte 
gemeinsam hat, kann nicht ausgeartet sein; denn andernfalls miBten mindestens 
3 Punkte des Ovals auf einer Geraden liegen, wahrend doch ein Oval hier als streckenfrei 
vorausgesetzt wird. 

7) Jedes Oval besitzt sextaktische Punkte, wie schon aus dem oben im Text 
nachfolgenden Kontinuitatsbeweis hervorgeht. — Vgl. auch S. Mukhopadhyaya, New 
methods in the geometry of a plane arc, I. Cyclic and sextactic points. Bull. Calcutta 
Math. Soc., vol. 1 (1909) = Collected geometrical papers, Part I, Calcutta 1929, S. 13ff., 
wo die Mindestanzah] sextaktischer Punkte eines Ovals bestimmt wird. Vgl. dazu 
noch 8S. Mukhopadhyaya, Extended minimum-number theorems of cyclic and sextactic 
points on a plane convex oval. Math. Zeitschr. 33 (1931), S. 648ff. = Collected geo- 
metrical papers, Part II, Calcutta 1931, S. 159ff. In beiden Arbeiten werden Diffe- 
renzierbarkeitsannahmen gemacht. | 

5) Betr. elliptische und sextaktische Punkte in der affinen Differentialgeometrie 
vg:. W. Blaschke, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie, II. Affine Differential- 
geometrie, bearbeitet von K. Reidemeister, Berlin 1923, S. 27/28, sowie S. 43ff. Betr. 
den Béhmerschen Satz vgl. S. 47ff. 
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kleiner bzw. gréGer ist als ¢ als eimen (< e)- bzw. (> e)- baw. (> e)-Kegel- 
schnitt, kiirzer: (< e)-KS bzw. (> e)-KS bzw. (> e)-KS. 


2.2.1. Aus der Voraussetzung des behaupteten Satzes (Nr. 2.1.1.) folgt 
zunichst, daB jeder (> e)-KS mit © nur endlich viele Punkte gemeinsam 
hat. Andernfalls namlich enthielte der Durchschnitt dieses Kegelschnittes 
mit € (mindestens) emen Hiufungspunkt H auf € und H wire jedenfalls 
sextaktischer Punkt und zugleich (2 e)-Punkt. 

2.2.2. Wir bemerken zu Nr. 2. 2.1. noch: 

Zu jedem (> e)-KS & existiert immer ein (> e)-KS &’, welcher folgende 
Eigenschaft besitzt: Es ist 8’ zu & beliebig benachbart; ferner hat R’ mit € 
nicht weniger Punkte gemeinsam als R und die Punkte von &’€ sind samtlich 
Schnittpunkte. 

In der Tat: 1. Wegen 1 < e besitzt R zwei (eventuell zusammenfallende) 
reelle uneigentliche Punkte U’, U’”. Diejenigen Kegelschnitte 8’, welche U’ 
und U” enthalten, sind Erstens durch Vorgabe von drei eigentlichen Punkten 
eindeutig bestimmt und Zweitens sind sie simtlich (= e)-KS. Wegen Erstens 
und Nr. 2. 2. 1. gibt es unter den 8” solche &”, welche zu & beliebig benachbart 
sind, fiir welche ferner X’”’€ (endlich viele und) mindestens ebenso viele Punkte 
enthalt wie RC und wobei alle Punkte von R’€ Schnittpunkte sind®). — 
2. Ist etwa e”’ die Exzentrizitat von &’’, so gibt es zu R” beliebig benachbarte 
Kegelschnitte 8’, deren Exzentrizitaét gréBer ist als e’’ und mit welchen € 
mindestens ebenso viele Punkte gemeinsam hat wie mit R”, wobei iiberdies 
saimtliche Punkte von &’€ Schnittpunkte sind. Man gelangt nimlich bei 
Festhalten etwa von U’ sowie von drei eigentlichen Punkten von R” zu Kegel- 
schnitten & gréBerer Exzentrizitat, sobald man nur den U” beliebig wenig, aber 
passend andert. Da &’’€ lauter Schnittpunkte, und zwar nur endlich viele, 
enthalt, so hat jeder, zu &” hinreichend benachbarte Kegelschnitt R min- 
destens ebenso viele Schnittpunkte mit € gemeinsam wie RK’; und von K 
gelangt man wie in 1. zu einem zu & beliebig benachbarten Kegelschnitt 8’ 
mit gréBerer Exzentrizitat als e”’, fiir welchen &’€ nur Schnittpunkte, und 
zwar nur endlich viele, enthilt. 


2.3. Die Behauptung in Nr. 2. 1.1. wird jetzt indirekt bewiesen. Wir 
nehmen also die Existenz von (mindestens fiinf) Punkten P,, j = 1, ..., k; 
5 <k, auf € an, welche Schnittpunkte eines (> e) KS mit € sind. Gema8 
Nr. 2. 2. 2. kann dabei o. B. d. A. angenommen werden, da dieser (= e)-KS 
ein (> e)-KS § ist und daB € nur Schnittpunkte enthailt. Wegen e = 1 


*) Vgl. Haupt, a.a. 0. *), Nr. 1.6.,a) und Nr. 2. 4. 
1) Vgl. Mukhopadhyaya, a. a. O.*), Lemma I. 
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ist $ eine Hyperbel. Wegen 5 < k liegen") die P, und iiberhaupt alle Punkte 
von §€ auf dem gleichen Aste & von §. Da € eine geschlossene Kurve ist, 
muB8 k > 6 sein. Da ferner € sowohl als M konvex sind, liegen™) die P; 
simultan-natiirli¢h geordnet auf € und auf U, d. h. es existiert eine Anordnung 
der P,, etwa P,,..., P, derart, daB die P, in dieser Anordnung (Reihenfolge) 
sowohl auf€ als auf & aufeinanderfolgen, wenn € bzw. Y in geeigneter Richtung 
durchlaufen (orientiert) werden. Da ferner & durch fiinf seiner Punkte ein- 
deutig bestimmt ist und sich stetig mit diesen Bestimmungspunkten andert, 
kann man auf irgend sechs, unmittelbar aufeinanderfolgende der P, den 
Kontraktionssatz'*) anwenden. Infolgedessen lassen sich diese sechs Punkte 
stetig und monoton in beliebige Nahe eines gewissen Punktes Q von € zu- 
sammenziehen derart, daB die sechs Punkte in jedem Augenblick des Zu- 
sammenziehungsprozesses, kurz: der Kontraktion, auf einem Kegelschnitt 8 
liegen. Uberdies kann kein im Laufe eines solchen Prozesses auftretender 
Kegelschnitt ausgeartet sein®). Es geniigt daher, folgendes zu zeigen: 

Beh. A. Bei passender Wahl derjenigen 6 unter den P,, mit welchen man 
die Kontraktion beginnt, ist der Kegelschnitt 8 in jedem Augenblick der Kon- 
traktion ein (> e)-KS, so daB also insbesondere, wegen 1 < e, die sechs 
Punkte immer auf dem gleichen Aste einer nicht-ausgearteten Hyperbel liegen. 


Aus der Beh. A. folgt namlich, da Q zwar sextaktisch, aber nicht (< e)- 
Punkt ist, womit die Beweisannahme ad absurdum gefiihrt wird. 


2.4. Beim Beweise der Beh. A. (vg]. Nr. 2.3.) bedienen wir uns folgender 
Bezeichnung: Es seien Q,, ..., Q. irgend sechs unmittelbar auf € und auf 
dem gegebenen Hyperbelast & aufeinanderfolgende Punkte unter den Schnitt- 
punkten P; von & und €; weiter sei M’ der von Q, und Q, begrenzte, ab- 
geschlossene, alle Q,,..., Q, enthaltende Teilbogen von YM und YW” sei das 
Komplement von &’ beziiglich M. Das 6-tupel Q),...,Q,— werde als ein 
auBerliches beziiglich € dann bezeichnet, wenn eine Umgebung von Q, 
auf &”’ im AuBeren a(€) von € liegt); da dis Q, simtlich Schnittpunkte 
von U mit € sein sollen, liegt dann eme Umgebung von Q, auf UM’ im Inneren 
i(€) von ©, ferner eine Umgebung von Q, auf YU’ bzw. auf YU’ im Inneren 
bzw. im AuBeren von ©. 








1) Vgl. z. B. Haupt, Bestimmung der zyklisch ordnungshomogenen ebenen Bogen, 
1. Mitt. Journ. f. d. r. u. angew. Math. 178 (1937), Nr: 2. 3. 

12) Haupt, a.a.O.*), Nr. 4.4.ff. Hinsichtlich einer arithmetischen Fassung 
vgl. Haupt, Bestimmung der zyklisch ordnungshomogenen ebenen Bogen, 2. Mitt. 
Journ. f. d. r. u. angew. Math. 180 (1939), S. 54, Zusatz. 

13) Unter dem AuBeren a(U) oder a(€) bzw. dem Inneren i (YW) oder i (C) 
von & oder € verstehe man den offenen Kern des Komplementes der konvexen Hiille 
bzw. den der konvexen Hille von M oder €. [Komplement beziiglich der (affinen) 
Ebene. } 
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Weil der (zu Beginn der Kontraktion vorliegende) Hyperbelast & beider- 
seits unbeschrankt ist, la8t sich aus den Punkten P; von UC immer (min- 
destens) ein auBerliches 6-tupel herausgreifen. Es sei ein solches 6-tupel 
gewahlt und dieses werde gebildet aus den in dieser Reihenfolge auf & unmittel- 
bar aufeinanderfolgenden (Schnitt-) Punkten Q,,...,Q,. Dieses 6-tupel ist 
nun einer Kontraktionsfolge im Sinne des Kontraktionssatzes!2) zu unter- 
werfen. Eine solche Kontraktionsfolge setzt sich zusammen aus Operationen 
von dreierlei Art: (1) werden vier von den Q, festgehalten und die iibrigen 
beiden auf € gegeneinander so bewegt, daB der kleinste, die sechs Punkte 
enthaltende, also von Q, und Q, begrenzte, Teilbogen von € dabei nicht 
zunimmt; sobald Stiitzpunkte zwischen Q, und Q, auftreten, ist die Operation 
jedenfalls abzubrechen. — (II) werden die jeweils vorliegenden sechs Punkte 
einer geeigneten, aber beliebig klein wahlbaren Verriickung auf € unterworfen. 
— (III) Falls zwischen den Punkten des jeweils vorliegenden 6-tupels Ge- 
winne stattfinden, wird aus den alsdann vorhandenen (mehr als sechs) Punkten 
ein anderes, ebenfalls beziiglich © auBerliches 6-tupel ausgewahlt und dieses 
der anschlieBenden Operation zugrunde gelegt. 


2.4.1. Wir haben jetzt zu zeigen, daB bei den soeben aufgezihliten 
Operationen (I) bis (III) immer nur (> e)-KS erhalten werden, vorausgesetzt, 
daB die Anderungen bei (II) saémtlich hinreichend klein gewahlt werden. 


2.4.1.0. Zuniachst bemerken wir: 


Es sei Q,, ..., Qg eim &uBerliches 6-tupel beziiglich €. Ferner bezeichne 
€, bzw. U, denjenigen offenen, von Q, und Q,,, begrenzten Teilbogen von € 
bzw. von YW, welcher keine Q, enthalt, t= 1,...,5; o = 1, ...,6. Dann 


liegt €,,, im AuBern a(M) von & und folglich €,,, im Innern i(M) von Y, 
p= 1,2,3; c= 1,2. 

Bew. Weil UC auBer Q, und Q, noch weitere Punkte enthilt, liegen U, 
und €, auf der gleichen Seite der Verbindungsgeraden von Q, und Q,; 
denn andernfalls wiirde wegen der Konvexitét von U und € sowie wegen 
UC = €,A = 0 sem: AC = Q,)+ (Q.). Da aber nach Voraussetzung 
U, c iC) gilt, so folgt ©, c a(M), also auch (weil alle Q, Schnittpunkte 
sind) €,,_, ca(U); w.z. b. w. 


2.4.1.1. Betr. die Operationen (I). Es sei Q, der, von Q, an gerechnet, 
erste unter den Q,,...,Q,, welcher bei der betrachteten Operatio_. (1) be- 
weglich ist (1 Sr <5). Falls r=1 (mod 2) ist, liegt ©, im a(A) (vgl. 
Nr. 2. 4. 1.0). Und da Q, bei eimer Operation (1) (Kontraktion) auf € gegen 
Q,.; sich bewegt, also in einen Schnittpunkt Q* innerhalb €, iibergeht, so 
verlaufen die bei einer Operation (1) zunaichst auftretenden Kegelschnitte*) R* 
bzw. ihre Q* enthaltenden Aste U* in der Umgebung des Punktes Q* in a(%). 
Ist insbesondere r = 1, so liegt R* bzw. U* in der Umgebung von QF in a(%). 
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Somit sind, weil die vier festgehaltenen Punkte simtlich Schnittpunkte und 
die einzigen gemeimsamen Punkte von & und R* bzw. U* sind, die Voraus- 
setzungen von Nr. 2. 5. erfiillt. Es ist also R* eine Hyperbel mit nicht kleinerer 
numerischer Exzentrizitét als diejenige Hyperbel §, welche bei Beginn der 
Operation vorlag und um deren Ast UW es sich handelte. Ist hingegeny = 21+ 1 
mit t > 0, so liegt der von Q,_, und von Q* begrenzte, keine Q, im Innern 
enthaltende Teilbogen von * in a(Q), also der von Q, und Q» begrenzte Teil- 
bogen U* von K* in 1(), also wieder eine zu UA¥ fremde Umgebung von Q, 
auf R* in a(A), weil Q, (fester) Schnittpunkt von YU und R*. — Im Falle r=0 
(mod 2) liegt €, in «(M). Da wiederum Q, bei einer Operation (I) ins Innere 
von €, riickt, so liegt jetzt Q* in ¢(Y), also auch UF in + (W), woraus die Beh. 
folgt. 

2.4.1.2. Betr. die Operationen (II). Da es sich jeweils um eine beliebig 
kleine Anderung der vorliegenden Hyperbel handelt, so kénnen alle diese 
Anderungen derart eingerichtet werden, da8 die (durch alle zusammen be- 
wirkte) Gesamtanderung der Exzentrizitaét beliebig klein wird, etwa kleiner 
als ein vorgegebener Bruchteil von (e’ — e), wobei e’ die Exzentrizitat der 
bei Beginn der Kontraktionsfolge zugrunde gelegten Hyperbel ist (e < e’). 
Soweit es von den Operationen (II) abhangt, bleiben dann die Exzentrizitaten 
aller auftretenden Kegelschnitte gréBer als e. 

2.4.1.3. Betr. die Operationen (111). Bei diesen Operationen wird der 
jeweils vorliegende Kegelschnitt nicht geindert, also auch nicht die Exzen- 
trizitat. 

2.5. Der in Nr. 2.4.1.1. benutzte Hilfssatz lautet : 

Vor. Es sei & der eine Ast emer Hyperbel 5. Ferner seien Q;, ..., Q, 
vier verschiedene (eigentliche) Punkte von & in natiirlicher Anordnung"*) 
auf YU. Weiter sei KR ein Kegelschnitt derart, daB die Q,,...,Q, auf einem 
bescLrinkten (zusammenhingenden) Teilbogen T von S liegen!5). Schlieflich 
seien Q, und Q, enthalten in dem von Q, und Q, begrenzten offenen Teil- 
bogen T,, von T; und es liege eme zu T,, fremie Umgebung von Q, auf R 
im AuBern von %. Beh. Es ist & eine Hyperbel, deren Exzentrizitat 
nicht kleiner ist als die von §. 

Wegen des (naheliegenden) Beweises kann auf eime an anderer Stelle !*) 
angegebene Verallgemeinerung des vorstehenden Hilfssatzes verwiesen werden. 

14) D.h. bei geeigneter Orientierung von & sollen die Q,,...,@Q, in dieser An- 
ordnung auf U aufeinanderfolgen. 

5) Also auf dem gleichen Aste von 8, falls R eine Hyperbe! sein sollte. 

16) Vgl. Haupt, Bemerkungen iiber Konvexbogen. (Erscheint an anderer Stelle.) 


(Eingegangen am 25. 3. 1942.) 











Zum isoperimetrischen Problem 
fiir die nichteuklidischen Geometrien. 


Von 
Alexander Dinghas in Berlin. 


1. Einleitung. In einer friiheren Arbeit'), welche vor einiger Zeit in der 
Math. Zeitschrift erschienen ist, behandelte ich fiir den euklidischen, spha- 
rischen und hyperbolischen Raum eine dem klassischen isoperimetrischen 
Problem Aaquivalente Aufgabe von Erhard Schmidt. 

Unter Benutzung einer verinderlichen Kriimmung und Verwendung 
WeierstraBscher homogener Koordinaten gelang es mir, diese Schmidtsche 
Aufgabe?) fiir die drei obengenannten Raume folgendermaBen einheitlich zu 
formulieren : 


Es bezeichnen 2, Zg,..., 2,4, (m = 2) die WeierstraBschen homogenen 
Koordinaten des Raumes R,, mit 





; i, a 1 

(1. 1) a? + a2 4.---4+ 22+ r= < (K = 0) 
und es sei §, der durch die Gleichung 

(1.2) st+st+---+a, 5 eee (a > 0) 


dargestellte ,,Zylinder“. Es soll unter allen Kérpern, die in (1. 2) einbeschrieben 
werden kénnen®) und die eine vorgegebene Ober{fliche besitzen, derjenige festgestellt 
werden, welcher das gréfte Volumen besitzt. 


Diese Aufgabe wurde wie bei Erhard Schmidt*) unter Beschrinkung 
auf Rotationskérper gelést, jedoch gelten, wie dies dort naher gezeigt 


') Zum isoperimetrischen Problem in Raumen konstanter Kriimmung. Math. ° 
Zeitschr. 47 (1942), S. 677—737. 

2). 1. c. 734. 

%) Dabei wird verstanden, daB die Projektion des Kérpers parallel zur ,,Achse*‘ 
von (1.2) auf die Ebene z, = 0 die Kugel x? + 2? + --- + 2? ssa voll- 


n—l 


standig ausfillt. 

*) Uber das isoperimetrische Problem im Raum von Dimensionen. Math. Zeitschr. 
44 (1939), S. 689-788. Uber die isoperimetrische Aufgabe im n-dimensionalen Raum 
konstanter negativer Kriimmung. I. Die isoperimetrischen Ungleichunger. in der hyper- 
bolischen Ebene und fiir Rotationskérper im n-dimensionalen hyperbolischen Raum. 
Ebenda 46 (1940), S. 204-230. Die isoperimetrischen Ungleichungen auf der gew6hn- 
lichen Kugel und fiir Rotationskérper im n-dimensionalen Raum. Ebenda 46 (1940), 
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wurde, die dort entwickelten Rechnungen fiir jeden in (1. 2) einbeschriebenen 
Kérper, der auf dem Rand von (1. 2) einen ringsherum gehenden Randteil 
besitzt. 

Wie am Schlu8 meiner genannten Arbeit gezeigt wurde, kann diese Auf- 
gabe unabhingig vom Vorzeichen der Kriimmung einheitlich behandelt 
werden und es ergibt sich, daB die Koeffizienten der erhaltenen Un- 
gleichungen auBer a nur noch von K und einem anderen wesentlichen 
Parameter abhingen, so da8 der Ubergang von einem dieser Raume in einen 
anderen durch stetige Variation der Kriimmung erreicht werden kann. 

Der Zweck der vorliegenden Arbeit besteht darin, ein den Schmidtschen 
Aufgaben ahnliches Problem unter Zugrundelegung der Cayleyschen MaB- 
bestimmung zu behandeln, und zwar einheitlich fiir die elliptische, euklidische 
und hyperbolische Geometrie. Durch eine kleine Erginzung kann man dann 
auch die sphirische Geometrie einordnen. Da nun dieses Problem sich mit 
demjenigen von Erhard Schmidt und damit auch mit dem klassischen Problem 
als aquivalent erweist, so ist dieses letzte Problem fiir alle vier Geometrien 
gelést. 

Diese neue Aufgabe, die wir ebenfalls nach Erhard Schmidt benennen 
wollen, formulieren wir folgendermaBen : 


Es sei C,, ein Cayley-Kleinscher Raum mit der Metrik 


(+ K Exif) Lau? —K (Lud)? 
1 





(1. 3) ds? = = 
(1+ K Su?)* 
1 


gegeben, und es set 
tert -- +81 —Kwv <1 
(1. 4) tg? VK a dian 
K 





die Gleichung eines ,,Zylinders“, den wir mit §, bezeichnen. Es soll unter allen 
Kérpern der vorgegebenenOberfliche O, die in (1.4) einbeschrieben werden ké. 4, 
derjenige bestimmt werden, welcher das Maximum des Volumens V aufweist. 


Diese Aufgabe wird hier zuerst fiir die Ebene und dann fiir den Raum 
gelést. Die geometrische Form von (1. 4) ist je nach dem Vorzeichen von K 
ein einschaliges Rotations-Hyperboloid (K > 0), ein gewohnlicher Zylinder 


S. 740—794. Dazu kommt noch die vor kurzem erschienene, groB angelegte Abhand- 
lung: Uber eine neue Methode zur Behandlung einer Klasse isoperimetrischer Aufgaben 
im groBen. Ebenda 47 (1942), S. 489—642. Diese letzte Arbeit nimmt insofern eine 
Sonderstellung ein, als es hier Herrn Erhard Schmidt gelang, eine einheitliche Dar- 
stellung seiner isoperimetrischen Ungleichungen fir die Ebene nichteuklidischer Geo- 
metrien (mit Ausnahme der elliptischen) zu erhalten. Die Arbeiten von Erhard Schmidt 
werden im folgenden der Reihe nach mit I, II, IIT, 1V zitiert. 
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(K = 0), oder ein Rotations-Ellipsoid (K < 0). Die Methode, die hier befolgt 
wird, ist im Grunde identisch mit derjenigen Methode, die ich in meiner vorhin 
erwahnten Arbeit benutzt habe. Vom methodischen Standpunkt aus bietet 
also die vorliegende Arbeit auBer dem hier behandelten elliptischen Fall 
und mancher Verschirfungen ciniger isoperimetrischen Ungleichungen prin- 
zipiell nicht viel Neues. 

Jedoch wird der Leser viele Einzelheiten finden, die von Interesse sind. 
So habe ich den Weg iiber den GauSschen Divergenzsatz, den ich in meiner 
friiheren Arbeit eingeschlagen hatte, verlassen, obwohl er auf eine gréBere 
Mannigfaltigkeit von Zulassungskérpern anwendbar ist. Die hier angewandte 
Methode fiihrt nur fiir Rotationskérper zum Ziel, und zwar iiber die Formeln 
(3. 7) und (3. 35), welche die Oberflache bzw. das Volumen eines Rotations- 
kérpers in einem n-dimensionalen Raum konstanter Kriimmung geben. Die 
Zuriickfiihrung des allgemeinen isoperimetrischen Problems auf diesen speziellen 
Fall erfolgt, wie dies von Erhard Schmidt in einer bald erscheinenden 
Arbeit gezeizt werden wird, durch eine Erweiterung des Schwarzschen Sym- 
metrisierungsverfahrens auf Riemannsche Raume konstanter Kriimmung. 

Was die weiteren Entwicklungen dieser Arbeit anbetrifft, so werden wir 
sehen, da8 durch die Einfiithrung der Weierstra8schen Koordination die hier 
zuletzt angefiihrte Aufgabe auf die erste zuriickgefiihrt werden kann. Eine 
einfache Umrechnung der gefundenen Extremalen gibt dann unter Beriick- 
sichtigung der Bewegungsgruppen des Cayleyschen Raumes eine vollstandige 
Lésung der isoperimetrischen Aufgabe fiir die nichteuklidischen Geometrien. 


Zum Schlu8 méchte ich noch folgende Bemerkung hinzufiigen: Wahrend der 





ganzen Arbeit spielen die reellen Funktionen une cos VK a, etK: = (K > 0) 


eine wichtige Rolle und stellen fiir K >0 gewdhnliche trigonometrische 
Funktionen und fiir K <0 die entsprechenden hyperbolischen Funktionen 
sh } —Kz h¥okKz _ wghY¥—Kz 
a. . ¥—K 
keit definiert und werden entsprechend gleich z, 1, z. Man kénnte hier diese 
Funktionen als Funktionen, die von zwei Parametern abhingen, einfiihren 
und eventuell neue Bezeichnungen verwenden, um den Ubergang iiber die 
imaginaére Einheit zu vermeiden. Ich habe jedoch vorgezogen, die obige 
Schreibweise zu behalten, mit der Verabredung, da8 diese Funktionen bei 
negativem K durch die entsprechende hyperbolische ersetzt werden sollen 
und fiir K = 0 durch die Funktionen z bzw. 1, bzw. z. 

Die vorliegende Behandlung des isoperimetrischen Problems darf als 
elementar bezeichnet werden, und es zeigt sich, daB sich alles ohne die all- 
gemeine Theorie der Variationsrechnung erledigen 148t. Da8 hier im Grunde 
das Restglied der isoperimetrischen Ungleichung mit dem WeierstraSschen 


dar. Fiir K = 0 werden sie durch Stetig- 
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£-Faktor identisch ist, wird dem Kenner einleuchten. Dagegen scheint die 
vorliegende Methode schwierig auf allgemeinere Probleme, die Erhard Schmidt 
in der vorhin mit IV bezeichneten Abhandlung behandelt hat, anwendbar zu 
sein. Lediglich das isoperimetrische Problem fiir die von ihm als Ringkérper 
bezeichneten K6rper kann unter Abanderung der Aufgabe mit den hier ein- 


geschlagenen Methoden angegriffen werden. Dies wird Gegenstand einer 
spateren Arbeit bilden. 


Kapitel I. 
Die isoperimetrische Aufgabe fiir die zwei-dimensionalen 
nichteuklidischen Geometrien. 


2. Die Schmidtsche Aufgabe fiir eine Klasse zwei-dimensionaler symmetri- 
scher Mannigfaltigkeiten. Wir betrachten eine Mannigfaltigkeit I mit der 
Metrik 


(2. 1) ds? = du? + ¢g2(u)dv?, 
und setzen voraus, da8 g(u) im Interval] 
(2. 2) —-A<u<A 


stetig differenzierbare Funktion von u ist, und daB in jedem abgeschlossenen 
Teilintervall von (2. 2) 

(2. 3) p(u) >0 

gilt. Das Variationsinterval]l von v lassen wir zunichst unbestimmt. Dies 
andert sich je nach der Voraussetzung iiber die Mannigfaltigkeit I und kann, 
wie z. B. auf der hyperbolischen Ebene, auch unendlich sein. Von unserer 
Funktion g(t), von deren Eigenschaften die Struktur von M abhangt, fordern 
wir, daB sie folgende Bedingungen erfiillt: 

1. Symmetriebedingung. Es gilt in (2. 2) 


(2. 4) y(— 4) = y(u). 
2. Wachstumsbedingung. Bezeichnet y(u) das Integral von p(w) 


(2. 5) y (u) = | y (x) dz, 
so ist die Funktion 
(2. 6) © (u) = oH 


eine in (2. 2) monotone wachsende Funktion von u. Insbesondere ist in jedem 
Punkt dieses Intervalls w’ > 05). 


5) Diese Bedingung kann durch die schwichere w’(— a) > 0, w’(a) > 0 ersetzt 
werden. Dabei ist a (a > 0) eine gleich zu definierende Zahl. 








640 A. Dinghas. 


Die Mannigfaltigkeiten, die wir zugrunde legen, weisen also, wenn wir von 
der Wachstumsbedingung absehen, die Symmetrieeigenschaft auf. Zu diesen 
gehéren z. B. alle Mannigfaltigkeiten konstanter Kriimmung. 

Fiir diese symmetrischen Mannigfaltigkeiten formulieren wir zuerst die 
Schmidtsche Aufgabe*) folgendermaBen : 

Unter allen einfach geschlossenen Kurven C auf M, welche im Streifen MN, 
(2. 7) —asusa (—-A<-—a<a<A) 
einbeschrieben werden kinnen und die eine vorgegebene Liinge L besitzen, soll 
diejenige bestimmt werden, die das Maximum des eingeschlossenen Inhalts F 
aufweist. 

Als einbeschrieben bezeichnen wir jede einfach geschlossene Kurve, die in 
(2.7) verlauft und die mit den Parameterlinien u = + a gemeinsame Punkte hat. 

Um unsere Aufgabe zu lésen, fiihren wir auf M, zwei Kurvenscharen 
F,, F, mit den Gleichungen v* + F(u, y) = ¢ ein, wobei c den Scharparameter 
bedeutet und y einen (jedesmal festen) zweiten Parameter darstelit. Wie man 
sich leicht iiberzeugt, geht die eine Familie aus der anderen hervor durch 
Spiegelung an der u-Achse, d.h. an der Parameterlinie v = 0. Wegen der 
gemachten Voraussetzung kann man noch verlangen, da8 die Kurven 
o* + F(u,y) = 0 durch die beiden Punkte u =+ a, v = 0 gehen und 
daB die Kurve v* + (u,v) = 0 oberhalb der w-Achse verliuft. Wir be- 
zeichnen die aus diesen beiden Kurven gebildete geschlossene Figur mit K, . 
Ferner folgt aus der gewahlten Metrik unmittelbar, daB die Gesamtheit der 
Kurven F, bzw. F, kongruent sind, und da8 sie durch die Transformation 
vo” =v* +C in sich tibergehen. 

Bevor wir nun die Familien F, bzw. F, explizit als ,,Extremalen“‘ angeben, 
bestimmen wir eine ,, Winkelkorrespondenz“ zwischen einer zulassigen [namlich 
in (2. 5) einbeschriebenen] Kurve C und den Kurven F, bzw. F,, und zwar so: 
Die Kurve C mége durch zwei Punkte P,; (— a, q;), P2 (a, ge) in zwei Teile zer- 
legt werden, den ,,oberen“ Teil C, (der den Punkt mit der maximalen Ordi- 
naten v enthalt) und den ,,unteren“ Teil C,. Ist nun P(u, v) em Punkt von C,, 
so ordnen wir diesen dem Punkt P(u, v*) (X* > 0) von o* + F(u, y) = 0 zu. 
Wir definieren alsdann als Winkel (n,) den Winkel zwischen den fduBeren 
Normalen n von C in P und # von K, in P. Da P, P im allgemeinen nicht 
zusammenfallen, so wird als Winkel (n,n) der Winkel definiert, den die 
auBere Normale n von C in C mit der Normalen derjenigen Kurve von F, 
bildet, welche durch P geht. Entsprechend wird der Winkel (n, n) definiert, 
wenn P dem Teil C, angehért. An Stelle der Kurvenschar F, tritt dann die- 


*) Vgl. die unter IV zitierte Arbeit. Es handelt sich hier um einen sehr speziellen 
Fall der Schmidtschen Aufgabe, der aber zur Lésung der klassischen isoperimetrischen 
Aufgabe vollkommen ausreicht. 
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jenige von F, ein. Es handelt sich also bei der Zuordnung P > P um eine 
Korrespondenz, die beim ersten Blick etwas Willkiirliches besitzt, es kann 
aber leicht gezeigt werden, da8 dieses willkiirliche Element (die Punkte P,, P2) 
bei der Integration verschwindet. 

Einige Worte noch iiber die auBeren Normalen. Die auBere Normale » 
von C wird so definiert, da8 beim Durchlaufen von C in positivem Sinne 
(entgegengesetzt dem Uhrzeiger auf der Ebene!) der Bereich nach rechts 
gerichtet ist. Fiir die Kurven F, bzw. F, wird diese Richtung entsprechend 
definiert und zwar so, daB diese Verabredung erhalten bleibt, wenn man eine 
Kurve von F; (oberhalb v = 0) und eine Kurve von F, (unterhalbv = 0) mit 
den Parameterlinien zu einer geschlossenen Kurve erginzt. Wir fordern 
noch, da8, wenn man zwei Kurven derselben Familie zum Ubereinstimmen 
bringt, die Orientierung beider Kurven dieselbe sei. 

Nach diesen Vorbereitungen legen wir die Figur K, zugrunde und be- 
trachten das Integral 7) 


(2. 10) J= J cos (n, n)ds 


lings einer zulissigen Kurve C. Dabei ist ds das Bogenelement von C. Driicken 
wir die u, v eines Punktes P von C als Funktion der Bogenlinge s von C aus’), 
so sind die Koordinaten von n 

du 


(2.11) cos (n,u) = ? a; cos (n,v) = — =. 


Wir definieren jetzt unsere Kurvenscharen F,, F, durch die Differential- 
gleichungen 


* 
cos (fi, u) = p 2 = k,w(u), 
(2. 12) 


cos (n, v) = -¢ = + V1 —Ko* u), 


wobei (u, v*) die laufenden Koordinaten eines Punktes P von F, bzw. F, 
bedeuten. Das +-Zeichen entspricht der Kurvenschar F,. wahrend das 





*) Solche Integrale betrachtete auch Darboux (Théorie générale des Surfaces III, 
Paris 1894, 1. Aufl., S. 140) und Schwarz (vgl. Gesammelte Mathem. Abhandlungen, 
Bd. 1, 1890, 8. 332. Berlin, Springer). Als ich meine vorhin erwahnte Arbeit schrieb, 
kannte ich weder diese Stelle bei Darboux (ich habe von dort nur die Gleichung der 
geodatischen Kreise entnommen), noch die zitierte Stelle bei Schwarz. Auf diesen 
letzteren bin ich erst auf Anregung von Herrn Prof. Erhard Schmidt gekommen. 
Freilich beschaftigen sich weder Darboux noch Schwarz mit der Schmidtschen Problem- 
stellung, sie erhalten auch aus diesem Grunde die hier entwickelten isoperimetrischen 
Gleichungen nicht. Darboux hat neben einigen verwandten isoperimetrischen Aufgaben 
als Hauptaufgabe, eine Formel fir. die geodaétische Krimmung zu beweisen, die auf 
Bonnet zuriickgeht. 

8) Wir nehmen durchweg in der ganzen Arbeit an,.daB u(s), v(s) totalstetige Funk- 
tionen von s sind. Zugrunde wird dann immer das Lebesguesche Integral gelegt. 

Mathematische Annalen. 118. 42 
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—Zeichen fiir die Kurven der Schar F, vorbehalten bleiben soll. Der Para- 
meter k, wird hier gleich . = ka cosy (mit 0 < 2y <2) gesetzt und 

y 


(2. 13) a 





Durch Division der beiden Formeln (2. 12) erhalt man als Differentialgleichung 
der Kurvenschar Ff, 
dv* kyw 


2.14 =- + = 
(2. 14) Pas jee 


und als Differentialgleichung der Kurvenschar F, 


= 0 


dv* kyw 
(2. 15) a 
Pade Vi—k ow 

Die Kurven von F,; bzw. F;, welche durch die beiden Punkte wu = + a,v = 0 
gehen, bezeichnen wir mit K,, Kz und das durch sie begrenzte Gebiet mit &, . 
Zur Definition des von einer Kurve C, begrenzten Gebietes R, sei hier nur 
dieses gesagt, daB dies so definiert ist, da8 beim Durchlaufen von C, in 
dem vorhin definierten positiven Sinne &, links bleiben soll. 

Wie man aus (2. 14), (2.15) unmittelbar entnimmt, lauten die Glei- 
chungen von K,, K, 
(2. 16) o* 4 (—ross_ — 


J @ Vi—k; ow 


und das Pluszeichen entspricht der Kurve K,. 

Die Bedeutung von y ergibt sich aus der ersten Forme] (2.12) unter 
Beriicksichtigung der Fortsetzung (2. 13). 

Es folgt dann aus diesen beiden Formeln 





1 5 (uw) 
cos (n,u) = ry cosy, 
woraus fiir wu = +a 
(2. 17) cos (”, %) = cosy 


folgt. y bedeutet also den Winkel, den die Normalen von K, bzw. Kz mit der 
u-Achse (v = 0) in dem Punkt u = a bilden. Es braucht hier kaum wieder- 
holt zu werden, daB die Kurven der beiden Familien F,, F, durch die 


u 

o+ [pete as 
a 1— ky w* 
u 

| kywdz el 
i? Vi—# we 


Gleichungen 


(2. 18) 
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gegeben werden, wobei c, c’ willkiirliche Konstante bedeuten. Die beiden 
Familien gehen offenbar durch Spiegelung ineinander iiber. 

Nun kehren wir zu (7.10) zuriick, und entwickeln unter Benutzung 
von (2.11) und (2.12). Es wird dann wegen 


(2. 19) cos (n,n) = cos (n, u) cos (nm, v) + cos (n, v) cos (n, v), 
(2. 20) cos (n,#) = ky po $2 = V1 — Bat, 


und zwar ist hier das Minusvorzeichen zu nehmen, wenn der Punkt wu, v auf C; 
lauft, und das Plusvorzeichen, wenn dieser Punkt auf C, lauft. Daraus folgt 
durch Integration tiber die ganze Kurve C 


(2.21) fcos(n.ayde =k, { y Gade +( V1 — Rot Sas, 
Cc Cc c 
Das erste Integral bedeutet hier, wie man leicht einsieht, den Inhalt F des von C 


begren.ten Bereiches. Das zweite Integral ist von der speziellen Kurve unab- 
hangig und gleich 


(2. 22) 4 | 1—Kotdu. 

6 
Wir erhalten dann aus (2. 21) 
(2. 23) [cos (n,a)ds =k, F +4) Vi—-KBot du. 

c 0 

Schreibt man 1 — 2 cos? (5) an Stelle von cos (m,%), so folgt daraus 
(2. 24) L—k,F =4{ Vi — 2 otdu + 2R(C,C,) 

0 
mit 
(2. 25) R(C,C,) = {sine os) ds=0. 


c 

Da8 man aug dieser Forme! alle Ergebnisse iiber das isoperimetrische Problem 

fiir die hier betrachteten Mannigfaltigkeiten erhalten kann, habe ich schon 

in meiner vorhin zitierten Arbeit gezeigt. Dort wurde auch gezeigt, daB die 

Wahl der Teilungspunkte P, P, von C auf das Endresyltat nicht von EinfluB ist. 
Wir geben hier die Ableitung der beiden fundamentalen isoperimetrischen 


4 


Gleichungen wieder: FallI. 0 <y < 3: Die aus den zwei Bogen K,K; 

bestehende Extremale C, heiSt eine Extremale vom linsenformigen Typus. 

Bezeichnet L, die Linge von C, und F, das von ihr begrenzte Gebiet, so 
42* 
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folgt, wenn man die friiheren Rechnungen mit K, an Stelle von C wieder- 
holt, wegen R(C.,C,) = 0 


(2. 26) L, —k,F, =| Vi—k2o%du 
und daraus durch Kombination mit (2. 24) 

(2. 27) L—L, =k (F —F,) +2 R(C,C,), 
oder 

(2. 28) PF, = ¢,(L—L,)—20,R(C,C)). 


Fall II. y = 0. In‘diesem Falle ist 99 = w(a) und wird 


(2. 29) F — Fy = a (a) (L — In) — 2w(a) R(C, Co) 
mit 
- widz “ dz 
.30) Fo = 4) ————., = ———___——.. 
ati ss Vo? (a) —w? (x) mate @ | (a) — w* (z) 


0 0 


Nun ziehen wir die beiden symmetrischen Haiften, aus denen Cy besteht, 
in zwei Teile eines Teleskops auseinander und bezeichnen die so entstandene 
Kurve, welche aus den beiden symmetrischen Hialften C,, C, von Cy und den 
zwei Bégen der Parallelkreise « = + a, mit C* besteht. Dabei bedeutet ¢ 
die Differenz der v-Koordinaten der Beriihrungspunkte von C,, C, mit einem 
der- Parallelkreise u = + a z. B. mit u = a. Eine Extremale C¥ nennen wir 
eine Extremale vom Kreis-Rechteck-Typus. Ihr Inhalt wird mit F* und ihre 
Lange mit L* bezeichnet. Da ihrer Konstruktion gema8 die Gleichung 


(2. 31) Fy — w(a)Lo = F* — o(a)L* 
besteht, so kénnen wir an Stelle von (2.29) die Gleichung 
(2. 32) F — F* = w(a) (L — L¥) — 2(a)R(C, CF) 


setzen, da das Restglied, genommen in bezug auf die neue Extremale Cf, 
gleich dem alten bleibt. Aus diesen Gleichungen folgt die Lésung der Schmudt- 
schen Aufgabe unmittelbar, wenn man zu jedem L > 4a die entsprechende 
Extremale mit L, = L bzw. L¥ = L konstruiert. Da8 es nur eine Extremale 


gibt, ist fiir die linsenformigen Extremalen aus der leicht beweisbaren Formel®) 


du 


(2. 33) L, = | 
0 


%) Vgl. meine vorhin zitierte Arbeit, S. 702. 
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zu entnehmen, wahrend die Monotonie von hs als Funktion von q trivial 
ist und aus der Darstellung 

(2. 34) Lt = In +29 9(2) 

sofort abzulesen ist. 

Da er fiir das Folgende von Wichtigkeit ist, bringen wir den allgemeinen 
Satz wieder und verweisen fiir weitere Einzelheiten auf die vorhin zitierte 
Arbeit, in der die Rechnungen ausfiihrlicher dargestellt werden. Die Antwort 
auf die vorhin gestellte Aufgabe von Erhard Schmidt lautet: 

Die Lésung der Schmidtschen Aufgabe fiir die zugrunde gelegten symmetri- 
schen Mannigfaltigkeiten ist fiir 
(2. 35) 4a<L<L, 
eine linsenformige Extremale von der Linge L, = L. Gilt ferner 


2: 36 sae ; wdz 
<7 a | renee 


so sind die Lisungen der Aujgabe fiir 
(3. 37) Lg SL < Ly +2 (2% — 2m) — (2) 
Extremalen vom Kreis-Rechteck-Typus mit L¥ = L. 

Die Voraussetzung (2. 36) wird verlangt, wenn man Extremalen fordert, 
die ein schlichtes Gebiet begrenzen. Fiir die Spezialfille g(u) = cos ¥Ku 
(K > 0) ist diese Forderung identisch erfiillt und fiir die beiden anderen Fille 
(K S 0) ist sie nicht notwendig, da v dort von — © bis + © variiert. 


Fir L < 4a ist die Aufgabe unlésbar. Somit haben wir das wichtigste 
entwickelt, was wir fiir die spiteren Anwendungen unbedingt brauchen. 





7, 


Kapitel II. 
Anwendung auf die nichteuklidischen Geometrien. 


3. Vorbereitende Tatsachen. Das Cayleysche Schema der nichteuklidischen 
Geometrie. Wir schicken zuerst die wichtigsten Tatsachen voraus iiber das- 
jenige Schema, das Cayley) der nichteuklidischen Geometrie gegeben hat. 


1°) Die Literatur zur nichteuklidischen Geometrie ist sehr gro8. Hier kann nur das 
wiederholt werden, was zum Verstaéndnis der nachfolgenden Ausfiihrungen unbedingt 
notwendig ist. Fir br ite Entwicklungen vi!. man auBer der Kleinschen Abhandlung 
, Uber die sogenannte nichteuklidische Geome* ‘ie [Math. Annalen 4 (1871), 8. 573 
—625], das Buch von Cartan ,,Legons sur la géométrie des éspaces de Riemann“. Paris, 
Gauthier-Villars, 1928, und die Note von Appel am SchluB des 5. Bandes seiner Mé- 
canique rationelle. Paris, Gauthier-Villars, 1925. 
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Fiir den ehenen Fall, der uns hier beschaftigt, bedient sich dieses Schema als 
,,Unterlage“ der gewéhnlichen euklidischen Ebene x, auf der sich eine Kurve 
zweiten Grades Q, die ,,Fundamentalkurve, befindet. Je nach der Natur 
von x unterscheidet man zwei Fille: 

1. Q ist rein imaginar mit reeller Gleichung (Pseudoreell). Dann gehéren 
alle Punkte von a dem Schema an und die Geometrie umfaBt alle Punkte 
dieser Ebene. 

2. Q ist eine reelle konvexe Kurve zweiten Grades. 

Die Geometrie umfaBt dann nur das Innere von Q. Die gewdhnliche 
eiklidische Geometrie kann dann bekanntlich als Grenzfall einer dieser Geo- 
metrien betrachtet werden. 

Wie man leicht beweisen kann, ist es immer méglich, Q auf die Form eines 
imaginéren bzw. reellen Kreises zuriickzufiihren. Aus diesem Grunde kénnen 
wir von vornherein annehmen, da8 die Fundamentalkurve in bezug auf ein 
Achsenkreuz XO Y die Gleichung 


1 
(3. 1) X#+Y¥2i+2=0 


hat, mit K > 0. K > 0 entspricht dann der elliptischen Geometrie, K < 0 
der hyperbolischen und der Grenzfall K — 0 (ausgeartete Q) der gewdhnlichen 
euklidischen Geometrie. 

Sind nun P(X, Y), P’(X +dX, Y + dY) zwei benachbarte Punkte 
unseres Schemas, so wird die Entfernung ds dieser beiden Punkte durch die 
Forme! definiert 

(14+ K X24 ¥4) (@X4d YH—K (XAX+VAY) 
(3. 2) ‘f= + + (1 Ew Phy 
wobei diese Metrik im Falle der elliptischen Geometrie iiberal] mit Aus- 
nahme von unendlich groBen X, Y gilt. 

Somit sind die wichtigsten Grundtatsachen, die zum Verstindnis des 
Spiateren erforderlich sind, wiederholt. Einige topologische Schwierigkeiten 
bei der Formulierung der Aufgabe im elliptischen Fall werden an der richtigen 
Stelle genauer prizisiert werden. 

Wir fiihren jetzt folgende Koordinatentransformation ein: 





2 ax 1 tg VK u 
(3.3) VE con Kv’ 
Y =p teVKe. 
wobei fiir K > 0, wu, v zuerst im Intervall 
(3. 4) — aE =" saz 


variieren und fiir K < 0 im Intervall — © bis + @. 
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Eine elementare Rechnung liefert dann fiir das Bogenelement ds, aus- 
gedriickt in den neuen Koordinaten, 


(3. 5) ds? = du® + cos? VKu dv. 


Hiermit ist unsere MaBbestimmung mittels (3.3) auf die vorhin untersuchte 
Form 

(3. 6) ds? = du2 + g2(u)dv2 

zuriickgefiihrt worden. 

Ist nun K < 0, so wird durch (3.3) das Innere von (3. 1) eindeutig auf 
die uv-Ebene abgebildet. Fiir K —0 artet diese Transformation in eine 
Identitat aus und sie braucht uns nicht naher zu beschiaftigen. Es bleibt also 
nur der Fall iibrig, dem wir uns jetzt zuwenden werden. 

Zuerst wird der endliche Teil von x durch (3.3) auf das Quadrat 





(3. 7) ~ WE <Uuv< 7 


>|| 


abgebildet werden, und zwar eindeutig. Wir ergiinzen dieses Quadrat durch 
Hinzufiigung von zwei Rindern zum Quadrat G 





m4 rs 
—— SOS —e 
2yK~ 2VK’ 
(3. 8) VK y 
~ ae SO << oy 
2y¥K~ 2VK’ 


und bezeichnen dieses als Fundamentalbereich. Durch die Abbildung (3. 3) 
geht dann das durch das Hyperbelpaar 


(3. 9) X? — Yt? ¥Ka = ‘S1%* 
begrenzte Gebiet G* in das Rechteck G, von Go 


(3. 10) —a 


A 


u 


IA 


a, —-—=>s v1< —| 


2yK~ 2VK 

iiber. Da wir uns hier hauptsichlich fiir diejenigen Bewegungen der X Y-Ebene 
interessieren, bei welchen G* in sich iibergeht, so konstruieren wir die 
universelle Uberlagerungsfliche des Rechtecks G, oder des Bandes 





(3. 11) —asu<a, -sEe°< =. 


Dazu spiegeln wir zuerst den Fundamentalbereich Gp) an den Seiten 
AB, B’A’. Durch Wiederholung dieses Verfahrens an den entsprechenden 
horizontalen Seiten der so entstandenen Nebenbereiche erhalt man einen 
Streifen, der aus unendlich vielen kongruenten Quadraten . ..G_,,,@_n41,-++> 
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G_,, Go, G@,...@,... (Fig. 1) besteht. Analytisch kénnen diese durch die 
Ungleichungen 


sae - az =*< vk —(n+ 2)ayE=° <("+ s)ag 


dargestellt werden, wenn dabei » eine ganze nicht negative Zahl bedeutet. 
Die Rander dieser Bereiche sind wie beim bekannten Mébiusschen Band zu- 
geordnet. So sind z. B. die Punkte von AB den 


sat wy Punkten von B’ A’ zugeordnet, nach vorheriger 

v Spiegelung der Strecke AB an der v-Achse, 

i+ tts wie dies in der Figur gezeichnet wird. Obwohl 
. os G a wir spiter auf die elliptischen Bewegungen 
We _ nochmals zuriickkommen werden, versuchen 
*° 4 € J wir, diese Tatsache mit Hilfe der projektiven 








Koordinaten zu veranschaulichen. Dabei be- 
nutzen wir folgende Tatsachen, die wir erst in 
Nr. 11 beweisen werden: Die elliptische Ebene 
kann durch drei Projektive oder WeierstraBsche 
Koordinaten 2, 2%, 23 dargestellt werden. 
Diese sind durch die Gleichung 


Z 
“a 
% 
4 
v4 
NY 
A 
A 
Li 
Be 





J/ 7774444170 Kiki, 
R 
N\ 
> 
a oN) 
x 
AAihhihhle 


LL 





] 4 DOP g . . xz? 1 

(3. 13) HY+R+_e- xX (K > 0) 
he by 
S a! a verkniipft. Setzt man dann 





| 74 || argo x=, Ya 




















Z; z;’ 
so lautet die entsprechende Metrik 

— aR a Pp : 
Fig. 1. (3. 15) ds* = dz? + da? + z , 


Durch die Substitution VKa. Z, = £3 kann man die GréBe K aus (3.13) (3. 15) 
teilweise eliminieren. Man erhalt dann an Stelle dieser Gleichungen 


(3. 16) = t+af+ai2?=z, 
(3. 16’) ds? =dz?+da3+da}. 
Den elliptischen Raum kann man!) dadurch erhalten, da8 man die Punkte 








11) Alle diese Tatsachen sind bekannt und werden nur wegen einer gréBeren Ein- 
heitlichkeit der Darstellung wiederholt. Zu dem nachfolgenden Schema vgl. am besten 
Klein, Vorlesungen iiber nichteuklidische Geometrien, 8. 151. Berlin, Springer, 1928. 
Bei der Gelegenheit méchte ich noch bemerken, daB die Aufgabe fir die elliptische 
Geometrie, so wie diese hier gestellt ist, im Grunde identisch ist mit der isoperi- 


metrischen Aufgabe auf einer offenen Halbkugel vom Radius ie 
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der Kugel (3. 16) von ihrem Mittelpunkt aus auf die Punkte derjenigen Ebene £ 
projiziert, die (3. 16) im Punkte z, = + 1 beriihrt. Denn wahlt man auf E 
die X, Y-Achsen parallel zu 2, bzw. zz, so erhalten die Projektionspunkte 
P(+ 2, + Ze, + 2s) die Koordinaten X, Y. 

Die Transformation (3.3) erhalt man dann, wenn man auf der Kugel 
Polarkoordinaten einfiihrt, und zwar durch 


oe re 
2 = og sin VKu, 


(3. 17) Tp = z cos VK u sin YK v, 


, 1 a 
v3 = yx 008 VK u cos VK v. 


Unser Fundamentalgebiet ist nichts anderes als das Netz der u, v-Linien 
der oberen Halbkugel von (3. 16). 


Zwei diametral-gegeniiberliegende Punkte auf (3.16) entsprechen nur 
einem Punkte auf Z. Man kann diese Zweideutigkeit aufheben, indem man 
die untere Halbkugel von (3. 16) weglaBt und dann zwei diametral-gegeniiber- 
liegende Punkte des Aquators 7; = 0 als einen einzigen Punk* betrachtet?2). 

Definitionsgema8 sind Bewegungen der elliptischen Ebene Drehungen 
der Kugel (3. 16). Bei uns kommen dann nur solche Bewegungen in Frage, 
die z, festlassen, also nur Rotationen in der zz x,-Ebene. Diesen entsprechen 
die Schiebungen in der uv-Ebene lings der v-Achse. Um die Verkniipfung 
der Bereiche . ..G_:,G_1, @,G,, @.... einzusehen, braucht man nur die 
Bewegung des starren, die Kugel (3. 16) berithrenden Achsenkreuzes zu ver- 
folgen, das sich auf dieser stetig bewegt und das so liegt, da die eine Achse 
desselben in der z22,-Ebene liegt. 


Wir begniigen uns mit diesen Andeutungen. Ahnliche Tatsachen gelten 
auch in héherdimensionalen elliptischen Raumen, worauf wir noch teilweise 
spiter zuriickkommen werden. 


Wir schlieBen hier nur diese Ausfiihrungen mit dem Hinweis, da8 der 
Zusammenhang von G* bzw. G, mit dem Zusammenhang eines Mébiusschen 
Bandes identisch ist. Diese Tatsache ist einleuchtend und kann mittels des 
sphirischen Schemas unmittelbar nachgewiesen werden. G* ist ja nichts 
anderes als das Gebiet der Oberfliche von (3. 16), das zwischen den Parallel- 
kreisen 2 = + id liegt. 


VK 


12) Klein, 1. c. [FuBnote ")], S. 152. Hiermit wird auch klar, daB die Strecke 


BB’ als Bild des Punktes z, = + z zu betrachten ist. 
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Mit Hilfe der Transformation (3. 3) geht unsere in der Einleitung gestellte 
Aufgabe fiir » = 2 in ein aquivalentes Problem in der uv-Ebene iiber. Wegen 
der Definition des von einer geschlossenen Kurve begrenzten Bereiches soll 
hier der Wortlaut dieser Aufgabe nochmals genau wiederholt werden. 

Ist C eine einfache Kurve auf der X Y-Ebene, deren Punkte alle im End- 
lichen liegen, so definiert sie zwei Bereiche, von denen der eine (dessen Punkte 
alle im Endlichen liegen) einfach zusammenhangend ist, wihrend der andere 
(der ,,komplementire“) zweifach zusammenhingend ist. Unter einem von 
einer einfachen geschlossenen Kurve begrenzten Bereich werden wir immer 
denjenigen verstehen, dessen Zusammenhang einfach ist. Als Kurven C werden 
alle Kurven zugelassen werden, die durch eine nichteuklidische Bewegung in 
eine solche zuriickgefiihrt werden, deren Punkte im Endlichen liegen. 

Wir formulieren nun unsere 
Aufgabe fiir die elliptische Ebene 
folgendermaBen : 


Es soll in der XY-Ebene unter 
allen im ,,Streifen“ G* 


by 


tg? \Ka 
K 





(3. 18) X2 — tg? VKa ¥Y? < 


* —einbeschriebenen geschlossenen ein- 
fachen Kurven C von der elliptischen 
Linge L diejenige bestimmi werden, 
welche ein Bereich mit dem mazxi- 
malen elliptischen Inhalt F begrenzt. 


Wie wir schon vorhin erwahnt 
haben, brauchen alle Punkte einer 
zugelassenen Kurve nicht im Eudlichen zu liegen. Es wird aber verlangt, daB 
es méglich wird, C durch eine ,,Parallelverschiebung“ lings der Y-Achse 
in eine ,,kongruente“ Kurve C’ mit diesér Eigenschaft zuriickzufiihren (Fig. 2). 
Ferner werden L vorlaufig keine Einschrinkungen auferlegt. Vielmehr werden 
sich die Bedingungen dazu durch die geférderte Schlichtheit der Extremal- 
gebiete zwangsliutig ergeben. 

Die so gestellte Aufgabe ist nun véllig aquivalent mit folgender Aufgabe 
in der uv-Ebene: 





Fig 2. 


Unter allen einfach geschlossenen Kurven C, die im Streifen G, 


(3. 19) —-asusa, -ae=°< 





‘ 
2VK 


des Fundamentalbereiches Gy einbeschrieben sind, soll diejenige bestummt werden, 
welche bei vorgegebener Linge L das Maximum des eingeschlossenen elliptischen 
Inhalis F aufweist. 
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Man kann allerdings ohne weiteres die zweite Forderung (3. 11) fallen 
lassen und dieselbe Aufgabe fiir den Uberlagerungsstreifen lésen. Das ist 
gleichbedeutend mit dem Verzicht auf eine schlichte Uberdeckung der ellip- 
tischen Ebene durch den von C begrenzten Bereich. 


4. Der sphéirische und hyperbolische Fall. Nach dieser topologisch- 
metrischen Vorbereitung fiir den elliptischen Fall kehren wir zu unserer Auf- 
gabe zuriick und formulieren sie fiir den spharischen und hyperbolischen Fall. 


Liegt zuerst im dreidimensionalen euklidischen 





























Raum die Kugel S vor mit der Gleichung (in bezug a G ly 
auf ein Achsenkreuz Ozyz) yy & | 
(4. 1) e+yti2= | (K > 0), | ( f & 
so erfiillen wir diese Gleichung durch wis f 
2 = — sin VKu, S yo’ 
VK 3 S 
_— Ou 
(4, 2) y = cos VK usin VR», . 
VK S C 8 
age K . y 
z= "4 cos VK u cos VK v, wfc = a3 
wobei u,» in den Intervallen | . S 
wh a 
9 —-— SOS, - St <s 6. 
oo ~oee °° > oe —. = : 
o a’ 
variieren. Die universelle Uberlagerungsfliche 
der in den beiden Punkten (+ 1, 0,0) punk- be note 


tierten Kugel S kann dann durch den in der Fig. 3 
angegebenen Streifen dargestellt werden. Der 
Ubergang zu den Nebenbereichen G,,@.... bzw. G_1,@_2,... geschieht 
im Gegensatz zu dem elliptischen Fall ohne die Spiegelung an der 
v-Achse. Ein vollstaindiger Umlauf eines Punktes P auf der Kugel lings 
eines durch ihn gehenden Parallelkreises z = const. entspricht auf der 


Fig 3. 


uv-Ebene einer Verschiebung lings der v-Achse um iE 


Analytisch definieren wir den Fundamentalbereich Gp) von © durch die 
Ungleichungen 


4.4 ec ec, —-a SO < oe 
ets 2VK 2VK V VK 
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und nehmen als Metrik (die man aus ds* = dz* + dy? + dz? umrechnet) 


(4. 5) ds? = du® + cos? VKu de®. 


Fiir den spharischen Fall formulieren wir dann die Aufgabe folgendermaBen"): 
Unter allen einfach geschlossenen Kurven, welche im Streifen 


a a 


VK VK 


des Fundamentalbereiches Go (4.3) einbeschrieben sind, soll diejenige bestimmt 
werden, welche bei vorgegebener sphirischer Linge L das Maximum des ein- 
geschlossenen sphdrischen In- 
halts F erreicht. 


Ebenso wie im ellipti- 
schen Fall kann die zweite 
Forderung (4.6) weggelassen 
werden. Die schlichte Uber- 
deckung braucht dann nicht 
mehr stattzufinden. 


(4. 6) —asusa, sv< 





Zum Schlu8 fiigen wir 
einige Worte zum hyperboli- 
schen Fall hinzu: 


Die Schmidtsche Aufgabe 
erhalt hier folgenden Wort- 
laut: Unter allen einfach ge- 
schlossenen Kurven, welche in 
demaus den beiden Halbéllipsen 








(4. 7) X? — tg? VK Y? = eS (K < 0) 


begrenzten ,,Streifen’’ G* cinbeschrieben. sind, soll diejenige bestimmt werden, 
welche unter vorgegebener hyperbolischer Linge L das Maximum des eingeschlos- 
senen hyperbolischen Inhalts F aufweist. Wie hier ausdriicklich hervorgehoben 
werden méchte, handelt es sich bei (4. 7) (Fig. 4) nicht um eine Ellipse, sondern 
um zwei symmetrische Ellipsenhalften, welche den Fundamentalkreis in den 


Punkten (0, + —z) beriihren. Dies folgt mehr durch projektive Uberlegung, 
wird jedoch uns hier nicht naher beschiftigen. 


8) Vgl. auch Dinghas, |. c. S. 685. 
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Nun geht durch die Transformation (3.3) das Innere des Fundamental- 
kreises in die endliche wv-Ebene iiber und das Innere von G* in den Streifen 


(4. 8) —asus<a. 


Somit erhilt unsere Aufgabe in der uv-Ebene folgende Formulierung: 


Unter allen einfach geschlossenen Kurven C von vorgegebener Linge L, die 
im Streifen (4.7) der hyperbolischen uv-Ebene mit der Metrik ds? = du? + 
+ cost VKudv® (K <0) einbeschrieben sind, soll diejenige ermittelt. werden, 
welche das Maximum des eingeschlossenen Inhalis F aufweist. 

Nach diesen allgemeinen Vorbereitungen werden in der nachsten Nummer 
alle diese Aufgaben einheitlich behandelt werden. 


_ 5. Eine allgemeine isoperimetrische Gleichung. Durch die Ausfiihrungen 
der vorigen Nummer ist die in der Einleitung fiir den Fall der Ebene gestellte 
Aufgabe mit der nachfolgenden aquivalent: 


Es sei in der uv-Ebene mit der Metrik 


(5. 1) ds? = du® + cost VKu dv2 
ein Streifen G,**) 


(5. 2) —-asusa 


gegeben15). Es soll unter allen zuldssigen in G, einbeschriebenen einfach ge- 
schlossenen Kurven C von vorgegebener Linge L (L > 2a) diejenige bestimmt 
werden, welche das Maxvmum des eingeschlossenen Inhalts F aufweist. 


Ich habe in der vorhin erwahnten Abhandlung eine sung dieser von 
Erhard Schmidt stammenden Aufgabe gegeben, und zwar fiir den euklidischen, 
spharischen und hyperbolischen Fall, der auf anderen Grundlagen, als die 
von Erhard Schmidt gegebenen Beweise, fuBt. Wenn ich nun die Lésung 
dieses Problems hier unter allgemeineren Gesichtspunkten wiederhole, so 
geschieht dies, weil man durch die vorherigen Entwicklungen auch den ellipti- 
schen Fall mit einbeziehen kann. Dabei erfahrt die friihere Darstellung 
gewisse Verkiirzungen und eine gréBere Vereinheitlichung. 

Zur Lésung dieser Aufgabe kehren wir nun zu den Ausfiihrungen von 
Nr. 2 zuriick und stellen fest, daB die dort gestellten Forderungen fiir die 


14) Es wird sich zuerst fir K > 0 um den Streifen des Fundamentalbereiches G, 
handeln. " 


1%) Far K > 0 soll a <— sein. 


2VK 
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Funktion g(u) hier erfillt sind. Die Differentialgleichung der Extremalen 
F,, Fz, die durch (+ a, 0) gehen, lautet: 
tg¥Ku 
(5. 4) cos Kus + VK = 0. 


Ve a tg VKu 
Y x 


Dabei ist 9, der geoditische Kriimmungsradius des zugehérigen Bogens des 
geoditischen Kreises. 

Setzt man ferner 
5.5 - <ihe = teVKa 
“Ss Cr 0087 ~ VK coay 
so ist y der Winkel, unter dem F, (bzw. F,) die u-Achse in dem Punkte 
u = a schneidet. 

Wir behaupten jetzt: 


Fiir K > 0 lautet dieGleichung der durch (5. 4) definierten Extremalen F,, F, 














2 
(5. 6) sin? VK u + cos? VK u sin? VK (v + ,) = ae . 
7 
wober 
(5.7) sin VK a» _ _¢tmy 
VE V1+ Ko? 


sist. Der Fall K = 0 ist hier in (5.6) als Grenzfall enthalten und man findet 
aus (5.6) (5.7) als Gleichung der Extremalen 


(5. 8) w+ (vt atgy)? = 


d.h. die 2wei bekannten Kreisbégen vom Radius 
Fiir K < 0 sind drei Fille zu unterscheiden, je nachdem | + K 9? gréfer, 


gleich oder kleiner als Null ist. Ist 1 + Ko? > 0, 80 lautet die Gleichung der 
Extremalen 


alt | _ Key 
(5. 9) sin? YK u + cos? VK u sin VK (oe) = eae 
wobet no wieder durch (5.7) bestimmt wird. Fiir 1+ Ko? <0 werden die 
Eztremalen durch 


3 
(5. 10) sin? YK u + cost VK w cost VK (v + m0) = =o 
Y 


gegeben. Dabei wird noch no durch 


= -/ ie . 
(5. 11) cos VK = i¢Kke” 
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bestimmt. Die Gleichung der Extremalen fiir 1+ Ko? =0, welche durch 
Grenziibergang aus (5.9) oder (5.10) erhalten werden kann, lautet 


(5. 12) 00s VK u (008 Vv + ARIE) _ cos Ka. 

Die Gleichung (5. 6) stellt, wie man leicht sehen kann, geoditische Kreise 
dar, die durch die Punkte (+ 4,0) gehen. Die Gleichung (5.9) stellt eine 
Schar von hyperbolischen Kreisen dar, die durch dieselben Punkte gehen, 
wahrend (5.10) die Gesamtheit aller Abstandskurven (Hyperzyklen) dar- 
stellt, welche ebenfalls durch (+ a, 0) gehen. 

Fiir die Darstellung der Extremalen fiir K < 0 kann man ebenso gut 
hyperbolische Funktionen benutzen, obwohl wir dies hier nicht systematisch 
betreiben werden. 

So findet man an Stelle von (5. 9), (5. 10) und (5. 12) auch die Darstellung 
(K’ = —K >0) 


— — aie tn? 
(5. 13) sht VE" u + ch® VR’ u sh? VR" (v + 0) = 2, 
1— K’o; 
(5.14) — sh? VK’ u + ch? VK’ uch? VK’ (v + m9) = oe 
und 3 
(5. 15) ch VK’ u(ch VK'v + sh VK’ v) = ch VK'a. 


Jedoch wird darauf nicht naher eingegangen werden. Um nun nachzuweisen, 
daB (5. 6), (5. 9) und (5. 12) Integrale von (5. 4) darstellen, verfahren wir am 
einfachsten so, wobei wir uns zuerst der Einfachheit halber auf den oberen 
Bogen von (5. 6) beschranken: 


Wegen 
sin VKu a __teVKe __ ° 
(5.16) Vi-+ tg?*VKu 
cosVK u = : 


Vi+ te VKu 
folgt durch Einsetzen in die (5. 6) 











sinVK(v+ no) _ 4/5 te?VKu y/ 1 
(5.17) = Ver - V3 a 
Daraus folgt 
(5. 18) cos VE (v + %) $2 = — tg VK u 1 


V1+ Ke? VK cos? VK u \e- tg? VK u 


Y K 











656 A. Dinghas. 
Da nun eben wegen (5. 17) 


5.19) cos VK (v+ 7,) = V1 — sin? VK (v + )= : = 
mers 10 Vi Ke} coe Vw 








ist, so folgt durch Eimsetzen 
tg VK w 
(5. 20) entice te + —pceg = 6, 
% , te VKu 
ey — VK 
also die Differentialgieichung einer Kurve von der Schar F,. Man kann auch 
riickwirts von (5. 20) ausgehend, unter Voraussetzung von 1 + K 0° > 0, zu 
der Gleichung (5.6) gelangen. Ebenso leicht bestatigt man, daB die 
Gleichung 











(5. 21) sin? VK u + cos? VK u sin? VK (v — No) = to 
eine durch (+ a, 0) gehende Extremale ist, welche die Differentialgleichung 
tg VKu 
(5. 22) cos ie ea =2 
ye-<F 
erfiillt. Denn diese geht durch die Transformation v’ = — wv in die Glei- 


chung von F, iiber. 
Fir K < 0 muf man nun auch den Fall 1 + Ko? < 0 beriicksichtigen. 


Ist zuerst 1 + Ko? < 0, so folgt aus (5. 9) fiir die Extremale, welche oberhalb 
ov = 0 verlauft. 








9 vy — K y a oD tg? VRu 
(5. 23) cos ) K (v+ mo) = V—. Ke: ¢-—.—. 
Daraus ergibt sich durch Differentiation 
. dv K tg VKu 1 
5. y K _—=— = ‘ 
(5.24) VK sin VK (v + No) Fu I+ Kel VK cot ¥Ru a). ite 
| a 


Da nun aus (5. 23) die Gleichung 
(5. 25) sin VK (v + %) _ i+ Ks = : 

¥1+ Ke? Vi + Ko} cos VK w 
folgt, so wird mit Riicksicht auf (5. 24) 








(5. 26) cos VKus = — yA 
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d.h. wieder die Differentialgleichung der Extremalen. Ganz analog verfahrt 
man fiir den unterhalb » = 0 verlaufenden Teil von (5.10). Es andert sich 
nur das Vorzeichen der rechten Seite von (5. 21). 

Fir 1 + Ko? -> 0 wird die Gleichung der Extremalen: 


dv tgV¥Ku 

(5. 27) i,iV-K ate = 0, 
und man kann leicht verifizieren, daB (5.12) dieser Differentialgleichung 
geniigt. (5.12) wird dann die Lésung sein, welche durch (+ a, 0) geht. 

Zum Schlu8 wire auch vielleicht nochmals nétig zu betonen, daB 
in (5. 6), (5, 8), (5, 9), (5.10) und (5.12) sowie in der ganzen Arbeit nur 
diejenigen Teile der angegebenen Gleichungen als Extremalbégen zu be- 
trachten sind, welche durch (+a,0) gehen, zur u-Achse spiegelbildlich 
liegen und ganz im gegebenen Streifen liegen. 





6. Ein isoperimetrischer Satz. Wir bezeichnen nun wie in Nr. 2 mit C, den 
Rand des von den Extremalen (5.6) oder (5.10) oder (5.12) begrenzten 
Gebietes R., mit LD, die Linge von C, und mit F, den Inhalt von C,, jedesmal 
berechnet in der jeweiligen Metrik. 

Man erhilt dann fiir alle vier nichteuklidischen Geometrien die funda- 
mentale Gleichung 


(6. 1) F —F, =0,(L—L,)—20,R(C,C,). 


Extremalen von den Typus (5. 6), (5. 10) oder (5. 12) habe ich in der vorhin 
zitierten Abhandlung Extremalen von linsenférmigem Typus genannt. Sie 
entsprechen dem Typus, den Erhard Schmidt in einer kiirzlich erschienenen 
groBen Abhandlung!*) Extremalen vom Typus (A) genannt hat. Die GréBe 
R(C, C,) stellt ein Restglied dar, das durch (2. 17) gegeben wird und das nur 
dann verschwindet, wenn C mit C, gestaltlich iibereinstimmt. 

Fiir y = 0 ist m7) = 0 und die Extremalen haben die Gleichung 
(6. 2) sin? VKu + cos? VK usin? V¥Kv= tris = sin? VKa. 

0 
Sie stellt einen geoditischen Kreis Ky dar, der den Streifen G, in den Punkten 
(+ a, 0) beriihrt. 

Wir schneiden nun Xp in den Punkten (+ a, 0) durch und ziehen die so 
entstehenden Halbkreisbégen K,,Ky wie zwei Teile eines Teleskops aus- 
einander, etwa in einer Entfernung q. Es entsteht dann (wenn die neue Lage 
von K,, KX, symmetrisch zu der v-Achse angenommen wird), ein von K,, K, und 
den zwei Strecken 





» q q 
(6. 3) “= 44, —37H"S5 





16) Schmidt V., S. 501. 
Mathematische Annalen. 118. 43 
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begrenzter Bereich BF, dessen Rand wir mit Cc} bezeichnen. Da nun 


(6. 4) Fo — colo = FT — ooL* 

ist und noch 

(6. 5) R(C, C®) = R(C, Co) 

gilt, so erhalten wir aus (6.1) fiir y = 0 die Gleichung 
(6. 6) F — FF = oo(L — Lf) — 2 a RC, CF). 


F} bedeutet hier den Inhalt von BY und L¥ die Lange von C?. Extremalen 
vom Typus Cf habe ich in meiner erwahnten Abhandlung Extremalen vom 
Kreis-Rechteck-Typus genannt. Sie entsprechen den Extremalen, welche 
Erhard Schmidt Extremale vom Typus (B, 3) genannt hat. 

Aus diesen beiden Gleichungen (6.1) und (6.6) folgt unmittelbar der 
Beweis folgenden Satzes!”), dessen Inhalt schon auf Erhard Schmidt?) 
zuriickgeht : 

Die in 5. vorgelegte Aufgabe fiir den Fundamentalstreifen Go besitzt eine 
Lésung, wenn 


(6. 7) L>2a 

ist. Ist dann 

(6. 8) 2a<L< kX, 

so ist die Lésung eine Extremale C, von linsenformigem Typus mit L, = L. Fiir 
(6. 9) Lol 


und K <0 ist die Extremale CT vom Kreis-Rechteck-Typus mit L* = L. 


¢ 
Fir K > 0 tritt wegen der Beschrinktheit von Z nach oben eine Ein- 
schrinkung fiir g ein nach oben, und zwar gilt fiir das Maximum q,, von ¢ 


a 


(6. 10) 2a + dm <7E 
fiir die elliptische und 
(6. 11) 20+ %m <2 
fiir die sphirische Geometrie. 

Setzt man dann 

- na - a 

(6. 12) = 2(5 -2) bzw. q=2(=-a), 
je nachdem die elliptische bzw. die spharische Geometrie gilt, so gibt es fir 
(6. 13) L<s<L<k 


17) Vgl. Dinghas, 1. c. 8S. 685. 
18) Fair gonaue Literatur vgl. man Dinghas, |. c. 8. 688. 
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immer eine Extremale C¥ vom Kreis-Rechteck-Typus, welche im Fundamental- 
bereich G* liegt. 

Man kann natiirlich die Forderung der einfachen Bedeckung fallen lassen. 
Dann braucht C, nicht notwendig im Fundamentalbereich G* zu liegen und 
die Einschrinkung (6. 13) fallt fort. 

Was die explizite Auswertung von JZ, angeht, so findet man leicht 





Ka 
6. 14 = 22 : 
(6. 14) Ly = 
Envsprechend findet man fiir die GréBtwerte L* 
(6. 15) L* = Ly + 2008 VK a(S — a) 


fiir die elliptische Geometrie, und 
, * . € a 
(6. 15’) L; = ly + 2c0s VK a(= — 2a) 


fiir die sphirische Geometrie. 

Der Beweis dieses Satzes folgt unmittelbar aus (6.-1) und (6. 6), wenn man 
die Extremale C¥ bzw. C* mit L = L, bzw. L = L® konstruiert. DaS zu 
einem gegebenen L = L, nur eine solche Extremale existiert, folgt leicht aus 
der Monotonie von J, als Funktion von y. Berechnet man nimlich die Lange L 
von C unter Zugrundelegung von (5.1) und der Differentialgleichung (5. 4), 
so findet man leicht 








(6. 16) L, = t|—- = = (ky sai ~), 
; Vi—2y eves 
0 K 


woraus die Monotonie von L, unmittelbar folgt. Die Monotonie von C? ist 


allerdings trivial, da ja nach Definition 





(6. 17) Lt = Ly + 2q cos VKa 
ist. 

Hiermit ist der Satz bewiesen. Denn konstruiert man die durch L be- 
stimmte Extremale mit L = L, bzw. L¥, so folgt aus den vorhin bewiesenen 
Gleichungen 
(6. 18) F—F,s0 bw. F—FP SO 
und das Gleichheitszeichen kann nur dann eintreten, wenn das zugehérigé 


Restglied verschwindet. Das tritt aber nur ein, wenn C durch Parallel- 
verschiebung aus C, bzw. Cf} hervorgeht. 


43° 
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7. Die Gestalt der Extremalen auf der Cayleyschen Ebene. Wie sehen nun 
unsere Extremalen in der X Y-Ebene aus? Nach den Formeln (3. 3) ist 


1 tgVKu 


(7.1) be VK cos¥Kv- 
Y= yg eV Ke. 


Man kénnte nun durch Substitution in den Formeln (5. 9), (5. 10) und (5. 12) 
die Gleichungen der linsenférmigen Extremalen erhalten. Dieser Weg ist aber 
rechnerisch miihsam und wenig iibersichtlich. Wir werden deswegen einen 
anderen Weg einschlagen, der iiber die homogenen Koordinaten zum Resultat 
fiihrt und der zugleich die Struktur der Substitution (3. 3) von anderer Seite 
her beleuchtet. 

Wir setzen fiir die drei nichteuklidischen Geometrien) 


(7.2) +a+H—7 (K = 0) 


und erfiillen diese Gleichungen durch 


EN = ein Ku, 


(7. 3) - yg VK sin VK », 
2%, = cos VK u cos YK v. 
Dann ist 
| oo 
(7. 4) ies. Yas 


Da nun die «, v Koordinaten die Mittelpunkte des durch (5. 3) dargestellten 
Kreises u = 0, v = + m sind, so folgt mit 


(7. 5) &=-0, &= iz tin Vm, = cos VK no 
‘ : e% 
(7.6) i+(mheF mm =i (1+ Kel > o, 
Ebenfalls folgt aus (5. 10) 
2 - » Ko? 
(7.7) K 2; + (K 29% F tt = KG (1+ Ke? < 0). 


1%) Die spharische Geometrie wird hier beiseite gelassen, da ja fir diesen Fall die 
Gestalt der Extremalern unmittelbar zu haben ist. Es handelt sich hier um gewodhnliche 
Kreise auf der Kugel, welche durch die beiden Punkte (+ a, 0) gehen. 

Diese Koordinaten, die far K > 0 schon in Nr.3 eingefiihrt wurden, heiBen auch 
hemogene Koordinaten von WeierstraB. Vgl. dariiber am besten das schon in der 
FuBnote *°) zitierte Buch von Cartan. 
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Den Fall (5. 12) behandeln wir zum Schlu8 als Grenzfall. 
Erledigen wir den Fall K = 0, also (7.7). Dazu driicken wir 2,, zo, 23 
durch X, Y aus. Da man bekanntlich z; > 0 wahlen kann”), so finden wir 











y= 7 = ’ 
an Vi+K (x*+ ¥») 
aa + 
Vi+K (x?+ ¥?) 
und 
1 
ite = TPKE 
Es wird also mit 
(7. 10) X =F, na, ¥% 
Y + Y,)? 
(7. 11) x +6 = 7k (1 + K(X? + ¥2)). 


Wie man leicht nachpriift, stellen die beiden* Kurvenfamilien (7.11) eine 
Schar von Kurven zweiter Ordnung dar, welche durch die Punkte 


(7. 12) P,(‘SIE*,0), P, (2s, ) 


gehen. 
Fiir K < 0 finden wir ebenfalls (7. 11), sofern 1 + K 9? > 0 ist, mit dem 
Unterschied, daB hier 
1 
7.13 =< ¥yo< 
itt —yaEX< <7-¥ 
ist. Fir 1 + Kg? <0, also im Falle einer Abstandskurve, folgt aus (7. 8) 


14+KYY,)? 
ET = pags (1+ K (t+ ¥) 


mit Y» in (7.13). Setzt man nun 


(7.14) KX2+ 








(7. 15) K =—K’, K’Y:Y, =1, 
80 wird 
Y + ¥,)2 
(7.16) Xe 4 TE = sags (1+ K (KE + YO) 
wait 
(7.17) |Yo| > ore 


*) Cartan, |. c. S. 164. 
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Wegen 1 + Ko? < 0 und (7. 17) stellen (7. 16) eine Familie von Ellipsen 


- : 1 
dar, welche durch (7.12) gehen. Wie steht es mit dem Fall 9, = ==: 
Um dies zu beantworten, transformieren wir (7.11) und (7.16) mit Hilfe 
von (5. 7) und (5. 11). Man erhalt, indem wir Yo an Stelle von Y, schreiben 
und die Einschrinkung (7. 13) fir K <0 fallen lassen, eine einzige Glei- 
chung fiir die linsenférmigen Extremalen, namlich folgende: 

2 


(7.18) X*1+KY3)+(¥ + Yo" = el + K(X? + Y%)). 
Y 





Die Gleichung (7.18) stellt allerdings alle linsenférmigen Extremalen dar, 
unabhiingig vom Vorzeichen der Kriimmung K. Wir kénnen diese auch so 
transformieren, da8 wir namlich fiir 1 + Ko? > 0 die Gleichung 


(7.19) Em Yt tg Km de 
VK Vi+ Ko? VK YitteyK», Vi+KY? 


nach Y, auflésen und den entsprechenden Wert in (7.18) eimsetzen. Fiir 
1 + Ko? <0 wird wegen (5. 11) 


m Ke. VEY;3 
(7.29) oe VE me = Vier? “TEKH - TE 


Schreiben wir dann auch im Falle (7. 24) Yo an Stelle von Yj, so ergibt sich, 
wie man leicht feststellt, in allen Fallen unabhangig vom Vorzeichen von K 














sin)Ka 
‘ = t 


Durch Einfiihrung in die (7. 18) erhalten wir dann die allgemeine Darstellung 
der linsenférmigen Extremalen 








(7.22) X2(1 + sint VRatg? y) + (¥ + SE* tg y) 








4 
ee (1 + K (X2+ Y%)). 
Diese Gleichung kann man leicht auch in die Form 
(7. 23) = + Lt =1 
bringen, wobei die GréBen A, B und Y durch die Formeln 
yw 9 sin? VK a 
(7. 24) » ere 


B= 1 sin? VK @ cos? VK a cos? y 





> 


(cos? ¥ K a —sin* )? 
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und 


sin ) K a cos 7 sin y 


(7. 25) Yas < 
VE cos?) K a—sin® y 





gegeben werden. 

Die Kurven (7. 23) stellen im allgemeinen Kurven zweiten Grades dar. 
Fiir K > 0 zerfallen diese in eine Ellipsen- bzw. Hyperbelfamilie, je nach- 
dem der Ausdruck cos? \ Ka —sin? y positiv oder negativ ist. Fir K <0 
stellt (7. 27) eine Ellipsenfamilie dar. Alle diese Ellipsen gehen durch die 
Punkte (7.12). Die Gleichung des Horizykels erhilt man aus (7.27), wenn 
man dort tgh¥ — Ka = cosy setzt. Man findet dann als Gleichung dieser 
beiden zur u-Achse symmetrisch gelegenen Horizyklen die Gleichung 


(7. 26) + Y—K Y) = ch? Y— Ka(i + K (X2 + Y3)), 


welche geometrisch zwei Ellipsen darstellen, die durch (7.12) gehen, und 
den Fundamentalkreis des Schemas in 


1 
.2 =0 Y=in— 
(7. 27) X=0 Y=+ re 
beriihren. 


Da die Transformation (7.2) fiir die zugrunde gelegte Metrik gilt, so 
bedeutet hier wieder y den Winkel, den die auBere Normale der linsen- 
formigen Extremale C, in den Punkten (7. 12) mit der X-Achse bildet. 

Fiir Yp = 0, also y = 0, erhalten wir diejenige Extremale, die wir in den 
vorigen Nummern mit Cy bezeichnet hatten. Es folgt dann aus (7. 26) 


(7. 28) X24 y2 = wr, 


Co stellt also auf der Cayley-Ebene einen durch (7.12) gehenden Kreis mit 


dem Radius eV Ke dar. 
VK 


Damit ist das Wesentlichste iiber die linsenférmigen Extremalen C, 
gesagt worden. Um die Gleichung der Kreis-Rechteck-Extremalen aufzu- 


stellen, miissen wir vorher einiges iiber die Cayleyschen Bewegungen lings der 
Y-Achse wiederholen. 


8. Die Gleichung der Kreis-Rechteck-Extremalen C*. Die Gruppe, bei 
welcher die Kurve 





(8.1) x2 — tg Va y2 = Ke 


in sich iibergeht, bildet eine Untergruppe der allgemeinen Bewegungsgruppe 
der Cayley-Ebene, die Untergruppe der ,, Verschiebungen“ lings der Y-Achse. 
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Fiihrt man die homogenen Koordinaten z,, 22, z3; von WeierstraB ein, 
so lautet bekanntlich®) die allgemeinste Bewegung 


Dy = @,1 2, + Gy 2%2 + 4; 52s, 
(8. 2) By = Ge, 2, + Gg, Ze + agi 2, 

y = A312, + Age%e + ag32z 
mit der Determinante Eins. 

Da nun durch Einfiihrung der homogenen Koordinaten (8. 1) in die peiden 
Geraden 
| K 

(8. 3) of = Spee 
tibergeht, so folgt daraus unmittelbar 


(8. 4) 4, =1, a2 = ago = 0. 
Ferner folgt aus 

’ ’ ‘3 
(8.5) ee ee ee ee 
unmittelbar 


@e; = 43; = 0. 


Die fragliche Untergruppe sieht also so aus 


z, = 7%, 
(8. 6) zy = a22 + bzs, 
t, = Ct, +day 


mit a, b, c, d Konstanten. Diese Konstanten erfiillen noch wegen (8.5) die 
Bedingungen 

e ed @ 1 
(8. 7) e+7 =1, ab+ 7 = 0, P+r=_: 


und man kann sie mittels eines Parameters / in folgender Form ausdriicken: 


(8. 8) a = cos VK A, b= Sate) ec =VKsinVKA 


und d=cosVKA. 
Es wird also mit Riicksicht auf (8. 7) 





y= %, 


~~ _ _ sinVKA 
(8. 9) zy = z,c0s VKA Z3 vr’ 


ay = 2 ¥Ksin VK A + 23008 VKA, 





*) Vgl. z. B. Cartan, 8. 170. 
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und diese Bewegung ist in der wv-Ebene gleichwertig mit der Bewegung 


(8. 10) w=u, vw =v+/. 
Die Gleichung einer Kreis-Rechteck-Extremale vom Typus C* ist jetzt 
(8.11) sin? VKu + cos? VK usin? ¥K (v + 4) = sin® VKa 
fir —a <u <a und 
(8. 12) —-{svst 


fir wu =-+a. 
Bezeichnet man also mit 29, 22, 23 die homogenen Koordinaten der Mittel- 


punkte der beiden Halbkreise, aus denen C¥ zum Teil gebildet ist, so kann man 
an Stelle von (8. 11) schreiben 


(8. 13) ai + (2 23 — 2322)” = we. 


Daraus folgt mit Hilfe der friiher entwickelten Transformationsformeln 





(8.14) xe 4 OTe a RO 4 K(xt+ YY) ¥| = [Yo 
mit 
q 
(8. 15) Y, ay. 
yk 


Die Gleichung (8. 14) stellt zwei zur Y-Achse symmetrisch gelegene 
Halbellipsen dar, welche die Kurve 








tg*VKa 
2. X2 2 = 
(8. 16) X2 — X2 tg? VKa TE 
in den Punkten 

X=i5 sire, 
(8.17) cos VK > 

oa ae g 
Y=+ i. tg VK 5 


berithren. Diese Kurvenstiicke zusammen mit den entsprechenden Bégen 
von (8.16) begrenzen dann die Kreis-Rechteck-Extremale vom Typus C?. 

Somit ist auch dieser Fall erledigt. 

Es eriibrigt sich vollstandig, den Fundamentalsatz fiir die Cayley-Ebene 
zu geben. Sein Wortlaut ist identisch mit demjenigen von Nr. 6, der einzige 
Unterschied ist nur, da8 an Stelle von (5.9), (5. 10), (5. 12) die allgemeine 
Gleichung (7. 23) eintritt. Entsprechend lautet die Anderung fiir die Kreis- 
Rechteck-Extremalen. 
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9. Die allgemeine isoperimetrische Aufgabe fiir die ebenen Geometrien 
konstanter Kriimmung. Wir entwickeln zuerst einige neue Verscharfungen der 
isoperimetrischen Ungleichung fiir alle vier Geometrien konstanter Kriim- 
mung, welche schon lingst analoge Verschirfungen in der ebenen euklidi- 
schen Geometrie besitzen. Dazu gehen wir von der Gleichung (6.1) aus 
und lassen dort y + 0 streben. Wir erhalten dann 


(9. 1) F — Fo = o0(L — In) — 2 a R(C, Co) 
mit 
(9. 2) 0 = elke. : 


Nun ist die Extremale Cy ein gewéhnlicher Breitenkreis mit Radius a 
und wir haben 





(9. 3) Fo = 4x Kk ° 
in )K 
Ly = 2 OE. 


Hiermit wird nach einigen Rechnungen 


(9. 4) Pm O14 B(I-—_)- 2/Ke pig ¢,) 











VK K \Ka VK 
oder 
(9. 5) * =iEey zoe (22 — KF) — seis R(C, Cp). 
Ist K < 0, so ist die GrdBe 
(9. 6) Q=22—KF 


positiv. Ist aber K > 0 und liegt daher der elliptische Fall vor, so ist, da der 


Gesamtinhalt der eliiptischen Ebene z ist, ebenfalls Q > 0. Hiermit ist die 
Ungleichung Q = 0 fiir alle drei Geometrien bewiesen. Da nun fiir den 


spharischen Fall ebenfalls?) 
23 

(9.7) P< 

angenommen werden kann, so diirfen wir im folgenden Q nicht negativ voraus- 

setzen. 


Nun folgt aus (9. 5) 
(9.8) 22 = VK sin VRaL + cos VK aQ —2 VK sin Ka R(C, C,), 


#2) Vgl. z. B. die Arbeit von Erhard Schmidt (Schmidt III, 8. 752). 
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und daraus ergibt sich fiir K > 0 wegen R = R(C, Cy) => 0 


(9. 9) 22s VK sin VKa L + cos VKaQ, 
und fir K <0 
(9. 10) 2x2 VK sin VKa L + cos VKa Q. 


Zur Erhaltung einer allgemeinen isoperimetrischen Ungleichung setzen 
wir fiir den Augenblick 


(9. 11) @ (a) = YK sin VKa L + cos VKa Q. 
Dann wird 
(9.12) (a) = K 18+ Q — K cost (Ka (L — Q 87R*), 


also fir K > 0 mit Riicksicht auf (9. 9) 





(9.13) 4at< K It + Q@— K cost VKa(L — 9 80E2y. 


Daraus folgt wegen Q = 2x — KF die Ungleichung 
Ra\? 
(9. 14) F(4a— KF) < 1+ — cost VRa(L— 9 80**). 


Ist K < 0, so hat ®(a) ein einziges Minimum fiir 


(9. 15) eet = 5. also far a= aretg 4. 


Eine leichte Rechnung zeigt dann, daB fiir diesen Wert von a,® > 0 
ist. Wir kénnen also (9.10) quadrieren und wir erhalten 


(9. 16) 4n% > P2(a). 
Daraus folgt mit Riicksicht auf (9. 12) die Ungleichung 





(9. 17) tat 2 KIA +@* — Koost VK a(L - Q'87*). 


Ersetzt man jetzt Q durch 21 — KF, so folgt nach einigen leichten Rech- 
nungen dieselbe Ungleichung (9.14) wieder. Diese Ungleichung gilt also 
sowohl fiir K > 0 wie fiir K < 0 und geht fiir K — 0 in die bekannte iso- 
perimetrische Ungleichung 
(9. 18) 4nF < 1? ~ (L — 22a) 
iiber. 

Die Ungleichung (9. 14) verschirft mit Hilfe der Breite a die Ungleichung 


(9. 19) F(4a—KF) <LI, 
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die fir K <0 durch ahnliche Uherlegungen zuerst von Erhard Schmidt*) 
bewiesen wurde. Das Gleichheitszeichen tritt in (9. 14) nur dann ein, wenn 
R(C, Cy) = 0 ist, also wenn C bis auf Parallelverschiebung gleich C? ist, 
d.h. wenn C eine Kreis-Rechteck-Extremale ist. 

Ich fiige noch einige Bemerkungen zu der Verscharfung (9. 14) hinzu. 
Die Ungleichung (9. 14) wurde abgeleitet unter der Voraussetzung, daB fiir 


K>0Oena <3E gibt, so daB C im Streifen 
(9. 20) —asusa 


eingeschrieben werden kann. Nun hat Radd bewiesen*), daB jede einfach 


geschlossene Kurve C auf einer Kugel mit dem Radius R = z von der Lange 


L <22xR durch eine offene Halbkugel derselben iiberdeckt werden kann. 
Mit anderen Worten: 


Ist C eine einfach geschlossene Kurve auf der Kugel & 
(9. 21) etyvieza lt, 


von der Linge L <22R, so existiert immer eine offene Halbkugel von 8, 
welche C tiberdeckt. 
Fiir den Beweisdieses Lemmas verweisen wir auf die Originalarbeit von Rado. 
Dieses Lemma sichert nun im sphiarischen Falle die Existenz eines 


Streifens von der Breite 2a < yz’ in dem C einbeschrieben werden kann. 
Da wir uns ferner fiir den elliptischen Fal) nur auf Kurven beschranken, die 
durch eine ,,Bewegung“ ins Endliche gebracht werden (also im spharischen 
Abbild der Cayley-Ebene auf eine Halbkugel), so ist auch fiir diesen Fall 
die Bedingung erfiillt und somit fir K > 0 (elliptisch und sphirisch) die 
Ungleichung 


2 
(9. 22) F(4x—KF) S Lt — ost Va (1 — 981%") 
fiir alle Kurven C bewiesen, deren Lange kleiner als i ist. Fir K < 0 gilt 
(9. 22) ohne die Einschrinkung iiber die Lange. 


Zum Schlu8 dieser Nummer einige Worte tiber die Verallgemeinerung 
einer bekannten Ungleichung von Bonnesen. 


*) Schmidt III, 8.754 unten. Die unscharfere Ungleichung 42# < L* hatten 
schon friher Bechenbach und Rad (Trans. Amer. Mathem. Soc. 35 (1933), 8. 662—674] 
bewiesen. 

™) Tibor Radd, The isoperimetric inequality on the sphere. Amer. Journ. of Math. 
57 (1935), S. 765—770. 
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Es bezeichne 2 a) das Maximum der ,,Breite“ von C fiir alle méglichen 
Richtungen. Wegen L <i ist sowohl fir K <0 wie fir K >0 





(9. 23) D = cos VKa > 0 

und wir erhalten aus (9. 22) fir K >0 a 
sh ” _9 8 Ka\? 

(9. 24) F(4n—KF)< Lt De (L Q iE)’ 


fiir jedes a. Schreibt man diese Ungleichung fiir zwei Breiten a, und ag, 
addiert man die sc erhaltenen Resultate, so erhilt man unter Verwendung 
der Ungleichung 

(9.25) (4) s 


+ y? 
— 2 
die Ungleichung 
“ 2 D(ta—KFy |teVKe, _ tg Key). 
(9.26) F(4n —KF) < L ; iE iE | 
Diese Ungleichung geht fir K —-0 (wegen D-—>1) in die bekannte 
Bonnesensche Ungleichung 





(9. 27) 4nF s re — 7? | a, —_ a,|* 
iiber. 
Ist K < 0, so folgt aus (9. 22) wegen cos VKa =1, 
_ (1 _ o eVKa\' 
(9. 28) F(4a—KF) < Le (L qs ) 


und daraus durch ahnliche Uberlegungen wie vorhin und mit Riicksicht auf 
Qfj2x 
(9. 29) F(4n—KF) < I2— 22 


tgVKa, tgV/Ka, d 
"KE vE- 
Diese Ungleichung geht fiir K — 0 ebenfalls in die ({. 27) iiber. 
DaB aus den verscharften Ungleichungen die klassische isoperimetrische 
Eigenschaft des Kreises folgt, ist trivial und bedarf wohl keiner besonderen 
Erwahnung. 








Kapitel ITI. 
Die klassische isoperimetrische Aufgabe in einem m-dimensionalen Raum 
konstanter Kriimmung. 


10. Elementare Behandlung einer allgemeinen Aufgabe von Erhard Schmidt 
fiir einen speziellen Fall. Wir betrachten ahnlich wie in Nr. 2 die dort zugrunde 
gelegte Mannigfaltigkeit Mt mit der Metrik 


(10. 1) ds? = du? + g?(u)dv® 
und machen hinsichtlich g(u) dieselben Voraussetzungen wie dort. 
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Wir behandeln zuerst folgende Aufgabe*): 


Unter allen einfach in bezug auf u = 0 symmetrischen, geschlossenen 
Kurven C, welche im Streifen 
(10. 2) —asusa 
ernbeschrieben sind, soll diejenige bestimmt werden, die bei konstantem (fiir alle C 
vorgegebenem) Integral 


(10. 3) G =f y"-2(u)ds (n ganz > 2) 
das Maximum von 
(10. 4) J= \ yy (u) S° ds 

Cy 


liefert. Dabet ist y(u) => 0 die schon in Nr. 2 eingefiihrte Funktion 
(10. 5) y(u) = f (x) dz. 
0 


In beiden Integralen soll die Integration iiber die rechte Halfte C, von C 
erstreckt werden (u > 0), und zwar vom untersten Punkt Py (u = 0,» = v(0)) 
bis zum obersten Punkt P,(u = 0,» = v/(I)). 1 ist hier die Gesamtlange 
von C,. Es wird noch vorausgesetzt, daB C, mit der Symmetrieachse u = 0 
nur diese beiden Punkte gemeinsam hat. 

Nach den Voraussetzungen von Nr. 2 ist die Funktion 

¥ (u) 
(10. 6) w (u) = 2 
im Interval] (3.2) monoton wachsend und es gilt w’ (a) > 0. 

Wir behaupten jetzt, daB die Extremalen unseres Problems mit den 
Extremalen des Problems von Nr. 2 iibereinstimmen, also wieder Bégen von 
geodatischen Kreisen sind. die nach Spiegelung auf « = 0 durch die Punkte 
(wu = +.a,v = 0) gehen. In der Tat konstruieren wir wie in Nr. 2 die Ex- 
tremalfamilien F, und F,. Jede Kurve von F, mége der Differentialgleichung 
dv > o (w) 


de pve—orw ~° 


(10. 7) 


*%) Bei Erhard Schmidt, |. c. V, treten an Stelle der Funktionen y"~*, y"~! will- 
kiirliche Funktionen o (u), t (w) auf. An Stelle von .(10. 2) tritt e:n beliebiger Streifen 
@ Su Sb} ein und Symmetrie der Kurven und der Metrik wird nicht verlangt. Auch 
die Monotonie von w(u) wird nicht gefordert. Jedoch sind alle unsere Annahmen 
beim klassischen isoperimetrischen Problem fiir Riemannsche Raéume konstanter 
Krimmung erfillt. Da die vorliegende Arbeit nur die Behandlung dieses Problems 
bezweckt, so habe ich alle Nebenbetrachtungen beiseite gelassen, insbesondere die- 
jenigen, welche auf midgliche Verallgemeinerungen der hier behandelten spezi- 
ellen Fille hinzielen. 
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geniigen und entsprechend jede Kurve von F, der Differentialgleichung 


dv wo (w) 
. 8 ee ee SS . 
— du Vo? —w (w) . 
Die Kurven K,, Kz, welche durch (+ a, 0) gehen, werden dann durch 
die Gleichung 


odz 
(10. 9) v+ Sa = 0 
—@a 
gegeben. Das von ihnen begrenzte Gebiet (das den Nullpunkt enthilt) be- 
zeichnen wir wieder mit K,. g, ist hier wieder gleich go: cos y (go = «(a)) 
und y ist gleich dem Winkel, den die auBeren Normalen » von &, in den 
Punkten (+ a, 0) mit der v-Linie bilden. Der Beweis der Behauptung kann 
leicht erbracht werden, wenn man genau wie in Nr. 2 die Punkte einer be- 
liebigen Kurve C den Punkten einer ,,Extremalen“ C, zuordnet. 
Man erhilt wieder mit Riicksicht auf (2. 11),. (2. 12) 


(10.10) A= {208 (m8) y"-2(u)ds = ky| yay 5 ds + 


Cy rm 
+ j y"-2 41 — K3 w’ ps ds. 
C, 


Daraus folgt 


(10.11) A=k, [wr (w $ ds + [v2 1— Hat $* ds, 
é, éy 
oder noch durch genau ahnliche Uberlegungen wie in Nr. 2 


(10. 12) A=k,J+2 [w*(u) V1 — k3 w? (u) du. 


Durch Spezialisierung C = C,, Subtraktion der so entstandenen Gleichungen 
und Ausfiihrung einiger elementarer Rechnungen ahnlich wie in Nr. 2 erhilt 
man schlieBlich 
(10. 13) J —J, = 0,4 —G,) —20,R(C, C,). 
Dabei sind J,,@, die Werte von (10. 3), (10. 4) fiir die Extremale C,, 
o, = ; und R, (0, C,) stellt das Restglied 
y 


(10. 14) R,(C,C,) = 2 { y"*(u) sin? %") ds 

- 
dar. Es braucht hier kaum wiederholt zu werden, da8 man aus (10. 13) durch 
genau dieselben Uberlegungen wie in Nr.2 die entsprechende Gleichung 
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fiir die ,,Kreis-Rechteck-Extremalen“ C¥ gewonnen hat. Wir verzichten auf 
eine ausfiihrliche Wiedergabe dieser Gleichung, zumal der Leser in Nr. 2 alles 
Nétige findet, um diese Gleichung zu erhalten. 

Wichtig ist es zu bemerken, daB durch den Wert von @ C, bzw. Gf ein- 
deutig bestimmt wird. Denn rechnet man die Bogenlinge von C, aus, so folgt 
mit Riicksicht auf C (10.1), (10.7), (10. 8) 


|du| 1 
ds = —— k, = —); 
(10. 15) Vi—#o ( 7 i) 
es ist also 
. 2 

m-* dew 
(10. 16) G=G -2{ 7, 
2 é Vi—# w? 


woraus die Monotonie von @, als Funktion von y unmittelbar folgt. Be- 
zeichnet man ferner mit G, das Integral 


(10. 17) G = 2 { noe. 
; . Vi— kw? 


i) 


so gilt fiir den Wert Gf von OF 


(10. 18) Gt = G +24 g(a) y"*(a). 
Hat man also einen Wert @ von (10. 3) mit 


a 


(10. 19) G> a] v-*(@) ae 


angegeben, so entspricht jedem G eine und nur eine Extremale und diese ist 
nun ,,linsenférmig“ bzw. vom ,,Kreis-Rechteck-Typus“, jenachdem@ klemerG 
oder gréBer gleich Gy ist. Dies alles gilt natiirlich nur dann unbeschrankt, 
wenn man die Schlichtheit der Bedeckung auBer acht lat. Sonst treten 


in (10. 18) Einschrankungen nach oben ein, die wir spaiter am richtigen Platz 
ausfihrlich aufstellen werden. 


1l. Die rdumliche isoperimetrische Aufgabe. Vorbereitende Tatsachen. 
Bevor wir zur Aufstellung und Lésung der raumlichen Aufgabe iibergehen, 
wiederholen wir kurz die fundamentalen Tatsachen der raumlichen Cayleyschen 
Geometrie. Fiir ein tieferes Eindringen in diese verweisen wir auf das erwihnte 
Buch von Cartan. 


Das Cayleysche Schema der nicht-euklidischen Geometrie im Raume - 
verwendet analog wie im Falle der Ebene eine Fliche zweiten Grades Q als 
, Fundamentalfliche“. 
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Man unterscheidet je nach der Natur von Q drei Faile: 

1. Q ist imaginar mit reeller Gleichung (Pseudoreell). Dann gehéren alle 
Punkte von R,, dem ,,Gebaude“ an und die Geometrie erstreckt sich auf alle 
Punkte von #,. Man kann ohne Einschrankung der Allgemeinheit als Gleichung 
von Q die Gleichung 
(11.1) Xi4+Xi+--4+Xi+7 =0 (K > 0) 


setzen. Dabei sind X, die Koordinaten ees Punktes von R,, in bezug auf ein 
rechtwinkliges Koordinatensystem 0. 


2. Q ist eine reelle, konvexe, geschlossene Flache. Die Geometrie erstreckt 
sich nur auf das Innere von Q. Man kann ohne weiteres als Q die Kugel 


(11. 2) X$4+Xi+---4+Xi+_~ =0 
wahlen. 

3. K = 0. Die Gleichung der Fundamentalfliche lautet 
(11. 3) X?4+X3+---4+X2=0. 


Das ist der Fall der gewéhnlichen euklidischen Geometrie. 
Sind nun P(X,), P(X; +dX,) (¢ = 1,2,..+.,) zwei benachbarte 
Punkte, so definiert man die Entfernung dieser Punkte durch 
(1+K EK?) (24x?) —K(LX,dxX,? 
i iy canine 
(11. 4) ds (ip K rx . 





wobei K = 0 ist. 
Nach diesen vorbereitenden Tatsachen fiihren wir neue ,,krummlinige“ 
Koordinaten ein, und zwar durch die Formeln 











ee tg VK 0, 
1 VK cos VK @, ... cosVK On’ 
x 1 tg VK #, 
= 7 —_ — ’ 
\K cos \K #,... cosVK By 
a Ce oe ee ee 
: oe —)_ SVE Mn-1 
VK cos\K #, 
1 — 
= — +t K#,: 
ae e} 


und berechnen ds® in diesen neuen Koordinaten. 
Die @, variieren hier fiir K > 0 in den Intervallen 


(11. 6) < <n OS oe 


2VK ™ 2yK 
.Mathematische Annalen. 118. 44 
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und fir K < 0 von — & bis + ©. Den sphirischen Raum lassen wir augen- 
blicklich beiseite. 
Rechnet man (11. 4) mit Hilfe von (11.5) um, so findet man dhnlich 
wie in Nr. 3 
(11.7) ds* = dd? + cos* VK 0, d03 + --- + 
+ cos* VK; --- cos* VK 8,_1d 0%, 


wir gelangen also wieder zu unserer bekannten Metrik der Raume konstanter 
Kriimmung K. Eine direkte Nachpriifung von (11.7) durch (11. 5) ist rech- 
nerisch sehr schwierig. Es empfiehlt sich, hier direkt von den homogenen 
Koordinaten von Weierstra8 Gebrauch zu machen, wodurch zugleich der 
Sinn der Transformation (11.5) deutlicher hervorkommt. Wir bezeichnen?*) 
als homogene Koordinaten eines Punktes unseres Raumes die Zahlen mit 


(11.8) a+ aft. +084 Bt 


und setzen: 


(11. 9) i,a— (i = 1,2,..., n). 








Da nun (11.8) durch 


, . —- 
1 = yg VK b, 
Le = eo VK #@, sin VK #,, 
(11. 10) 


In = dan VK@, cos VK # ... sin VK @,, 
Zn+1 = cos VK 8, cos VK @, ... cos VK 8, 


befriedigt wird, so folgt daraus wegen (11.9) die Transformation (11.5) un- 
mittelbar. 


Ausgedriickt durch z, lautet nun die Metrik (11. 4) 
(11. 11) dst = daf+dx+.--+dai+ fp dary, 


und es ist jetzt mit Hilfe (11. 10) sehr leicht zu sehen, da$ ds? in den #, aus- 
gedriickt die Form (11.7) besitzt. Damit der Leser alles beisammen hat, 
seien hier kurz auch diese Rechnungen wiederholt. 


*%) Firn = 2,3 vgl.z. B. Cartan, |. c. 8. 164. Die Verallgemeinerung auf n Dimen- 
sionen ist trivial. 
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Zuerst folgt aus (11. 8), (11. 9) 








(11. 12) 1+K 3x! = 
eae 
Es wird also 
(11. 13) ds* = 22 (SX?) — K(SX,dX). 
1 1 
Nun ist mit Riicksicht auf (11. 12) 
(11. 14) K (ES X,dX,) = a3 .dans, 
1 
und man erhalt durch Einsetzen in (11. 13) mit Riicksicht auf (11. 9) 
(11. 15) x, aX; = In41 OX, — % OSn41- 
Somit wird 
Een 41 42, —2,d2,,,) 1 
’ dst — + — dx 
en ' n+l Ken ., unis 
also 
‘ 1 2dz,, = 1 
(11. 17) dst = Dias a 4 dz ,, _ —tt(D' a,d x; + K Zns1d ty 43) 


Da nun wegen (11. 8) die letzte Klammer Null ist, so folgt daraus (11. 11) 
unmittelbar. 
Im elliptischen Fall K > 0 nennen wir ahnlich wie fiir » = 2 den Bereich 


(11. 18) 





6, }= 1,2,..., 
-nE = < WE (¢= 1,2 n) 


den Fundamentalbereich des elliptischen Raumes und bezeichnen ihn mit G). 
Die Bewegungen, die uns hier interessieren, sind diejenigen Bewegungen 
des ejliptischen Raumes, die (1. 4) in sich iiberfiihren, und zwar ohne Rotation 
derselben um die X,-Achse. Solche Bewegungen werden durch 
a; = 2; (¢ = 1,2,...,.n—1)), 
(11. 19) Ln = Of, + O21, 
Tn = CLy_ + d2q41 
gegeben und man rechnet genau wie im ebenen Fall » = 2 um, daB dabei die 
#, (6 = 1,2,...,) folgende Transformation erleiden 
6; = 0; (¢ = 1,2,...,n—1), 
0,=0,+A4 
mit einem willkiirlichen Parameter A. 
Wir werden hier darauf nicht naher eingehen, zumal wir den Kérper & 
von vornherein innerhalb des Fundamentalbereiches G) annehmen werden. 
44* 


(11. 20) 








676 A. Dinghas. 
Fiir den sphirischen Fall 


(11. 21) a+aft+a2? = 7 (K > 0) 
setzen wir 
m= = sin VK #, 
= 7 cos VK 0, sin VK 82, 
Onn” © s+ mesathabanh tee’ Ab cambio 
In = 7 008 VE 0 cos VK 0, ... sin VK @,, 
In+1 = cos VK #, cos VK ®, ... cos VK @,. 
Wir kénnen dann als Fundamentalbereiche G) das Gebiet 
(1.9): —- ee & cae 6 wo 1 3....0-2, —-o SA <a 
2\VK 2VK VK VK 


annehmen. Durch Vervielfaltigung von G, nach der friiher erklarten Weise, 
’ d.h. durch Schiebung desselben um 9 (n=+1, +2,...), erhalt man die 


universelle Uberlagerungsfliche derm z, = + 7 Ze = Ty =... = Mqu1 = 0 
punktierten Kugel (11. 21). 


12. Problemstellung. Nach dieser Vorbereitung fiir den elliptischen Fall 
formulieren wir die schon in der Einleitung erwihnte Aufgabe. Diese lautet: 


Es sei im Cayleyschen Raum C,, mit der Metrik (11.4) die Fliche 


new 
(12. 1) Xi+ X34 -.-4+X2_,— xi tg’ Ea = SU" 
gegeben. Den durch die Ungleichung 

(12. 2) Xi4X$4...4X2,— Xttg' Kas SES 


definierten ,,zylindrischen“‘ Bereich bezeichnen wir mit G*. Es soll unter allen 
Rotationskorpern K, welche in G* einbeschrieben sind und die eine angegebene 
Oberfliche O besitzen, derjenige bestimmt werden, welcher das Maximum des 
eingeschlossenen Volumens V aufweist. 

Die eben gestellte Aufgabe ist nun in den homogenen WeierstraBschen 
Koordinaten 2, Z2,..., Z,,; mit folgender Aufgabe Aquivalent: 


Unter allen Rotationskérpern, welche im ,,Zylinder“ 


(12. 3) at +22 +... 422, < im VKa 


K 
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einbeschrieben sind und die eine vorgegebene Oberfliche O bestizen, soll derjenige 
bestimmt werden, der das Maximum des eingeschl en Gebietes aufweist. 


In dem Raum 9, der #,-Koordinaten hat dieselbe Aufgabe folgenden 
Wortlaut: 


Unter allen Rotationskérpern SR, welche im Fundamentalbereich des 
Raumes O,, mit der Metrik 


(12.4) ds* = ddt + cos* VK O,d8j + --- + 
+ cos” VK #,... cos” VK 0,_, 48? 





liegen und im Zylinder §, 

(12.5) cos? VKé, . oe VE O,-1 > =e 

einbeschrieben sind, soll bet vorgegebener Oberflache O derjenige Kérper bestimmt 
werden, der das Maximum des eingeschl en Volumens aufweist. 

Fiir K > Osind die Fundamentalbereiche des elliptischen bzw. spharischen 
Raumes angegeben worden. Alle Rotationskérper, die durch eine ,, Bewegung“ 
paralle] zu #, Platz in diesem finden kénnen, werden von unserem Stand- 
punkt als zulassige Korper betrachtet. Fir K < 0 umfa8St der Variabilitats- 
bereich der #, den ganzen euklidischen Raum R, und der Zylinder §, ist 
ein in ihm offener Zylinder. 

Fir K = 0, der hier immer als Grenzfall betrachtét werden muS, muB 
man in (12.4) cos? VKa bzw. die cos? VK8, durch 1 — sin? VKa bzw. 
1 — sin? VK, ersetzen und dann K gegen Null streben lassen. Man erhiilt 
an Stelle von (12.5) den gewéhnlichen Zylinder 








(12. 6) 0? + 62+---+8_,s0’, 


der immer in diesem Fall gemeint werden soll. 

‘Bevor wir jetzt zur Lésung der zuletzt gestellten Aufgabe iibergehen, 
schicken wir einiges iiber die Bestimmung des Volumens bzw. der Oberflache 
eines Rotationskérpers R in einem n-dimensionalen Riemannschen Raum 
konstanter Kriimmung voraus 


13. Uber das Volumen und die Oberfliche von Rotationskérpern in O,. Wir 
entwickeln in dieser Nummer die allgemeinen Formeln fiir den Inhalt und 
die Oberflaiche eines Rotationskérpers in elliptisch-spharischem bzw. hyper- 
bolischem Raum. Die entsprechenden Formeln fiir den euklidischen Raum 
kénnen dann leicht jurch Grenziibergang erhalten werden. 

Als Definition eines Rotationskérpers & in O, -wird folgende Definition 
zugrunde gelegt: Ein Kérper 8 wird Rotationskérper heifen, falls er bei allen 
Drehungen des betreffenden Raumes, welche eine nicht euklidische Gerade @ 
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invariant lassen, in sich tibergeht. Die Rotationen in O, werden durch 
lineare Transformationen der homogenen Koordinaten 


n+1 


(13.1) a = L yy Le (¢ = 1,2,...,"+ 1) 
1 


gekennzeichnet, welche die Form (11.8) und eime nichteuklidische Gerade 
invariant lassen?’). 

Im Falle des n-dimensionalen spharischen Raumes handelt es sich hierbei 
um Drehungea der Kugel 


(13. 2) ++ ta =E 
dic emen GroBkreis derselben invariant lassen. 
Nun wahlen wir das Koordinatensystem so, da die Rotationsachse mit 


der Parameterlinie #, iibereinstimmt, also die Gleichung 
(13. 3) ey Sa ae 


hat. Es wird noch ferner vorausgesetzt, daB die Oberfliche von & mit der 
Rotationsachse zwei und nur zwei verschiedene Punkte gemeinsam hat. In 
den #, kann dann die Oberfliche D von K durch die Gleichungen 

o, = 8, (0), 
cos VK #, cos VK #, ... cos VK #,,_, = cos VK u(t) (n => 0) 
dargestellt werden, wobei der Parameter ¢ von ¢, bis tg variiert. Es wird 
noch #,(t;) < 0,(t2) vorausgesetzt. 


Diese Darstellung ist eine unmittelbare Folgerung der Definitions- 
gleichung von & 


(K > 0), 


(13. 4) 


n-1 
(13.5) a, =2n(t), Zno1 = Ln4s (lt); po a? = r*(t) = 
1 


sin? VK u (¢) 
K , 
wenn man noch die Gleichung 
ati 1 *) 


2 2 
(13. 6) Tr +int yx 


beriicksichtigt. Die Bedeutung von \| K|u/(t) ist: foigende: 


Betrachtet man die Hyperebene #, = @,(t), so ist V\K\ « (t) der 
spharische Radius des Schnittes dieser GroBkugel mit dem Rotationskérper 8. 

Um jetzt & durch Rotation einer Kurve C zu erzeugen, betrachten wir 
jm dreidimensionalen Raum r, z,, %,41 





13.7 2 a 


27) Vgl. dariiber Cartan, |. c. 

**) Vgl. hier die Ausfihrungen von Erhard Schmidt in III, .8. 769. 

**) Im Falle des spharischen Raumes schreiben wir an Stelle von (13.7) 2n+1, 
¥ Kans 
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konstanter Kriimmung K die ,,Meridiankurve“ C, deren laufende Koordinaten 
durch 
(13. 8) r=1(t)20, m=), MHsr= Mart), (St St) 
dargestellt werden. Es wird im folgenden vorausgesetzt, daB C im Fundamental- 
bereich liegt. Wir schreiben nun y,, ye, ¥3 a0 Stelle von r, x,, Z,,; und erfiillen 
(13. 7) durch 

"1 = x sin VK u, 
(13. 9) Yo = =m Kusin VK», 
ys = cos VK ucos YK v. 
Auf C sind dann wu und v Funktionen von ¢t. Wir machen hier die Annahme, 
daB u’, v’ bis auf héchstens endlich viele Punkte bestimmt und stetig sind®). 
Nach Voraussetzung ist in t; St S te 
‘ae 


Das Bogenelement ds von C wird, wie man leicht nachrechnet, durch 


(13. 10) ds = Vu'z + cos? VK uv’? dt 
gegeben. 

Um nun die Entfernung ds* zweier benachbarter Punkte P, P’ auf der 
Oberflache D von K zu berechnen, versuchen wir, diese mit Hilfe von ds und 
dem Radius r des Schnittes (13.5), der P enthalt, auszudriicken. 

Wir behaupten: Es gilt 


(13. 11) ds** = ds + rdsi., 


wobei rds das Bogenelement von G, 





n—1 : 
(13. 12) Ddwat= = 
T 
darstellt. Zum Beweis fiihren wir auf Sp Polarkoordinaten 9, g2,..., Pn-2 
ein und beriicksichtigen noch die zwei letzten Gleichungen (13.9). Es wird 


Z, = rsin gy, 


Zo = 7 COS $1 81D go, 


(13. 13) In+1 = 1COS GY; COS Pe... SIN Pn_-2, 
1 , 
n =—=cos\VKusin\Kv, 
7 


Zn+1 = COS K u cos YK v. 


3°) An sich geniigt es, u,v totalstetig vorauszusetzen. 
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Es folgt dann aus (11. 11) 


‘ 1 
(13.14) ds*? = D> a+ K d22,, = Pdsi + dr + sin® VK vdu® + 
1 


+ cos? VK vdv, 
Beriicksichtigt man jetzt noch 


(13. 15) dr = cos VKudu, 


so folgt wegen (13. 10) die Behauptung (13. 11) unmittelbar. Nachdem (13. 11) 
bewiesen ist, so kann unmittelbar daraus geschlossen werden, daB das Ober- 
flichenelement dO von & durch 





ue a \a-2 
(13. 16) d0 = r-tdo,_,ds = (“= E*) de,-148 


gegeben wird. Hierin bedeutet dw, _, das Flachenelement der Einheits- 
kugel S,-1 


(13. 17) ai+ae+---+22_,=1. 


Daraus folgt durch Integration iiber die ganze Oberfliche D von & bzw. 
iiber die Kurve C 


(13. 18) 0 =(n—1)W,-1 {ety as, 


c 
wenn 


(n - 1) Wa-1 => { da@y-1 
die Gesamtoberfliche von G,,_, darstellt. 


Um nun das Volumen V von & auszurechnen, greifen wir auf die Dar- 
stellung (11.7) zuriick. Danach ist 


(13.19) V= | cost VK 0, cos"-2 VK 8, ... cos VK#,_,d0, = 6S 


erstreckt iiber das Innere von 8. 
Wir rechnen zuerst das Integral 


(13.20) J(u) = [cos VK 0, .. cost VKO,_1d 0, ...d P,-1, 


erstreckt auf die Mannigfaltigkeit 





(13. 21) wate, eo, ... oo oes a coe Vw 
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Dieses Integral habe ich in meiner in 1) zitierten Arbeit*!) fiir K = 1 gerechnet. 
Ich gebe hier einen ausfiihrlichen Beweis, der einheitlich fiir jedes K gilt. 
Dazu differenzieren wir J(u) nach u. Es wird 


(13.22) J(u) = | cos VK 0, ... 008 VE 0,140, ... 4%: 
erstreckt iiber das Gebiet 
(13. 23) cos VK #, ... cos VK 8,_; = cos VKu. 


Hiermit wird aber 
(13.24) J’ (u) = cos VKu j cos"—2 VK 8, -.. COS VK0,-.d0, 0.5 Wend 


= cos VKuJ, (u). 
Um J,(u) auszurechnen, setze man 


1 al 
= yr sn VK 4, 


Dl a “eee 
Ly = yx 008 VK O, sin VK 4, 


ITE nce, dich dereabeaie lian eA Saati Mice Shiaein beso 
Za-1 = iE cos VK #, cos VK #, ... sin VK 0,_,, 
y= cos VK 0, cos VK #... cos VK #,_,. . 
Es gilt dann 
(13. 26) Pas +P=us 


1 


und J,(u) ist gleich der Oberfliche der geoditischen Kugel 








y*® ., cos VK u 
(13. 27) in ane 
also nach bekannten Siatzen 32) 
sin VKu\"~? 
(13. 28) J(u) = (n — 1) Wy-1 ( z ) 
Hiermit wird 
. _ rz. (sin VKu\"~2 
(13. 29) J’ (u) = (u — 1) W,_1 cos Vu aS) 
und daraus durch Integration von 0 bis u wegen J(0) = 0 
:. sin VK u\"~! 
(13. 30) J(u) = Was ( TE ): 


1) ic. 8. 723. 
32) Vgl. z. B. Schmidt II, III, S. 219 bzw. 770. 
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Mithin ist mit Riicksicht auf (13.20), wenn man v an Stelle von #, 
schreibt, 








A n—1 
31 V = W,- sin VKw 
(13. 31) We { ("=e") ae 
Man kann hier auch s als Parameter einfiihren und hat dann 
. sin VKu -ldy 
(13. 32) V = We-1 { ( EF ) ids. 
c 


In allen diesen Formeln bedeutet W,,_, das Volumen der (m — 1)-dimen- 
sionalen Einheitskugel. 

Gleichwertige Formeln fiir O und V wurden unter Zugrundelegung einer 
anderen Metrik von Erhard Schmidt%*) bewiesen. Interessant ist an den 
beiden Formeln (13. 17) und (13. 32) zu bemerken, daB sie fiir K — 0 in die 
bekannten Formeln des gewéhnlichen euklidischen Raumes 


(13. 33) O = (n—1) Wai (ur? ds 
é 
bzw. } 
d 
(13. 34) v= War {wrt Se ds 
c 
iibergehen. 


14. Anwendung auf das isoperimetrische Problem im Raum. Wir wenden 
uns jetzt zur Lésung der in Nr. 12 gestellten isoperimetrischen Aufgabe: 


Es soll unter allen Rotationskérpern &, welche im Fundamentalbereich 
des Raumes ©,, konstanter Kriimmung mit der Metrik 
(14.1) ds* = dd? + cos* VK 0,d 0; + --- + cos* VK 0... cos’ VK#,,_,d8? 
liegen, im Zylinder §,*) 
(14.2) cos? VK, cos? es Pe cos? VK #1 > =“ 





einbeschrieben sind und eine vorgegebene Oberfliiche O bestizen, derjenige Korper 
bestimmt werden, welcher das Maximum des evngeschlossenen Inhalts aufweist. 
Damit die Aufgabe iiberhaupt lésbar ist, mu8 O die Ungleichung 


. sin VKu n-2 —_ 
(14. 3) 0 >2(n—1) Wa. | ( vz ) du=0 

0 
erfiillen und im Falle K > 0 noch einigen Ungleichungen nach oben geniigen, 
falls eine einfache Bedeckung von Gp durch die Extremalkérper gefordert 
wird. Wir werden darauf nochmals zuriickkommen. 





33) Vgl. z. B. Schmidt II, II, 8. 219 bzw. 774. 
%) Fir K = 0 im Zylinder (12. 5). 
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Mit Hilfe von (13. 17) und (13. 32) kann diese Aufgabe auf die in Nr. 12 
schon geléste Aufgabe zuriickgefiihrt werden, und zwar mit 








(14. 4) G = (arty as 
und ” 
(14. 5) J = (mee « ds. 


Cy 
Man braucht bloB die Rotationskurve C von Nr. 12 durch Spiegelung an der 
v-Linie (u = 0) zu erginzen, um dadurch eine einfache, geschlossene, in 


(14. 6) —asusa 


einbeschriebene und symmetrische Kurve ( zu erhalten. Nach den Aus- 
fiihrungen von Nr. 12 fallen die Extremalen C unseres Problems mit derjenigen 
der klassischen isoperimetrischen Aufgabe zusammen, und somit ist das 
riumliche Problem auf dasjenige der Ebene zuriickgefiihrt worden. Die hier 
auftretenden Extremalgebiete kénnen dann durch Rotation der Extremalen 
der klassischen, ebenen, isoperimetrischen Aufgabe erhalten werden. Die 
allgemeine isoperimetrische Gleichung fiir den Raum kann man aus (10. 13) 
erhalten, wenn man G, J durch (14. 4), (14. 5) ersetzt. 


Nun ist 
(14. 7) Wid =V, W,_1J, =V, 
und 
(14. 8) (n — 1)W,_1G = 0. (m = 1)W,, 1G, = O., 
es wird also, wenn man noch 
(14. 9) (wn — 1)W,_1R,(C, C,) = R,(C, C,) 
setzt, 
(14. 10) (n —1)(V — V,) = 0,(0 —0,) — 2, R,(C, C,). 


Das Restglied R,(C,C,) kann man auch in der Form 
(14. 11) R, (C, C,) = {sine dO 


schreiben. Die Zuordnung der Normalen » von & und der Normalen » von &, 
geschieht hier nach dem fiir » = 2 geschilderten Vorgang. 


Aus der (10. 13) entsprechenden isoperimetrischen Gleichung fiir ,,Kreis- 
Rechteck-Extremalen‘ erhalt man ebenfalls 


(14. 12) (n — 1) (V — V#) = o,(0 — O%) — 2 0, Ry (SK, R*). 
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Dabei wird der Extremalkérper vom ,,Kugel-Zylinder Typus“ durch 
Rotation einer ,,Kreis-Rechteck-Extremale“ C*¥ erzeugt. Fiir q = 0 fallen 
beide Gieichungen (14. 10), (14. 12) mit der Gleichung 


(14. 13) (mn — 1) (V — Vo) = g0(0 — Oo) — 2 ao R,(K, Ko) 


zusammen. 

In meiner vorhin zitierten Arbeit habe ich diese isoperimetrischen Glei- 
chungen, welche in Form von Ungleichungen (ohne die Restglieder) zuerst 
von Erhard Schmidt bewiesen wurden, auf anderem Wege abgeleitet und 
namentlich tiber den GauSschen Divergenzsatz. Der Weg war dort zwar 
komplizierter als der hier beschrittene, hatte jedoch den Vorteil, eine gréBere 
Klasse zulassiger Kérper zu umfassen. Da aber fiir das allgemeine isoperi- 
metrische Problem in Riemannschen Riumen konstanter Kriimmung die 
Einschrankung auf Rotationskérper geniigt, so ist die hier gemachte Ein- 
schrinkung fiir das allgemeine Problem nicht nachteilig. Die Zuriickfiihrung 
des allgemeinen Problems auf ein solches, in dem nur Rotationskérper zu- 
gelassen zu werden brauchen, kann, wie dies von Erhard Schmidt gezeigt 
wurde, mit Hilfe einer Erweiterung der Schwarzschen Abrundung durch- 
gefiihrt werden. 

Um nun den allgemeimen Satz aussprechen zu kénnen, bediirfen wir des 
Nachweises, dab 0, bzw. OF monotone Funktionen von y bzw. q sind. Fiir OF 
ist dies trivial und folgt aus der Forme] *5) 

1 VK a\"-2 _— 
(14. 14) OF = Oo-+ 2(n — 1) Wa-19 (aE) cos ) K a. 
Fiir 0, folgt dies aus (10. 16) unmittelbar. Man findet 


4%) 0 =8e- ne (ET —nhi- 
VK ) i—ze “o 
Somit ist bewiesen, daB fiir K <0 zu einem vorgegebenen O, das (14. 3) 
erfillt, eme und nur eine Extremalflache konstruiert werden kann. Das 
Maximum des eingeschlossenen Volumers (da das Restglied nur dann ver- 
schwindet, wenn & bis auf Parallelverschiebung mit einem &, bzw. einem RF 
iibereinstimmt) wird dann, wie aus (14.10), (14.12) folgt, nur fiir diese 
Extremalfliche erreicht. Die Art der Extremalflache wird nur durch O be- 
stimmt. 
Fiir K > 0 gelten dieselben Aussagen wie fiir K < 0 mit dem einzigen 
Unterschied, da der Fundamentalbereich beschrinkt ist, daS O nach oben 











%) Dinghas, 1. c. S. 722. 
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beschrinkt ist. Sollen hier nur K6rper zugelassen werden, die in Gp liegen, 
so mu8 fiir den elliptischen Fall 





see n-2 a 
(14.16) O <0)+2(n—1)Wy-1 (se = a) (Aire) cos VK a = 0, 


und fiir den sphirischen Fall 

(14.17) O < Op +2(n — 1) Was (4 — 20) (aire Prentice é 
* 0 n-1 VK VK ) = 

bleiben. Fiir 

ist der Extremalkérper ein solcher vom Kugel-Zylinder-Typus. Fiir 

(14. 19) 0* <0 <0, 


ist dieser vom linsenférmigen Typus. Beide Typen werden bestimmt durch die 
Gleichung 0, = O bzw. OF = 0. 

Wir fassen die Resultate dieser Nummer im folgenden Satz zusammen, 
deren Inhalt auf Erhard Schmidt zuriickgeht: 

Die zuletzt gestellte Aufgabe hat fiir 

° : Be .r-2 

14. 20 0 >2(n—1)W,_, | (U* = 0* 
(14. 20) > 2(n— 1) Waa | (EY a 


0 





eine und nur eine Lésung. Die gesuchten Extremalen sind vom linsenférmigen 
bew. Kugel-Zylinder-Typus, je nachdem O die Ungleichung 


(14. 21) 0*<0<0, 
oder 
(14. 22) 0, = O 


erfiillt. Fiir K > 0 mupB O auBerdem je nach dem Fall (14. 16) oder (14. 17) 
gentigen. 


Mit der Beantwortung der vorhin gestellten Aufgabe ist zugleich auch die 
in der Einleitung gestellte und mit dieser aquivalente Aufgabe unter Zu- 
grundelegung der Cayleyschen Metrik gelést. Wir verzichten hier auf die aus- 
fiihrliche Wiedergabe des Wortlautes der entsprechenden Sitze, da ja alles 
aus dem Fall » = 2 entnommen werden kann. Die gesuchten Extremai- 
flachen werden durch Rotation der linsenférmigen bzw. der Kreis-Rechteck- 
Extremalen um ihre Symmetrieachse X,, erzeugt. 

Was die Verallgemeinerung der Resultate von Nr.9 auf den Raum 
anbetrifft, so kann hier nichts Naheres gesagt werden. Eine isoperimetrische 
Ungleichung im Raum von der Form (9. 19) ist zur Zeit nicht bekannt und es 
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scheint, daB diese, falls sie existiert, fiir ungerades m eine transzendente 
und fiir gerades » eine algebraische Form besitzen mu8. Jedenfalls wire 
die Bedeutung solcher Verallgemeinerungsversuche fiir die vorliegende 
Arbeit nicht groB gewesen, da hier nur von Rotationskérpern die Rede 
gewesen ist. Es ist einleuchtend, da8 solche Ubertragungen nur im Zu- 
sammenhang mit einem Symmetrisierungsverfahren ein relatives Interesse 
beanspruchen kénnen. 
Als letzte Bemerkung méchte ich noch hinzufiigen, daB die in meiner 
vorhin erwahnten Arbeit bewiesene Ungleichung 
v= 
nWy 
z"-'dz 
(14. 23) VanwW, | yink = 
(welche dem Inhalt nach auf Erhard Schmidt zuriickgeht) fiir den spharischen, 
hyperbolischen und euklidischen Raum, sowie auch fiir den elliptischen Raum 
gilt, sobald die Ungleichung O < nW,, erfiillt ist. Das ist insbesondere fiir 
jeden KGérper der Fal], dessen Punkte alle im Endlichen liegen. 





(Eingegangen am 17. 4. 1942.) 








Uber die FlichenmaBe im Euklidischen Raum. 
Von 


Georg Nébeling in Erlangen. 


In einer kiirzlich erschienenen Arbeit!) haben wir gezeigt, daB die zahl- 
reichen bekannten eindimensionalen MaBe von Mengen des Euklidischen 
Raumes £,,, von einer einzigen Ausnahme abgesehen, fiir jedes Kontinuum K 
des £,, gleich einer und derselben Zahl L(K) S + o sind, die wir die Lange 
von K genannt haben. Ein entsprechender Satz fiir die zweidimensionalen 
Ma8e ist auch in bescheidenstem Umfange nicht richtig. So ist bereits bekannt, 
da8 1. die nach unten halbstetigen MaBe fiir Flachen im Raum von Lebesgue, 
Rad6é und Menger?), die in gewisser Hinsicht den Charakter innerer MaBe 
tragen, sogar fiir ebene Flichen kleinere Werte liefern kénnen als die iuBeren 
zweidimensionalen PunktmengenmaSe im Raum von Lebesgue?), Gro8%), 
Carathéodory) usw.*) und da8 2. die letzteren fiir nulldimensionale kom- 
pakte Mengen im allgemeinen auch untereinander verschieden sind. In dieser 
Arbeit wollen wir zeigen, daB die bekannteren duSeren zweidimensionalen Mafe 
sogar fiir Flichen im allgemeinen auch untereinander verschieden sind. 


1) Jahresbericht der DMV 52 (1942), S. 182— 160. 

*) H. Lebesgue, Intégrale, longueur, aire. Annali di Matematica (3) 7 (1902), 
8. 231—359; T. Radé6, Math. Annalen 100 (1928), S. 445—479; K. Menger, Ergebnisse 
eines math. Kolloquiums, Heft 2 (1932), 8. 10. 

3) W. GroB, Monatsh. f. Math. u. Phys. 29 (1918), S. 145—193; C. Carathéodory, 
Géttinger Nachrichten 1914, S. 404. 

*) Es sei F eine in einer Ebene des Raumes E, liegende Flache (topologisches Bild 
einer abgeschlossenen Kreisscheibe), fiir welche die Randkurve R einen positiven 
ebenen Lebesgueschen Inhalt m'*)R hat; es sei F das Innere von F. Dann ist das 
Lebesguesche Flachenma8 x, (F) = mF, also <m'F [GroB*)]. Man kann 
iibrigens F erweitern zu einer Flache G C E,,sodaB F C G gilt (also auch R zum Rand 
von G fremd ist) und G — F Summe abzahlbar vieler Dreiecke D, ist; man konstruiert G 
etwa so, daB G — F sich schlicht in F projiziert und R eine ,,Riickkehrkante“ ist, also 
die nahe bei R liegenden Dreiecke D; sehr flach liegen. Ist m die Inhaltssumme der 
Dreiecke D,, so ist uw, (G)= m+ mF. Die Riickkehrkante R der Flache G wird 
also durch «, nicht mitgemessen. 











G. Nébeling. 


§ 1. 
Ein allgemeiner Satz iiber zweidimensionale Ma8funktionen. 
Wir beweisen zuniichst folgenden Satz. 


Satz 1. Jede kompakte nulldimensionale®) Menge P des Eg ist enthalten 
in einer Flaiche F des Es derart, daB F — P Summe abzdhibar vieler Dreiecke 
ist®), deren elementargeometrische Flacheninhalte eine endliche Summe haben. 


Hierbei kann man unter einer Flache nach Belieben das topologische Bild 
der offenen oder abgeschlossenen Kreisscheibe oder der Kugelfliche verstehen. 


Beweis. Wir setzen 1; = 1 und bezeichnen mit W,, einen offenen, 
P enthaltenden Wiirfel des Z;. Dann ist fiir k = 1 die folgende Induktions- 
voraussetzung erfiillt: 

a) P ist iiberdeckt durch endlich aaa offene und zusammenhangende 
4, ‘Mit Durchmessern <-———; die abgeschlossenen Hiillen 
W,,...s, Sind paarweise fremd und aie eceubiiniais B(W,,...,,) sind 
Summen endlich vieler Dreiecke. 

Nach dem Borelschen Uberdeckungssatz kénnen wir P iiberdecken durch 
endlich viele offene Mengen U,, Uz,..., U,, deren Begrenzungen B(U,) 
zu P fremd, deren abgeschlossene Hiillenin 2 W, ...,, enthalten und deren 


an, OS 
Durchmesser d(U,) < + sind. Dieselben Eigenschaften haben dann auch die 
Mengen V, = U,, Vz = Uz — Nj, ..., Vi = Ui, — (U1 + --- + U,_}), die 
auBerdem paarweise fremd sind. Es seien Vj, Vj,..., V, die (nach dem 
Borelschen Uberdeckungssatz endlich vielen) zu P nicht fremden Komponenten 
der Mengen V,, V2,..., V,;. Diese Mengen V; haben die genannten Eigen- 
schaften der Mengen U, und V,, sind aber auBerdem zusammenhingend. 
SchlieBlich sei V; eine zusammenhingende, offene Summe endlich vieler 
Wiirfel, welche den Durchschnitt P - V, tiberdeckt und deren abgeschlossene 
Hiille in V; enthalten ist : eine solche Summe existiert auf Grund des Borelschen 
Uberdeckungssatzes und der Tateache, daB V/ zusammenhingend und der 
Durchschnitt P - V; wegen P - B(V;) = 0 kompakt ist. Wir bezeichnen nun 
die in W, ...,, enthaltenen unter den Mengen V;, in irgendeiner Reihenfolge 


mit W, ...:,4,, (+1 = 1,2,...). Dann erfiillen die Mengen W, 


tys* ip tpay? 


Mengen W, .. 


5) Eine Menge P des EZ, hei8t kompakt, wenn sie beschrinkt und abgeschlossen ist. 
Sie hei®t nulldimensional, wenn jeder Punkt von P enthalten ist in beliebig kleinen 
Umgebungen U, deren Begrenzungen B(U) zu P fremd sind (vgl. K. Menger, Dimen- 
sionstheorie, Leipzig 1928). 

*) Und zwar bilden diese Dreiecke eine Triangulierung von F — P im Sinne der 
Topologie. 
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da sic mit den Mengen V; identisch sind, die Bedingungen a) mit k + 1 
statt k, und auBerdem gilt: 

b) W,,.--tateas CS Wi. .t 

Wir kénnen also a) und b) fiir jedes natiirliche k als erfiillt annehmen. 


Nun sei weiter T’ eine zum P enthaltenden, offenen Wiirfel W, fremde 
Tetraederfliche, deren Durchschnitt mit der Begrenzung B(W,) von W,, 


em Dreieck D, mit einem Flacheninhalt < = ist; das Innere dieses Dreiecks 


bezeichnen wir mit D, oder mit Z,,. Zu jeder Menge W, . — wir 


“* i, 
in D,, ein offenes Dreieck D,,...,, mit einem Drebeaeadee <r o j derart, 


daB je zwei dieser Dreiecke mit gleich vielen Indizes einen positiven Abstand 
haben und so, da8 auBerdem D,. +++ tp tpg © Diy-+ +4, 18st. — SchlieBlich sei Q 
die Menge aller Punkte von 7, die in unendlich vielen Dreiecken D, .... ;, liegen; 
also Q = De Dini 


Wir beginnen jetzt die Konstruktion der gesuchten, P enthaltenden 
Flaiche F, und zwar konstruieren wir F als topologisches Bild ¢ (7') der Tetraeder- 
fliche T. Diese Abbildung ¢ wird Schritt fiir Schritt auf den Mengen Q, 
T — D', D' — D*, D? — DS, ... konstruiert, die paarweise fremd sind und 
deren Summe gleich T ist; dabei bedeutet D* die Summe_ 2. D,,...4, aller 
Dreiecke mit k Indizes. 

Jeder Punkt q von Q kann auf genau eine Art als Durchschnitt von Drei- 
ecken D,,...,, dargestellt werden: (g) = D ty te" Day te tg? Diesem 
Punkt g ordnen wir den Punkt p der nulldimensionalen Menge P mit 
(p) = W, - Wat ‘W,. «i, --- als Bild t(g) zu. Aus den Eigenschaften a) 
und b) der W,,...,, und den entsprechenden Eigenschaften der Dreiecke 

;, folgt unmittelbar, daB die Abbildung ¢ von Q auf P topologisch ist. 


Auf T — D! setzen wis t gleich der identischen Abbildung. 


Zu jeder der endlich vielen Mengen W, ,, mit zwei Indizes wahlen wir 
eine Menge O, ,, mit folgenden Eigenschaften: 1. 0, ,, ist homéomorph zvm 
Zylinder 2? + y2=1, 0S2<1 und Summe endlich vieler Dreiecke; 
2. O, ,,7) ist in W, —2 W,, ,, enthalten; 3. die eine Randkurve Rj ,, von 

"2 


iy tg 42 

O,, ;, ist die Begrenzung eines offenen Dreiecks E;, ,, C E,,, die andere Rand- 
kurve R, ,, ist die Begrenzung eines offenen Dreiecks £,, ,, © B(W,, ,,); 
ist 


4. ie zwei Mengen 0, ,, sind fremd; 5. die Gesamtoberflache aller 0,, ,, 


gz» die aller Z,,,, ist < =: . — Diese Mengen O, ,, sind also sehr diinne, 


2 ipa 


7) Allgemein bezeichnen wir mit M die Menge der inneren Punkte von ¥; in 
diesem Fall also die nicht auf den Randkurven liegenden Punkte von O, 
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i, t2° 
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paarweise fremde Schliuche, welche in W,, —2 W,,,, verlaufen und das 


Dreieck D, mit den Oberflichen B(W,, ,.) von W, ,, verbinden. — Wir bilden 
nun D! — D® topologisch auf die Menge (E,, — 2 E,, ,,) + 2 O,, ,, ab derart, 


da8 diese Abbildung ¢ sich stetig anschlieBt an die bereits auf J — D! de- 
finierte Abbildung ¢ und so da8 auBerdem der Rand von D, ,, auf den Rand 
R,, ;, von O,, ;, abgebildet wird. Das Bild ¢(7 — D*) ist Summe endlich vieler 
Dreiecke und hat einen elementargeometrischen Flicheninhalt < }, da £,, 


und J 0, ;, Flicheninhalte < 3 haben. 


Analog definiert man t auf D? — D%, indem man aus jedem Dreieck £;, ,, 


kleine dreieckige Lécher E/ ,, ,, herausschneidet und an jedes dieser Locher 


einen diinnen Schlauch 0,, ,, ,, ansetzt, dessen zweites Ende der Rand eines 
Dreiecks E, ,, ,, in der Begrenzung B(W, ,, ;,) ist; dabei sollen diese Schlauche 


paarweise fremd sein, es soll O, ,, ,, in W;, ,, — W,,. ;, ¢, enthalten sein und 
Mal 
<@ 


die Flaicheninhalte aller O, ,,;, sollen zusammen die aller Dreiecke 


E,, ;,¢, 7sammen < as sein. Nun wird ¢ auf D? — D® stetig fortgesetzt, indem 
D* — D8 topologisch auf die Menge (2 £, ,, — LE,,,, ;,) + 20 ab- 


gebildet wird, die einen Flacheninhalt < + hat, da die Mengen  £, ,, und 


"112 


ty tg tg 1; tg tg 


20,, ,,:, Flacheninhalte < a haben. 


Durch Fortsetzung dieses Verfahrens wird ¢ auf jeder Menge D* — D**! 
und damit auf ganz T definiert. Der stetige Anschlu8 an die bereits auf Q 
definierte Abbildung ¢ wird dadurch gewihrleistet, daB jeder Schlauch 0, ...;, 
in W,, . .., enthalten ist. Die Eineindeutigkeit von ¢ ergibt sich daraus, daB t 
auf Q, J’ — D' und jedem D* — D‘*' topologisch ist, die Bilder dieser Mengen 
in P, E; — W und W‘ — W‘*? enthalten und diese Mengen paarweise 
fremd sind (W* ist dabei die Summe aller Mengen W,,...,, mit k Indizes). 
Also ist ¢(T’) eine P enthaltende, einfach zusammenhingende Flache F. Die 
Menge F — P ist Summe von abzahlbar vielen Dreiecken wegen F — P 

=(T+20,..4,+28,...,) — 2 &,...q%,,- Die Inhaltssumme 


dieser Dreiecke ist endlich, da der Flicheninhalt von t(D* — D***) < i ist 
und auch 7 — D! einen endlichen Flacheninhalt hat. 


F erfiillt also alle Behauptungen des Satzes 1. LaSt man aus F ein zu P 
fremdes abgeschlossenes oder offenes Dreieck weg, so erhilt man eine P ent- 
haltende Flache, die zur offenen bzw. abgeschlossenen Kreisscheibe homéo- 
morph ist und ebenfalls den Behauptungen des Satzes 1 geniigt. Satz 1 ist 
also vollstandig bewiesen. 
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Satz 2. (Hauptsatz). Es seten 1, und 2 zweidimensionale MaBfunktionen®) 
im E,. Es existiere im Ey eine kompakte, nulidimensionale Menge P, fiir welche 
fy (P) < we(P) ist. Dann existrert im E eine Flache F, fiir welche u,(F) < (PF) 
ist [dabei ist auch 2(F) << ©, wenn ps(P) < @ ist]. 

Beweis. Wir legen durch P eine Flaiche F im Sinne des Satzes 1. Da 
F — P eine Summe von Dreiecken mit einer endlichen Inhaltssumme ist 
und fiir jedes dieser Dreiecke die MaBe , und 2 mit seinem elementar- 
geometrischen Inhalt iibereinstimmen, ist ,(F —P) = ue(F —P) < @. 
Hieraus und aus “4,(P) < ue(P) folgt die Behauptung. 


§ 2. 
Die betrachteten iuBeren zweidimensionalen MaBe, 
A. Projektionsmape. 


I. O. Janzen®) definiert ein zweidimensionales Ma8 folgendermaSen. 
Ks seien feste rechtwinklige Koordinaten 2, 22, 23 im Hz gegeben. Fiir jedes 
natiirliche k ist der EZ; Summe der paarweise fremden, halboffenen Wiirfel 
(z, — 1)/2* < x, < z,/2* (¢ = 1, 2,3), wobei die 2, z,, zg unabhingig von- 
einander alle Zahlen 0, + 1, + 2,... durchlaufen. Diese Wiirfel bezeichnen 
wir in irgendeiner Reihenfolge miit W;, Wz,.... Es sei nun M eine Menge 
des Z;. Dann bezeichnen wir mit M;; die Projektion des Durchschnitts 
M; = W;-M auf die drei Koordinatenebenen z, = 0 (j = 1, 2,3), mit 
m” Mi‘, das iuBere Lebesguesche Ma8 von M;, und setzen 





T,(M) = E Vm Mi)? + (m™ Mi)? + (om Mi). 
i=1 


Da die Wiirfel W{,, aus den Wiirfeln W{ durch Unterteilung hervorgehen, 
gilt 7,(M) s T,,,(M). Mithin existiert lim 7,(M) = w,(M) Ss @. 

II. W. GroB) projiziert die Menge M, auf eine beliebige Ebene £ 
des E; und bestimmt das aiuBere Lebesguesche MaB dieser Projektion. Es sei 


8) Eine zweidimensionale MaBfunktion ;«(/) des 2, ist durch folgende fiinf Eigen- 
schaften gekennzeichnet (vgl. C. Carathéodory, Vorlesungen tiber reelle Funktionen 
Leipzig 1918, S. 238): I. Die Zahl »«(M), die jeder beliebigen Punktmenge M des E£, 
zugeordnet wird, ist entweder Null, oder endlich und positiv, oder gleich + 0c, Es 
gibt Punktmengen, fiir welche diese Zah] > 0 und endlich ist; fiir die leere Menge ist 
sie gleich Null. Il. Fir eine Teilmenge N von M ist stets »(N) < (M). III. Ist V 
die Vereinigungsmenge einer Folge von endlich oder abzaéhlbar unendlich vielen Punkt- 
mengen M,, M,,..., 80 ist stets n(V) S «(M,) + »(M,) +--+. IV. Sind M und VY 
zwei Punktmengen, deren Entfernung 6 > 0 ist, so ist stets «(M+ N) = n(M) + 
+ (N). V. Fir eine Dreiecksfliche D ist (D) gleich dem elementargeometrischen 
Inhalt. P 

*) ,,Uber einige stetige Kurven, itiber Bogenlange, linearen Inhalt und Flachen- 
inhalt“, Inaugural-Dissertation, Kénigsberg 1907. 

%) A. a. 0.5), S. 156. 


45* 
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G (Mj) die obere Grenze dieser MaBe fiir alle Ebenen Z. Setzt man 
S,(M) = 24 (M;), so gilt 8,(M) < S,.,(M). Also existiert lim 8,(M) 


= yeg(M). — Ubrigens ist ue(M) die kleinste MaBfunktion u(M), welche 
den Axiomen I—IV von C. Carathéodory*) und auBerdem der folgenden 
Forderung geniigt: «(M) isc nicht kleiner als das aiuBere Lebesguesche MaB 
m) My der Projektion Mz von M in eine beliebige Ebene E£. 


B. Uberdeckungsmape. 


Ill. C. Carathéodory"™) iiberdeckt die gegebene Menge M des Ey durch 
endlich oder abzihibar unendlich viele konvexe Mengen K,, Ky,...: mit 
Durchmessern < 0(o > 0). Es sei d(K,) der zweidimensionale Durch- 
messer von K,, d.h. die obere Grenze der Lebesgueschen Inhalte der Pro- 
jektionen von K;, in alle Ebenen Z. Ist nun A, die untere Grenze der Summen 
d”)(K,) + d(K,) +--+ fiir alle Uberdeckungen der genannten Art, so 
existiert lim 4, = uc(M). 

eo - 


IV. F. Hausdorff?) verfahrt genau so, |48t aber fiir die K; nur Kugeln 
zu. Das so entstehende MaB heiBe py (M). 


C. Ein integralgeometrisches Maf. 


V. J. Favard!3) bezeichnet, auf M.W. Crofton und H. Lebesgue fuBend, 
fiir eine beliebige Gerade © des EZ; mit m = m(G) S © die Anzahl der Punkte 


des Durchschhitts M+ und fihrt die Zahl yp(M) = — | mG als awei- 
dimensionales Ma8 von M ein, wobei 6 die Geradendichte!) im Zz ist. 


D. Axiomatische Mafe. 


VI. A. Kolmogoroff") nennt eine nicht negative Mengenfunktion ux (A), 
welche fiir alle Suslinschen Mengen A definiert ist, ein zweidimensionales MaB, 
wenn folgende Axiome erfiillt sind: a) ist A in der Summe der endlich oder 
abzahlbar unendlich vielen Mengen A,, Ag,... enthalten, so gilt u,(A) 


11) Gédttinger Nachrichten 1914, S. 404. 

12) Math. Annalen 79 (1919), 8. 163. 

18) C. R. Acad. Sci., Paris 194 (1932), S. 344. 

4) Vgl. z. B. W. Blaschke, Vorlesungen iiber Integralgeometrie, 2. Heft, 1937, 
8. 66. 

16) Math. Annalen 107 (1933), 8.351. Zur Definition der analytischen oder 
Suslinschen Mengen vg). z. B. F. Hausdorff, Mengenlehre, 1927. Hier mége die Be- 
merkung geniigen, daB jede Borelsche Menge, insbesondere also jede abgeschlossene 
Menge des EZ, analytisch ist. Eine Abbildung hei®t dehnungslos, wenn der Abstand 
je zweier Punkte der Urbildmenge gréBer oder gleich dem Abstand der Bildpunkte ist. 
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S pg (A) + wx(Az) + --*; +b) sind die endlich oder abzahlbar unendlich 
vielen Teilmengen A,, Ag,... von A paarweise fremd, so gilt ug(A,) + 
+ ptx(Ag) + -+- S ug(A); ©) ist A’ ein dehnungsloses Bild von A, so ist 
ugx(A’) S ux (A); d) fiir das Einheitsquadrat Q ist ug(Q) = 1. 


§ 3. 
Flichen mit nicht zusammenfallenden MaB8en. 

Satz 3. Es gibt im Es eine Fliche F, fir welche u,(F) < (FP) ist. 

Beweis. Im Einheitsintervall 0 < 2, < 1 der z,-Achse wahlen wir je 
ein Cantorsches Diskontinuum D, (i = 1,2), in der z3-Achse ein Dis- 
kontinuum Ds mit positivem linearem Lebesgueschem Inhalt m D,. Es sei P 
die perfekte, nulldimensionale Menge aller Punkte (2,, z2, 73) des Ey mit 
xz, €D,; (¢ = 1, 2,3). Da das Cantorsche Diskontinuum einen verschwin- 
denden linearen Lebesgueschen Inhalt hat, hat die Projektion von P auf jede 
der drei Ebenen 2, = 0 (i = 1, 2,3) den ebenen Lebesgueschen Inhalt Null. 
Also ist «,(P) = 0. Hingegen ist die Projektion von P auf die Ebene x, = 22 
identisch mit der Menge aller Punkte (x, 2, 23) des Eg, fiir welche (x, £2) 
in der Diagonalen x, = zg, 0 S a S 1 (¢ = 1, 2) und zy in Ds liegt; diese 
Projektion hat also den ebenen Lebesgueschen Inhalt ¥2 mD, > 0. Mithin 
ist «e(P) > 0. Aus der damit bewiesenen Ungleichung u,(P) < “,(P) 
folgt jetzt die Behauptung des Satzes 3 mit Hilfe-von Satz 2. 


Satz4. Es gibt im Ey eine Flache F, fiir welche die Ungleichungen u,(F) 
< u,(F) und wp(F) < jug(P) bestehen. 


Beweis. Wir konstruieren!*) in der 2, 2_-Ebene EZ, des HE; zunichst 
eine kompakte, nulldimensionale Menge Q mit folgenden Eigenschaften: 
a) die Projektion von Q in die z,-Achse hat einen positiven linearen Lebesgue- 
schen Inhalt; b) die Projektion von Q in jede zur z,-Achse nicht parallele 
Gerade C Ey ist eine lineare Lebesguesche Nullmenge. 

Es sei Q, das Einheitsquadrat 0 < 2, <1, 0 < a <1. Wir nennen 
ein in Q, enthaltenes, abgeschlossenes Parallelogramm regular, wenn zwei 
seiner Seiten zur Z-Achse parallel sind; nur diese beiden Seiten sollen fortan 
Seiten heiBen; die beiden anderen wollen wir Basen nennen. Eine Summe S 
endlich vieler regulirer Parallelogramme mége ausgezeichnet heiBen, wenn 
jede Gerade z,; = c mit 0 S ¢ S 1 entweder mit genau einem Parallelogramm 
von S einen nichtleeren Durchschnitt hat oder von genau zwei Parallelogrammen 
je eine Seite enthilt. 


18) Die Konstruktion ist eine Nachbildung der Konstruktion von S. Saks'’). 
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Es sei S eine ausgezeichnete Parallelogrammsumme und G eine Gerade 
der E, durch den Ursprung, die mit der 2,-Achse einen Winkel w > ~ ein- 


schlieBt (nm eine natiirliche Zahl = 2). Dann laBt sich eine ausgezeichnete 
Parallelogrammsumme S’ mit folgenden Eigenschaften angeben: c) S’ c 8; 
d) die Basen von S’ sind senkrecht zu G; e) die Seiten von S’ haben eine Langen- 


1 ; : 
summe <—* — (Zur Konstruktion von S’ verwende man etwa folgende 


Bemerkung: In jedem Parallelogramm von S kann man die Seiten verbinden 
durch einen in diesem Parallelogramm enthaltenen Streckenzug, dessen 
Strecken zu @ oder zur z,-Achse senkrecht sind.) 

Wir behaupten nun: f) Ist H eine Gerade der Zz, die mit G einen Winkel 


— = einschlieBt, so hat die Projektion S,, von S’ in H einen linearen Inhalt 


< = Zam Beweis schitzen wir zunichst die Langensumme / der Basen 
von S’ nach oben ab. Die Basen bilden mit der 2,-Achse den Winkel 
3 —ws a — =; ihre Projektionen in die z,-Achse iiberdecken das Einheits- 
intervall bis auf endlich viele Punkte genau zweifach, da S’ ausgezeichnet ist; 
also ist 1+ sin = < 2, woraus wegen sin = => - die Ungleichung | = in 
folgt. Da nun die Basen mit H einen Winkel = > — a bilden, hat die 


4n 2 


Projektion der Basen in H einen Inhalt < 1 - sin = =--'°s= Ae Wegen 
n a n n 


e) hat die Projektion der Seiten von S’ in H einen Inhalt < =: Also hat 8, 


einen Inhalt < 4 ++ = =. wie behauptet. 
n n n 


Das Einheitsquadrat Q, ist eine ausgezeichnete Parallelogrammsumme. 
Angenommen, es wire bereits eine ausgezeichnete Parallelogrammsumme Q,, _ ; 


definiert. Es sei nun G‘ die Gerade z, = 2, - tg <7, wobei m = n+ ¢ ist 
mit « = 0,1,..., (» —2)-m. Diese Geraden bilden mit der 2,-Achse 
Winkel = = und zu je zwei aufeinanderfolgenden den Winkel — Wir 
wihlen nun gemi8 c) bis e) zu S = Q,_, und G = G@® eine ausgezeichnete 
Parallelogrammsumme S’ = Q°; sodann zu S = Q° und G = G@} eine aus- 
gezeichnete Parallelogrammsumme S’ = Q; usw. Dann gilt, wenn wir noch 
Q"-9" = Q, setzen, Q,_; >Q°>Q}>--->Q,. Wegen f) folgt hieraus: 
g) Ist H eine Gerade, die mit der z,-Achse einen Winkel = = einschlieBt, 


so hat die Projektion von Q, in H einen Inhalt < —- 


Der Durchschnitt Q = J] Q, ist die gesuchte kompakte Menge. Da die 
n=1 
Parallelogrammsummen Q, ausgezeichnet sind, ist die Projektion von Q 
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in die z,-Achse das Einheitsintervall und wegen g) ist die Projektion von Q 
in jede zur z,-Achse nicht parallele Gerade der EZ, eine lineare Nullmenge; 
aus dem letzteren folgt noch, daB die Projektionen auf die Geraden z, = + 2 
nulldimensional sind und hieraus, da8 jeder Punkt von Q in beliebig kleinen 
Rechtecken mit zu Q fremden Begrenzungen enthalten, also Q nulldimen- 
sional ist. 

Nun sei Z ein Diskontinuum der z3-Achse mit positivem linearem Inhalt 
und P die Menge aller Punkte (2,, z,, zs) des Es, fiir welche (x, x) in Q 
und 2; in Z liegt. Dann ist P eine kompakte, nulldimensionale Menge. Wir 
behaupten: h) Die Projektion von P in die Koordinatenebene zz = 0 hat 
einen positiven ebenen Lebesgueschen Inhalt; i) die Projektion von P in 
jede zur 2,-Achse nicht parallele Ebene EZ des Es ist eine ebene Nullmenge. 

h) folgt unmittelbar aus a) und mL > 0. i) ergibt sich so: Es sei H 
die Schnittgerade der Ebene Z mit der z,2,-Ebene und P, die Projektion 
von P in £. Dann ist die Projektion P,,, von P,,in H identisch mit der 
Projektion Q,, von Q in H, also P,,, wegen b) eine lineare und daher P, 
eine ebene Nullmenge. 

Aus h) folgt: 4,(P) > 0 und we(P) > 0. Hingegen folgt aus i) die 
Gleichung u,(P) = 0. Denn jeder Geraden © des Es sei zugeordnet'die zu © 
senkrechte Ebene E durch den Ursprung 0. Ist nun ¢ das Flichenelement 
des sphirischen Bildes der Normalen dieser Ebenen E and 8,82 die Punkt- 
dichte in E, so ist die Geradendichte © = 8,824). Da die zur 2,-Achse 
parallelen Ebenen eine Nullmenge bilden, folgt hiernach aus i): J miss = 0 
fiir jede Ebene # durch 0 auBer den Ebenen einer Nullmenge. Also ist 


ue(P) = | mG == | ({ mira) @ =o. 


Aus 4;(P) > 0, Ug (P) > 0 und u,(P) = 0 folgt jetzt die Behauptung 
des Satzes 4 mit Hilfe des Satzes 2. 


Anmerkung. Aus a) fiir den linearen Fall und aus h) fiir den zwei- 
dimensionalen Fall ergibt sich: Das Favardsche MaB einer Menge kann kleiner 
sein als das (Lebesguesche) Ma8 der Projektion der Menge in eine Gerade 
bzw. eine Ebene. 


Satz 5. Es gibt im Ey eine Fliche F, fiir welche die (zusammenfallenden) 
Mafe u,;(F), ug(F) und u,(F) klein - sind als die Mafe u,(F), uy(F) und 
alle Mage u,(F). 


Beweis. 8S. Saks!7) hat eine im Kreisring 1 < 27 + 2 <'2 der 2, 2¢- 


Ebene enthaltene perfekte Menge Q mit folgenden Eigenschaften angegeben: 
a) Die Projektion von Q auf jede Gerade ist eine lineare Lebesguesche Null- 


7) Fund. Math. 9 (1927), S. 16—24. 
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menge; b) jede Halbgerade vom Ursprung aus hat mit Q einen nichtleeren 
Durchschnitt. 


Die Menge Q ist nulldimensional; denn aus a) folgt, daB jeder Punkt 
‘von Q enthalten ist in beliebig kleinen, offenen Rechtecken, deren Seiten 
(etwa zu den Achsen parallel und) zu Q fremd sind. 

Es sei nun R die Menge aller Punkte (z,, x2, 23) des Es, fiir welche der 
Punkt (2, 2) in Q liegt und fiir welche 0 < zz, < 1 ist. Wir behaupten: 
c) Die Projektion R, von R auf eine beliebige Ebene E des EZ; ist eine ebene 
Lebesguesche Nullmenge. Ist HE zur z,2,-Ebene parallel, so ist R, zu Q 
kongruent, also nach a) eine ebene Nullmenge. Es sei nun £ nicht zur 2, Z- 
Ebene parallel. Dann projizieren sich die zur z3-Achse parallelen Strecken 
von R in (parallele) Strecken von Z, die zur Schnittgeraden H von E mit der 
©, Z_-Ebene senkrecht sind. Also ist Ry, =Q,. Nach a) ist Q,, eine lineare 
Nullmenge, also R, eine ebene Nullmenge. Damit ist c) bewiesen. 


Aus c) folgen unmittelbar die beiden ersten der folgenden Gleichungen: 
d) u,(R) = 0, u,(R) = 0, u,(R) = 0. Die dritte ergibt sich analog wie 
auf 8.695. Damit ist d) bewiesen. 

Nun sei Z eine perfekte, nulldimensionale Teilmenge der Strecke 
0 S 23 1 der 2s-Achse mit positivem linearem Lebesgueschem Inhalt: 
mI > 0. Mit P bezeichnen wir die perfekte Menge aller Punkte 
(2, 2, Zg) des Eg, fiir welche der Punkt (z,, zg) in Q und 2; in L liegt. Diese 
‘Menge P ist nulldimensional; denn wie oben bewiesen, ist jeder Punkt von Q 
in beliebig kleinen Rechtecken mit zu Q fremden Begrenzungen enthalten; 
also ist jeder Punkt von P in beliebig kleinen Quadern mit zu P fremden 
Begrenzungen enthalten. 


Wegen P c R folgt aus d): 
(1) fa(P) = we(P) = up(P) = 0. 
Wir behaupten weiter die Ungleichungen 


(2) uc(P)> 0, ug(P)>0, pwx(P)> 0. 


Zum Beweis der ersten Ungleichung betrachten wir fiir eine beliebige offene 
oder abgeschlossene Strecke S der z3-Achse mit der Lange s die Menge R* 
aller Punkte (x, 22, 23) des E, fiir welche (x,, x2) in Q und 2; in S liegt. 
Wir behaupten zunichst: uo(RS) > 0. Uberdecken die zu Q nicht fremden, 
konvexen, ebenen Mengen M,,...,.M, mit Durchmessern d,,...,d, < } 
die Menge Q, so iiberdecken ihre Zentralprojektionen M; von (0,0) aus auf 
die Kreislinie Z = [xj + 23 = }] diese Kreislinie vollstandig. Da die M, 
auBerhalb von Z liegen, ist der Durchmesser d, von M, nicht kleiner als die 
Lange des Kreisbogens M,. Also ist d, + --- +d, nicht kleiner als die 
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Lange von Z, d.h. d, + --- +d, 22. Dann haben die Orthogonalprojek- 
tionen der M,,...,M, auf die x,- oder die z,-Achse eine Lingensumme 
> /V2. Nun sei RS iiberdeckt durch endlich viele konvexe, offene Mengen 
K,, ..., K, mit Durchmessern < }. Die Durchschnitte K,(z3) der Mengen K, 
mit der zur 2; Z-Ebene parallelen Ebene Z durch den Punkt 23 der Strecke S 
sind konvexe ebene Mengen, welcie den zu Q kongruenten Durchschnitt RS - E 
iiberdecken. Also haben die Projektionen der K,(zg) in die 2,- oder die 
ae-Achse eine Durchmessersumme = x/V2. Dies gilt fiir jedes zs aus S. Also 
haben die Projektionen der K;, in die 2, 23- oder die %22%3-Ebene eine Inhalts- 
summe > sx/2 V2. Um so mehr haben die zweidimensionalen Durchmesser 
der K, eine Summe 2 s 2/2 V2. Daher ist auch yo(RS) > s 2/2 V2, also 
uo(RS) > 0, wie behauptet. Natiirlich ist uo(R%) proportional zu s, etwa 
uc(RS) = a-s mit a + 0. Da die Menge L der z3-Achse aus dem Einheits- 
intervall der zs-Achse hervorgeht durch Tilgung abzahlbar vieler offener 
Intervalle S,,S,,..., deren Langensumme s, + s,+--- <1 ist, so ist 
= R—(R* + RP + ---). Alsoist ue(P) = a-(1 — (8; + 82 +--+) > 0. 
Aus der hiermit bewiesenen Ungleichung uo(P) > 0 folgt die Ung'eichung 
fa(P) > Oauf Grund der folgenden Bemerkung: Es ist wo(M) S uy (M) 
fiir jede Menge M, da bei der Definition von s,, weniger Mengen zur Uber- 
deckung von M zugelassen sind als bei der Definition von jc. 
Die letzte Ungleichung u,(P) > 0 braucht nur fiir das kleinste unter 
den MaBen ug bewiesen zu werden. Dieses Minimalma$ yx ist folgender- 


maBen definiert: Esist uz (A) = sup J m™ 2,(A,), wobei sich das Supremum- 


zeichen auf alle méglichen eudlichen oder unendlichen Folgen von analytischen, 
paarweise fremden Teilmengen A, von A bezieht und die x, dehnungslose 
Abbildungen in eine Ebene bedeuten. Spezialisiert man in dieser Definition 
die A, auf die Durchschnitte von A mit den Wiirfeln W; und die x, auf senk- 
rechte Projektionen, so erhilt man die Definition von ug, in welcher der 
Limes der monoton wachsenden Folge S,(M) mit ihrem Supremum identisch 
ist. Also gilt: e) ug(A) S HK (A) fiir jede analytische Menge A. — Es sei P’ 
die Menge aller Punkte von . P mit |%_| S| 2,| und h die projektive Abbildung 
= = le. = i a ;* des Es, welche die Ebene 2, = 0 ins Unendliche 
wirft. Sie transformiert die Menge 1 S 2} + 23 S 2, |zg| S| a,| und damit 
die Menge P” in eine beschrinkte Menge; es sei h(P’) = P” gesetzt. Jede 
der Ebenen az, = bz» mit |a| <|b| hat mit P’ einen Durchschnitt, welcher 
eine aus L durch eine Parallelverschiebung hervorgehende Menge enthilt. 
Diese Ebenen gehen durch h iiber in die zwischen den zwei festen parallelen 
Ebenen z, = +1 gelegenen Ebenen. Jede dieser letzteren Ebenen hat 
mit P’” einen Durchschnitt, welcher eine aus Z durch eine Parallelverschiebung 
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hervorgehende Menge enthalt. Nun war L als eine Menge mit positivem 
linearem Inhalt gewahlt worden. Also hat die Projektion von P” in die 
Ebene z, = 0 einen positiven ebenen Lebesgueschen Inhalt. Mithin ist 
ue(P”’) > 0. Wegen e) ist damit bewiesen: Fiir die Teilmenge P’ von P 
existiert eine projektive Abbildung h, welche die Menge P” in eine beschrinkte 
Menge P” mit ug (P’”) > 0 transformiert. Indem wir nétigenfalls hinter h noch 
eine Ahnlichkeitstransformation schalten, kénnen wir h sofort als dehnungslos 
annehmen. Dann ist aber wegen des Axioms c) von Kolmogoroff (8S. 693) auch 
ux(P’)> 0 und wegen P’c P auch ug (P) > 0. Damit ist auch die letzte 
Ungleichung (2) bewiesen. 

Aus (1) und (2) folgt jetzt mit Hilfe des Satzes 2 sofort der Satz 5. 

Korollar. Die Mae us, ug und up sind keine Kolmogoroff-Mafe uz. 

Satz 6. Es gibt im Es eine Fliche F, fir welche uo(F) < ug(F) ist. 

Beweis. Nach A. 8. Besicovitsch1*) existiert in der 2, 2_-Ebene des E; 
eine perfekte, nulldimensionale Menge Q, fiir welche Le(Q) < Ly(Q) = 7 
ist; dabei bedeuten Zo und Dy die linearen MaBe von C. Carathéodory und 
F. Hausdorff; deren Definitionen lauten genau so wie die fiir wg und wg, nur 
treten an die Stelle der zweidimensionalen Durchmesser die gewohnlichen 
Durchmesser. 

Fiir eine Strecke S der z3-Achse mit der Linge s bezeichnen wir mit RS 


die Menge aller Punkte (z,, zz, zs) des 3, fiir welche (z,, z) in Q und 2, 
in 8 liegt. Wir behaupten die beiden Ungleichungen 


(3) uc(RS) S s-Le(Q), my(RS) = 8 - Lg Q). 


Die erste Ungleichung ist richtig nach J. F. Randolph”). Zum Beweis der 
zweiten Ungleichung wihlen wir fiir eine beliebige Zahl c < Dg (Q) ein 6 > 0 
derart, da fiir jede Uberdeckung von Q durch endlich oder abzahlbar un- 
endlich viele Kreisscheiben U, mit Durchmessern e, < 4 die Ungleichung 
Le >c gilt. Nun seien V,, Vg,... endlich oder abzihibar unendlich 


‘ ‘ 
viele offene Kugeln mit Durchmessern d, < 5, welche RS iiberdecken und zu 


RS nicht fremd sind. Fiir ein beliebiges z, der Strecke S der z3-Achse be- 
zeichnen wir mit U,(zs) den Durchschnitt von V, mit der zur 2, 2_-Ebene 
parallelen Ebene E durch den Punkt z3. Ist*U,(z3) leer, so setzen wir 
€,(Zs) = 0; andernfalls ist U,(zs) eine offene Kreisscheibe mit einem Durch- 
messer ¢,(%3) < 6. Da diese Kreisscheiben den zu Q kongruenten Durch- 


18) Math. Annalen 98 (1928), S. 458—464. 
1%) J. F. Randolph, Bull. Amer. Math. Soc. XLII (1936), S. 269. 
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schnitt E - RS iiberdecken, ist XY ¢,(z3) > c fiir jedes zs nach Wahl von 4. 
f 


Also ist, wenn a und 6 die Endpunkte der Strecke S sind, 
b+d 


f & &(%) dts > (b —a + 26)-¢ = (8 + 28)-c 2s -e. 


a—di 


Nun ist aber 
b+d b+d 


JF es(ea) dg = EJ es(ts) dag =F Za}. 


Die Summe der zweidimensionalen Durchmesser + d? der Kugeln V, ist 


also > s-c. Nach Wahl der Zahl c und der Kugeln V, folgt hieraus die zweite 
Ungleichung (3). 

Nun sei J wieder ein Diskontinuum im Einheitsintervall EF der z3-Achse 
mit positivem Lebesgueschem Inhalt m”Z. Dann kann man schreiben: 


L= [J 28;,, wobei YS;, eine Summe von endlich vielen paarweise 


jelek k 
fremden Strecken S;,, S,2, ... und jedes S;,,, in einem S; , enthalten 
ist. Dann ist mL ae Six wobei 85% die Lange von 85. ist. 


Es sei schlieBlich P die Menge aller Punkte (2, 22, 3) des Hg mit 


(21, Zz) €Q und z,E€L. Dann ist P= JJ & RS* und 
j=lk 


vo(P) = lim 2 po(R%*), ug (P) = him 2 pg (RS). 
Wegen (3) ist also 
wo(P) Slim E typ Lo(Q) = mL--Lo(Q) 
ya (P) & lien E sy -Ln(Q) = mL - Ln (Q). 
Nun ist mL > 0 und yo(Q) < uy(Q) nach Wahl von L und Q. Also ist 


Ho(P) < un (P). 
Hieraus folgt nach Satz 2 der Satz 6. 


Zusatz. Fiir die Fliche F des Satzes 6 gilt uy(F) < o. 


Beweis. Nach Satz 2 geniigt es zu zeigen, daB uz,(P) < o ist. Wegen 
Pc R®, wobei FE das Einheitsintervall der z-Achse ist, geniigt es weiter, 
by (R®) < co zu beweisen. Hierzu iiberdecken wir die Menge Q der 2 2-- 


Ebene, deren lineares Hausdorff-MaB gleich a ist, durch endlich viele Kreise 
Ey,..., Ky, deren Durchmesser d, kleiner als eine beliebig vorgegebene 


t 
Zahl o zwischen 0 und 1 sind und eine Summe a d,< 7 haben. Betrachten 
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wir fiir jedes 4 = 1, . . ., | den geraden Vollzylinder Z, mit der Grundflache K, 
und der Héhe 1. Er ist Summe von [=] Zylindern der Hohe d, und, falls = 
2 2 


nicht ganz ist, einem weiteren Zylinder mit kleinerer Héhe. Jeder dieser 





d,+1 , a eles 
héchstens — q— 4Zylinder mit der Summe Z, ist enthalten in einer Kugel 


vom Durchmesser d, ¥2 < 0-2. Die Summe der zweidimensionalen Durch- 





; . ‘ dj d,+! x a 
messer dieser Kugeln ist S 7 > -—G— = > @,+1)4,S 5 (e+1)4, S24, 
a 
Summation iiber A = 1, ..., 1 ergibt, daB wir R® iiberdecken kénnen durch 


endlich viele Kugeln mit Durchmessern < y V2, deren zweidimensionale 
‘ 4 P 4 
Durchmesser eine Summe <a haben. Also ist auch uq(R®) < at 


also endlich, wie zu zeigen war. 

Satz 7. Es gibt im Ey eine Flache F, fiir welche die MaBe ug(F) nicht 
zusammenfallen. 

Beweis. An anderer Stelle®°) haben wir gezeigt, daB fiir jedes dehnungs- 
lose Bild A = /(4’) C Ey einer ebenen analytischen Menge A’ u.a. die 
Gleichung uc(A) = 4g (A) besteht. Also ist die Flache F des Satzes 6 nicht 
darstellbar als dehnungsloses Bild einer ebenen analytischen Menge. Mithin 
ist das maximale Kolmogoroff-MaB2!) 1, (F) = o. Andererseits ist uy (F) < 
nach dem Zusatz zu Satz 6. Nun ist das Hausdorff/-Maf uy ein Kolmogoroff- 
Maf ux). Also ist u_(F) < jt, (F). 

Eine Vermutung. A.S. Besicovitsch”?) hat eine ebene perfekte 
Menge Q angegeben, fiir welche das lineare Kolmogoroffsche Minimalma8 
kleiner ist als das lineare MaB von Carathéodory. Es ist uns nicht gelungen, 
hieraus eine nulldimensionale kompakte Menge P des Ey herzuleiten, fiir 
welche “z(P) < uo(P) ist. Wir zweifeln jedoch nicht daran, da8 es ein 
solches P gibt. Dann existiert nach Satz 2 auch eine Fliche F im Ey mit der 
Eigenschaft u,(F) < ue (FP). 


§ 4. 
SchluBbemerkungen. 
Wir wollen uns die Griinde fiir das Auseinanderfallen der von uns be- 


handelten Ma®e klarzumachen versuchen. Betrachten wir zuniachst das 
Ma8 ye von Carathéodory. Man kann die Definition von ye auch so fassen: 


*) Erscheint demnachst in der Math. Zeitschr. 

*) jy ist die untere Grenze der Lebesgueschen Inhalte m'*) A’ der analytischen 
ebenen Mengen A’, die sich dehnungslos auf A abbilden lassen; existieren solche 
Mengen A’ nicht, so wird %,(A) = + 00 gesetzt. 

22) Math. Annalen 113 (1937), S. 416—423. 
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Man iiberdecke die Menge M durch endlich oder abzahlbar unendlich viele 
(nicht notwendig konvexe) Mengen U, und bilde die Summe ihrer zwei- 
dimensionalen Durchmesser d,, die folgendermaBen definiert sind:: man 
projiziere U, in eine Ebene £ und bilde den Inhalt der konvexen Hiille dieser 
Projektion; die obere Grenze dieser Inhalte fiir alle Ebenen £ ist der zwei- 
dimensionale Durchmesser von U,; im iibrigen verfahre man wie in § 2, III. 
In dieser Fassung kann man das MaB wc ebenfalls als ein ProjektionsmaB 
auffassen. Der wesentliche Unterschied dieses ProjektionsmaBes vom MaB yg 
von Gro8 besteht darin, daB bei der Definition des zweidimensionalen Durch- 
messers nicht wie bei GroB das (auBere) Ma8 der Projektionen selbst, sondern 
ihrer konvexen Hiillen benutzt wird. Dies macht es verstandlich, daB das 
Ma8 ug kleiner sein kann als das Ma8 we und um so mehr kleiner als das 
Ma8 uz, das niemals kleiner sein kann als wc und fiir welches der analoge 
Unterschied gegeniiber ue besteht. 

Vergleichen wir nun die MaBe ug und yy miteinander. GroB verwendet, 
wie gesagt, zwar die iuBeren MaBe der Projektionen selbst, aber er bestimmt 
die obere Grenze dieser MaBe, benutzt also, kurz gesagt, nur die .,Maximal- 
projektion“. Hingegen beriicksichtigt Favard simtliche Projektionen. Man 
kann niamlickh das Favardsche MaB up auch folgendermaBen definieren®): 
Fiir ein ¢ > 0 stelle man die Menge M dar als Summe von endlich oder ab- 
zihlbar unendlich vielen paarweise fremden Teilmengen M,, Mo,...< ¢; 
es sei nun »(M,) = < | mM i gesetzt, wobei mM, das (auBere) 
Lebesguesche Ma8 der Projektion M;, von M, in die Ebene E durch den 
Ursprung, y das Flachenelement des sphirischen Normalenbildes der Ebenen E 
ist und integriert wird iiber alle Ebenen £ durch den Ursprung; dann ist 
Up = lim 2 »(M,). Es ist also nicht erstaunlich, da up > on ug und um so 


mehr von ue und sq verschieden sein kann. 


(Eingegangen am 19. 5. 1942.) 











Uber die Umordnungsstirke und eine Erweiterung 
des Steinitzschen Satzes. 


Von 
H. Hadwiger in Bern (Schweiz). 





A. Einleitende Bemerkungen. 
Es sei 


(1) 2, =0 

eine bedingt konvergente Vektorreihe des s-dim. Vektorraumes. Die unwesent- 
liche Voraussetzung, daB die Summe der Reihe Null ist, hat rein formale 
Bedeutung. Die Reihe kann bekanntlich so umgeordnet werden, daB die 
Konvergenz erhalten bleibt, jedoch andere Summen erzielt werden). Die 
Gesamtheit aller als Summe konvergenter Umordnungen darstellbaren Vek- 
toren nennen wir Summenmenge S der Reihe. Es gilt dann der bekannte 
Satz von E. Steinitz?): 

Die Summenmenge S einer bedingt konvergenten Vektorrethe ist eine lineare 
Vektormannigfaltigkert. 

In der vorliegenden Arbeit wird nun ein neuer Gesichtspunkt dadurch 
gewonnen, da8 zundchst ein geeignetes Ma8 fiir die Starke emer Umordnung 
eingefiihrt und dann festgestellt wird, daB zwischen der Umordnungsstdrke und 
der entsprechenden Umordnungssumme eine allgemein fa8bare Bindung besteht. 

Es werden Umordnungen betrachtet, deren Starke einen festen Wert « 
nicht erreichen; diese werden zu sogenannten Stdrkeklassen U, zusammen- 
gefaBt. Umordnungen, die zu U, gehéren, nennen wir insbesondere schwach. 
Wir machen dann die Feststellung, daB die zu einer Stiarkeklasse U, (« < 1) 
gehérende Summenmenge S, fiir sich eine lineare Vektormannigfaltigkeit ist, 
wodurch der Satz von Steinitz in diesem Sinne eine Erweiterung erfahrt 
(Satz II). Je nach der Natur der vorliegenden Reihe und der GréBe von « 
wird S, eine echte oder unechte Teilmannigfaltigkeit von S sein. 


') Uber den Riemannschen Satz iiber Umordnung von Reihen gewdhnlicher 
Zahlen vgl. K. Knopp, Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen, Berlin 1924, 
8.319. Fir Reihen komplexer Zahlen gab W. Threlfall, Math. Zeitschr. 24 (1926), 
S. 212—214, einen besonders kurzen Beweis dieser an sich fundamentalen Eigenschaft 
der bedingt konvergenten Reihen. 


*) E. Steinitz, Journ. reine u. angew. Math. 143 (1913), S. 128—175 (bes. S. 171,. 


172); W. Gross, Monatshefte Math. u. Phys. 28 (1917), S. 221—237; V. Bergstrém, 
Abhandl. math. Seminar Hamburg 8 (1931), S. 148—152; A. Wald, Ergebnisse eines 
math. Kolloquiums Wien, 59. Koll. (22. II. 1933). 
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Besondere Bedeutung kommt den Fallen zu, wo S, die triviale Mannig- 
faltigkeit Null (Nullvektor) ist. Die zu einer solchen Stiarkeklasse U, ge- 
hérenden Umordnungen sind wirkungslos, das heiBt, sie andern die Reihen- 
summe nicht. Es zeigt sich, da8 fiir die Charakterisierung derartiger Um- 
ordnungen eine durch die Betrige dec Vektoren der vorgelegten Reihe be- 
stimmte Zahl A bedeutungsvoll wird. Der Konvergenzerponent A der Reihe (1) 
ist wie folgt definiert: 

Fiir 8 > 0 wird die Reihe 


(2) 2 |i? 
entweder konvergieren oder divergieren. Wir setzen 


A = &, falls es keine Zahl B gibt, so daB die Rethe (2) konvergiert ; andernjfalls 
set A die untere Schranke aller B, fiir welche die Rethe (2) konvergent ausfallt. 
Falls 4 endlich ist, gilt *) 


, ) 
(3) a = lim sup — lei : 


Im Hinblick auf die Voraussetzung, wonach die Reihe (1) nur bedingt kon- 
vergiert, stellen wir fest, daS 4 > 1 sein wird, da die Reihe (2) fir @ = 1 
offenbar divergiert. 

Wir beschranken uns in dieser Arbeit nur auf solche Faille, die einen end- 
lichen Konvergenzexponenten 4 liefern. 

In bezug auf die oben beriihrte Frage der wirkungslosen Umordnungen 
werden wir zeigen (Satz Ia), daB die Starkeklasse U, die triviale Vektor- 
mannigfaltigkeit Null ist, falls « < > ist. Die angegebene Zahl 5 ist ferner 
die beste nur von 4 abhangige Schranke fiir wirkungslose Umordnungen 
(Satz Ib). Das Beispiel am Schlu8 zeigt, daB durch Beschrankungen der 
Umordnungen auf Starkeklassen tatsachlich echte Teilmannigfaltigkeiten 
aus der Steinitzschen Summenmenge S ausgeschieden werden kénnen. 


B. Definition der Umordnungsstérke. 
Es bezeichne 
(4) 2», 


v=1 
eine Umordnung der Reihe (1). Zu jedem Index m = 1 lassen sich zwei 
Zahlen N => 0 und M > 0 so finden, daB 
-N n M 
(5) Zxc Jvc J», 


val. v=1 v=1 


3) Vgl. G. Pélya und G. Szegé, Aufgaben und Lehrsitze aus der Analysis. I. 
Berlin 1925; S. 19, 20, bes. Aufgabe Nr. 113. 
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gilt, wo das Zeichen c die Aussage darstellt, daB alle im Teilabschnitt links 
vorkommenden Vektoren auch rechts stehen. Der Teilabschnitt ganz links 
fallt weg, wenn N = 0 ist. Wir wahlen nun von allen in Betracht fallenden 
Zahlen N die gréBte N(m), und von allen M die kleinste M(m) aus. Diese 
beiden eindeutig durch n bestimmten Hiillzahlen N(m) und M(m) bilden 
monoton nicht abnehmende Folgen. Offenbar gilt 





(6) 0 < Nn) <n <M@). 

Nun setzen wir 

(7) c. = OS U+M(m) — N(n)) 
2 log(2+-N(n))  * 


Die in Aussicht genommene Definition der Umordnungsstirke z der Um- 

ordnung (4) basiert auf der durch (7) festgelegten Folge. Wir definieren: 
Es ist s = co, wenn die Folge (7) wnbeschrinkt ist; andernfalls ist 

{8) 2 = lim sup Z,. 


noo 


Unmittelbar aus der angegebenen Definition lassen sich einige einfache 
Folgerungen ziehen : Im Falle der identischen Umordnung ist N (n) = M(n) =» 
fiir alle n, also z, = 0; die Umordnungsstirke erhalt den Wert 0. Das nimliche 
trifft bei allen Umordnungen zu, die nur in einem endlichen Abschnitt der 
Reihe wirksam sind. Es kénnen ferner Umordnungen betrachtet werden bei 
welchen die Distanzen der Reihenglieder von ihren urspriinglichen Plitzen 
einen festen endlichen Wert nicht iiberschreiten. Die Differenzen M (n) — N (n) 
bleiben dann beschrankt und die Umordnungsstarke erhaJt auch in diesen 
Fallen den Wert 0. Den Resultaten des folgenden Abschnitts kann entnommen 


werden, da8 eine Umordnung der Starke 0 die Summe der Reihe nicht ver- 
andert. 


€. Wirkungslose, Umordnungen. 

Auf Grund der oben definierten Umordnungsstarke werden wir aus 
der Menge aller Umordnungen Teilmengen absondern, die wir Stdrkeklassen 
nennen. Wir definieren: Es sei « > 0; die Stirkeklasse U, bestehe aus der 
Gesamtheit aller Umordnungen, deren Umordnungsstirken z < « ausfallen. 

Besonders ausgezeichnet wird die Stirkeklasse U,; sie umfaBt die 
schwachen Umordnungen. 

U, bezeichne die Gesamtheit aller Umordnungen der Umordnungsstirke 
z= 0. 

Eine Umordnung, die die Summe der Reihe nicht verandert, nennen wir 
wirkungslos. 

Es ist naheliegend, die Frage aufzuwerfen, ob und wie sich wirkungslose 
Umordnungen durch die Umordnungsstirke charakterisieren lassen. Es ist 
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leicht emzusehen, da8 es Umordnungen nicht verschwindender, aber beliebig 
kleiner Umordnungsstarke gibt, die nicht wirkungslos sind; die erwahnte 
Charakterisierung kann also nicht unabhangig von der Reihe, die umgeordnet 
wird, vollzogen werden. 

Es ist plausibel, da8 dem asymptotischen Verhalten der Betrige der in 
der Reihe enthaltenen Vektoren wesentliche Bedeutung zukommt; wenn diese 
Betrige rasch gegen Null abnehmen, werden stirkere Umordnungen ndtig 
sein, um einen bestimmten Umordnungseffekt zu erzielen, als wenn sie langsam 
gegen Null streben. Ein geeignetes Ma8 zur Kennzeichnung der Starke der 
obenerwihnten Konvergenz der Vektorbetrige gegen Null ist der reziproke 
Wert des durch (3) definierten und nach Voraussetzung endlichen Konvergenz- 
exponenten 4. 

Die beiden folgenden Siatze ergeben nun die exakte Klarung des oben ge- 
schilderten Sachverhaltes. 

In den Formulierungen der Siatze verwenden wir den in A definierten 
Begriff der Summenmenge. Diese kann sinngem&S auch einer bestimmten 
Teilmenge von Umordnungen, z. B. einer Stiarkeklasse zugewiesen werden; 
die Summenmenge einer Klasse von wirkungslosen Umordnungen ist Null, 
d.h. besteht nur aus dem Nullvektor. Die Summe der urspriinglichen 
Reihe (1), die umgeordnet wird, ist hier wie im folgenden stets als 0 voraus- 
gesetzt. 

Die beiden Satze lauten: 


Satzla. Die der Starkeklasse U, von Umordnungen einer Reihe vom 
Konvergenzexponent A zugewiesene Summenmenge ist Null, falls « < 5 ist. 
1 


Die Stirkegrenze — fiir wirkungslose Umordnungen ist in dem Sinne 


genau, als sie in Satz Ia nicht durch eine héhere ersetzt werden kann; d. h. es 
gilt folgende Umkehrung: 
Satz Ib. Ist die Summenmenge der Umordnungen der Stirkeklasse U, 


fiir jede Reihe vom Konvergenzexponenten A Null, so ist a S = 


Im Hinblick auf A = 1 ergibt sich, daB die durch Satz la gekennzeich- 
neten wirkungslosen Umordnungen stets schwach sind. Wie bereits in B 
angekiindigt, ergibt sich ferner, daB die der Starkeklasse U) zugewiesene 
Summenmenge Null ist, daf also jede Umordnung verschwindender Starke 
wirkumgslos ist. Man beachte, daB die letzte Aussage unabhingig von der 
Reihe gemacht wird. 

Beweis von Satz la: 

Es bezeichne 


(9) xv. =w 


Mathematische Annales. 118. 46 
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eine konvergente Umordnung der Reihe (1), der auf Grund von (3) der endliche 
Konvergenzexponent 4 zukommt. Die durch (8) definierte Umordnungsstarke 
von (9) sei z, und es bestehe die Beziehung z < =. Es ist zu zeigen, daB die 


Summe w der Reihe (9) verschwinden mu8. Nach den in B gegebenen 
Definitionen kann die n-te Teilsumme von (9) geschrieben werden: 


n Nin) on | 
(10) Jxu= Jv+ Jw, 
v=l v=1 v=1 
wo N(n) < 0, < M(n), also 
(11) ®, = M(n) — N(n) 


ist. Mit Riicksicht auf Definition (8) fiir z und auf die Voraussetzung mu8 


. log [1+ @,] 1 
lim Sup icg (2-+-M(n)] < % 


ausfallen, umd wegen N (nm) — oo kann ein 0, 0 < 3 < 1, und ein mp 80 an- 
gegeben werden, daB fiir alle n > nm 





logwn _ 1—86 — 
(12) faa Wea) <---, also w, < Nin r) 
ist. Setzen wir weiter 
log » 
3 — —_— ——--— — 
(13) a= ~ ate 


so kann wegen A = lim sup A, [Definition (3)] ein ») so bestimmt werden, daB 
fiir alle » > % — 


4 
i 


|e 


(14) 


» 
~|- 


>— 


LS) 


A 


ausfallt; damit wird fiir vy > 1 
1 
log |v,| < (5 -- =) log » 
und 


(15) \v,| < s4 


=| 


U) " 1—*) 
‘mw. sec. 
Wir wahlen nun ein n so, daB fiir alle » > N(m), » > m;, 
l+¢ 
(16) |v,| < 257) 


ist. Endlich kann wegen der Konvergenz der Reihe (1) ein nz so festgelegt 
werden, daB fiir allen > n, . 
| Nin) 
(17) 


a e 
2 


v=] 
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bleibt. Nach diesen Vorbereitungen kehren wir zu der Zerlegung (10) zuriick. 
Es bezeichne N die gréBte der drei Zahlen np, m,, m2. Fiir jedes m > N gelten 
dann gleichzeitig die Relationen (12), (16) und (17). Man erzielt zunachst 


"mn 
+ ~ |D, |. 


| Jvis 


N(n) 
2 », 
jr=1 | v=l1 


Da 0, > N(m) ist, kommt (16) zur Anwendung, und es folgt wegen 








1-¢ 1-0 
|v, | < £ o(F) < £ n(n) (F 


vorerst 
n 


>» 


vas] 


und mit Riicksicht auf (12) endlich 


LJ ’ 
2 », 
v=] 


Hieraus folgt |w| < ¢, und also die Behauptung w = 0. 





< $[} + oN ny], 





< 6. 








Beweis von Satz Ib: Es geniigt offenbar zu zeigen, daB zu jedem 4 = 1 
eine nicht wirkungslose Umordnung einer Reihe vom Konvergenzexponenten / 


der Umordnungsstiarke + existiert. 

Es sei e ein Einheitsvektor und 6 = =: Wir betrachten die Reihe 
(18) Xv, = e—e + (ire — (re + (Ayre — Gre + -- = 0. 
Der ihr zukommende Konvergenzexponent ist A. 
1. Fall: 4> 1. Durch 

A(n) = n+ [n"] 
B(n) = n — [n"] 
sind zwei monoton nicht abnehmende Zahlenfolgen definiert. Wegen 
A(n) + B(n) = 2n 


(19) (n = 1,2,3,...) 


kann 
A(n) " Bin) 2 
20 Sy Sey 


als 2 -te Teilsumme einer Umordnung 2 t v, der Reihe (18) aufgefaBt werden. 


Die dieser Umordnung zugeordneten Hiillzahlen kénnen fiir geradzahliges 
Argument auf Grund von (20) sofort angeschrieben werden; es gilt 
en N(2n) = 2 Bin) + 1 = 2n+1—2[n’J, 

M(2n) = 2 A(m) —1 = 2" —1+ 2 [n’]. 


46* 
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Im Hinblick auf das monotone Verhalten der Hiillzahlen geniigt (21), um die 
Umordnungsstirke nach (7) und (8) mu ermitteln. 
Es ergibt sich 
— jr, SU tM (mn) —Nin)) _ 
- <meta * 


Fiir die 2-te Teilsumme ler umgeordneten Reihe erhilt man nach (20) 





Z v; = one, 


r=1 
wo 
1 1 


 @+e— [n°})” » biel 1 (n +[n*))° 
ist. Die einfache Abschatzung 


On 


2 [n°] < 0 <= —_— es 
(L+n+[n)? ~~" ~ (14+ 8 — [n°y’ 
gestattet, auf 
lim @, = 2 
a> co 


zu schlieBen. Die Umordnung konvergiert und es gilt 
(23) E v, = 2e. 


v=] 


2. Fall: A= 1. Wir setzen 


24 A(n) = 2n m= 1,23 
(24) Bin) = 9 = = 1,2,3,...) 
und es laBt sich wegen A(n) + B(n) = 3n 

1 Bin) 


(25) a =e = 2 xe 
als 3 n-te Teilsumme einer Umordnung £ v, der Reihe (18) auffassen. Fiir 
die zugeordneten Hiillzahlen findet sich 7 
N(3n) = 2 Bim) + 1 = 2n+ 1, 
M(3n)= 2 A(m) —1 = 4n—1. 
Wieder geniigt (26) zur Berechnung der Umordnungsstarke z, und man erzielt 


a log fl Mim) — Nim) 
(27) s= in —"ali+se). OU 


Fiir die 3 -te Teilsumme der betrachteten Umordnung hat man 


(26) 








3n 
F 1 1 
Dv = ont, et >< eat 


vas i 
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und da 
lim 9, = log2 
a-—>o@ 

ist, konvergiert die Umordnung, und zwar ist 

(28) E vi = log2-e. 
v=1 


Mit den in den beiden Fallen nachgewiesenen nicht wirkungslosen Umord- 
nungen ist der gewiinschte Nachweis erbracht. 


D. Eine Erweiterung des Steinitzschen Satzes. 

Unterwerfen wir die bedingt konvergente Vektorreihe (1) der Gesamt- 
heit aller Umordnungen, die noch eine konvergente Reihe liefern, so ist die 
erzeugte Summenmenge S nach dem Satz von Steinitz eine lineare Mannig- 
faltigkeit der Dimension k (1 S k S 3). 

Wir denken uns nun nur die Umordnungen einer gewissen Starkeklasse U, 
auf die Reihe ausgetibt. Die so gewonnene Summenmenge S, wird offenbar 
eine echte oder unechte Teilmenge von S sein. Wir werden nun zeigen, da8 
fiir « < 1, das heiBt fiir eme schwache Klasse, S, ebenfalls eine lineare Mannig- 
faltigkeit ist. Die Erweiterung des Steinitzschen Satzes besteht also in 
folgendem : 

Satz II. Die Summenmenge der Umordnungen der Starkeklasse U, (« < 1) 
ist eine lineare Mannigfaltsgkeit. 

Durch Satz Ia erfahrt dieser Satz insofern eine Bestatigung, als dort 
fiir « < + die Summenmenge die triviale lineare Mannigfaltigkeit Null 
darstellt. 


Beweis von Satz II: Wir betrachten eine Vektormenge 7’, (a < 1), von 
der wir zeigen, daB sie 

1. eine lineare Mannigfaltigkeit ist (1. Hilfssatz), und 

2. mit der Summenmenge S, zusammenfallt (2. Hilfssatz). 

Wir charakterisieren 7, wie folgt: 

Ein Vektor a gehért zu T,, wenn sich eine Folge natiirlicher Zahlen 
(29) e(m)S=1 (mn = 0,1, 2,...) 
so angeben la8t, daB aus dem Teilstiick 


(30) Da+1 + Dng2 t+: + Da+ om) 
der Reihe (1) eine Auswahlsumme 


(31) a= 5 »,, 


v=l1 











710 H. Hadwiger. 
gebildet werden kann, so da8 





(32) a = lim a, 

gilt, und auBerdem 

(33) lim sup 198 2(") < g 
n—>oo log n 

ausfallt. 


1. Hilfssatz. Die Vektormenge T, ist eine lineare Mannigfaltigkeit. 
Wahlt man aus dem Teilstiick (30) die zu (31) komplementare Auswahl 
a, = J M,, 


y= 1 


so daB 
a, + a, = Dati + Dnse tees + Dn+o(n)> 


so folgt im Hinblick auf die Konvergenz der urspriinglichen Reihe (1) 


(34) lim a, = — lim a, = — a, 
so da8 erkannt wird, daB mit a auch a’ = —a zu T, gehéren muB8. Es ist 


noch zu zeigen: 

(a) Gehéren a’ und a” zu T,, so gehért auch a’ + a” mu T,. 

(b) Gehért a zu T,, so gehért auch Aa (0 < A < 1) m T,,. 

Beweis fiir (a): Es gibt zwei Folgen natiirlicher Zahlen 0’ (n) und 0” (n), 
so daB 


w, o’(n) 


nm 
a= J v..c ZL Vase, 
(35) wer 7 
- om ein) 
Qn= LVerc ZS Var, 
v=1 v=] 
(36) lima,=a, lima, =a’, 
a> @ m-> co 
(37) lim sup 8 2'(") < @, —limsup 82"(™) < g 
n—-> oo log n m—> co log m 


gilt. Setzen wir in (35) 
m=n-+ o'(n), 


so sind die Auswahlsummen a, und a,, vektorfremd. Die Vereinigungssumme 
a, = a, + GO, +0" (w) 


148t sich als Auswahlsumme 


= oe’ (n) 
(38) a,c 2D Das, 


ral 
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auffassen, wo 

oe" (n) = e'(m) + oe” [n+ @'(m)] 
gesetzt werden mu8. Offenbar gilt 
(39) lim a,’ = a’ +”. 


a-> co 


_ Wir haben noch nachzuweisen, da8 die Bedingung (33) erfiillt ist. Es kann ein 
6 > 0 so angegeben werden, daB fiir alle n, m > N 


He) <a —0 und em) <a—0 und 0<a—6 


ausfallt, so daB unter Beachtung von 0< «—4#<1 

0” (n) << n*-* + (nm + n*-*)2-* < 3n2-* 
folgt. Daher gilt 
(40) lim sup 


n—> oo 
Mit (38), (39) und (40) ist die Aussage (a) bewiesen. 
Beweis fiir (b): Es sei 


log @”’(n) — 


Sa-O<a. 
log n 


won e(n) 
(41) a, = 4 Dar C Py Dns 
v=1 val 
und 
(42) lim a, = a. 


n—> co 


Wir zerlegen v,, in zwei orthogonale Komponenten 


(43) Way = 4,,+ W,, A,1 W,,> 
wobei 
(44) a,, mi Yay ay 
sein soll. Es gilt dann 
(45) E'w,, = 0, 
val 
wn 


r=1 


Wir denken uns nun die Anordnung der Vektoren in der Auswahlsumme (41) 
so gewahlt, daB das Maximum der Betriige der Teilsummen von (45) einen 
mdglichst klemen Wert annimmt. Nach einem Lemma von Gross und Berg- 
strém*) ist dann 

ue 
(47) 5 me, 


vol 


s Adn (u = 1, 2, ey Wn), 





*) Vgl. die in FuBnote *) zitierten Arbeiten. 








712 H. Hadwiger. 


wo A eine nur von der Dimension s des Vektorraumes abhingige Konstante 


ist und g, die gréBte der Zahlen |m,,|, |W, 2|, -.-» |Wp.,,| bedeutet. Wegen 
|w,,| < |»,,| folgt mit Riicksicht auf die Konvergenz der Reihe (1) 
(48) lim q, = 0. 

a> oe 


Wenn ferner p, die gréBte der Zahlen 





JQnr|> [Q@n2|> - +++ [Qperg| 
bedeutet, so folgt analog 
(49) lim p, = 0. 
noo 
Nun ist weiter 
a, ,| Pa 
(50) lYavl = ne s Ta, | * 


Zu einem gegebenen 4, 0 < A < 1, kann im Hinblick auf (46) und (50) ein o,, 
so gewahlit werden, daB 


(51) 1s Em sds ey 


gilt. Entsprechend bilden wir die Auswahlsumme 


(52) a, = E Dar C Zee. 


+=1 
Dann ist 
, , On on 
a, — Aa, = ( 2 yar —2) a4 + & Bee: 
v=1 r=1 
so daB mit Riicksicht auf (47) und (51) 


und also nach (48), (49) und (42) 
(54) lim a, = Aa 


folgt. Da die Auswahlsummen a, den gleichen Teilstiicken zugeordnet sind. 


wie die Auswahlsummen a,, 80 ist die Bedingung (33) nach Voraussetzung 
erfillt. 


Damit ist der 1. Hilfssatz bewiesen. 


2. Hilfssatz. Die Vektormenge T., ist identisch mit der Summenmenge S, . 
Wir haben folgendes zu zeigen: 

(a) Gehért a zu S,, so gehért a auch m T,. 

(b) Gehért a zu T,, so gehért a auch mu SV,. 
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Beweis von (a): Es gibt eine Umordnung 
(55) a= oy D, 


r=1 


der Reihe (1) der Starke <a. Zu jedem m kann ein [ so angegeben 
werden, da8 


(56) Svc Eo, 


gilt. Wahlen wir bei festem unter allen | die kleinste in Betracht fallende 
Zahl und bezeichnen diese mit L(n), so ist 


Lin) n 


(57) Fv = E04 Fm, 
wobei 
On M(L(n)) ein) 
(58) a, = = Day C v0, = = Dn+r 
v=1 vorn+l +=1 
mit 
(59) o(n) = M[L(n)]—n 


gesetzt werden kann. Der Vektor a, ist damit als Auswahisumme dargestellt. 
Aus der Konvergenz der Reihen (1) und (55) folgt in Verbindung mit der 
Zerlegung (57) bzw. (58) also 
(60) lim a, = a, 
so daB die Bedingungen (31) und (32) fiir die Zugehérigkeit von a zu T,, erfiillt 
sind. Zeigen wir noch, da8 auch die Bedingung (33) erfiillt ist: 

Aus der Definition der Hiillzahlen N (k) und M(k) kann auf die Relation 


(61) Nk) <Mk-1)+1 
und aus der Konstruktion der Zahlen L(n) auf 
(62) N[(L(n) —- I <n 


geschlossen werden. Mit Hilfe von (61) und (62) verifiziert man leicht 

63) 2") < MLO] — Lm) + ML) — 1] — NL) — 1) + 1, 
n > N[L(n)) — M[L(m) — 1) + N [L(m) — 1) — 1. 

Wegen der Voraussetzung iiber die Umordnung (55) gilt 


log {L -+ Mk) — N(R) _ 
= lim sup "jog 2 +N) 7 <% 


so daB ein 6 > 0 so angegeben werden kann, daB fiir alle k => L(n) — 1, 
wobei » > N, gewahlt ist, , 


(65) M (k) — N(k) < {N(k)}P~" 
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ausfallt. Verwenden wir diese Abschitzung fiir (63), so ergibt sich 
o(n) < 2{N [L(n)}}*~" + 1, 

n > N{L(n)] — (N [Lw)}*~* — 1, 


so da8 man mit Riicksicht auf L(n) > @ und 0<a—@<1 


(66) 


: log @(4) oa 
(67) 9 . Sa-O0<a 
schlieBen kann, womit dargetan ist, da8 auch die Bedingung (33) erfiillt ist. 
Beweis von (b): Es sei 


(68) a = lim a,, 
ao 
on etn) 
(69) a, = = Day © Py Dniv> 
v=1 v=1 
wobei 
(70) lim sup eee) <@ 
ist. Wir bilden nun die folgenden Summen 
Py 
(71) S — = v, + Gp,» 
v=1 
wo 
= 0), 
(72) Po = @(0) 


Pe = Pe-1 + @(Pr-1) 
gesetzt wird. Mit Riicksicht auf (69) gilt offenbar 


(73) S. Cc Seo1> 


so daB S,.,, aus S, dadurch erhalten werden kann, daB eine gewisse Anzahl 
von Vektoren addiert werden. Dies laBt sich auch so ausdriicken: 


OK 
(74) Se+i— Se= L My. 
Wir denken uns nun die Reihenfolge der Vektoren in der Summe (74) so 
gewahit, daB das Maximum der Betrige der Teilsummen méglichst klein wird. 
Nach dem schon friiher angewendeten Theorem von Gross und Bergstrém 
gilt dann 
(75) Sri1 —- Se — TF ve| S AQ, 

x=] 


wo a, die gréBte der Zahlen 


[Der}, [Opa], ---» |Deo|; |Se+1 — Sel 
und A eine nur von der Dimension s des Vektorraumes abhingige Zahl 
bezeichnet. 
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Aus (71) folgert man im Hinblick auf die Konvergenz der Reihen (1) 
und (68) mit k — o, also auch p, > o, 


(76) lim S = a, 
k—-+>oo 

so daB 

(77) lim a, = 0 
kx 


gilt. Wir bilden nun die Reihe 
(78) S, + Sp Dor + 2 viet... = 2 <<. 
ras] = 


die offenbar eine Umordnung der Reihe (1) darstellt. Zu einem natiirlichen 
L> e(0) + efe(0)) 


kann ein & und ein 1 so gegeben werden, daB 


Ev, ans S. + Edin 


r=] 


und somit 


l t 
Sr+1 — py 0, = Sei _ S as P 4 Dey 
vr=1 vel 


oder wegen (75) 


Seti — z v,| S Aa, 


r=1 
gilt. Mit Riicksicht auf (76) und (77) folgt 
t 
(79) lim Jv, = a, 


I~ o r=] 


da aus | > o notwendig auch k — © folgt. Wir haben somit eine konver- 
gente Umordnung 


(80) a= J», 


der Reihe (1) mit der Summe a gefunden. Es ist noch zu zeigen, daB ihre 
Umordnungsstarke z < « ausfallt. 
Aus (79) folgt mit Riicksicht auf die Konstruktion (71) 
t 
Sec Dv, C Ses. 

r=1 
Fiir die der Umordnung (80) zugewiesenen Hiillzahlen ergeben sich hieraus 
die Ungleichungen 
(81) N(l) 2 pe, Ml) S Pese- 
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Der Rekursion (72) entnehmen wir 

(82) Pese = Pasi t O(Pe+1) = Pe t+ O(Px) + [Pe + O(Px))- 

Nach Voraussetzung (70) laBt sich em @ > 0 so angeben, da®B fiir alle 1 > L 


@ (Px) < {px}*~", 
also nach (82) 


Pese < Pet {ps} + [pe + {Pr} “TP, 
und wegen 0< a —6< 1 
(83) Pes < Px + 3 {px} 
ausfallt. Aus (81) folgert man nun in Verbindung mit (83) 


log (1+ M(t) — N(i)) _ log (1+ 3 (pxi*~*) 
log (2 +N ())) log (2 + p,) 





fir 1>L, 
und hieraus 

. log {1 + M(l) —N(l)} a 
(84) lim sup "jos? +O) | = *— % 


oder also z < a, was noch zu zeigen war. Damit ist auch der 2. Hilfssatz 
bewiesen. 





E. Ein Beispiel. 

Durch ein einfaches Beispiel wollen wir noch belegen, daB durch Be- 
schrankungen der Umordnungsstarke im Sinne von Satz II tatsachlich nicht 
triviale Teilmannigfaltigkeiten der Steinitzschen. Summenmannigfaltigkeit 
ausgeschieden werden kénnen. 

Wir betrachten eine Reihe komplexer Zahlen (Vektorreihe des R,) 


(85) Ev, = 0, 
v=1 
wo 
D, = Ji eae 
4n—3 Vn Vn 
My -2 = -t-+ 
B 
(86) ve ; (gs = 1, 2,3, ...). 
%ys-1 = Ve 
1 ‘ 
Din ae ae 
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Bezeichnet w, den Imaginarteil von v,, so gilt offenbar auch 
(87) Ew, = 0. 
‘ r=1 
Fiir den der Reihe (85) bzw. (87) auf Grund von (3) zugeordneten Konvergenz- 
exponenten A bzw. A’ erhalt man den Wert 
(88) A = 3 bzw. Jd’ = 2. 


In Verbindung mit der Feststellung betreffend die beum Beweis von Satz Ib 
behandelten speziellen Reihen folgt aus den Satzen Ia und II der folgende 
Sachverhalt : 

Ist S, die Summenmenge der Umordnungen der Starkeklasse der 
Reihe (85), so gilt: ’ 


Osa}: 8, ={0} (Punkt) 
{<a}: S, = (a beliebig reell) (Gerade) 
4<as1l: S,={a+ ib} (a,bbeliebigreell) (Ebene). 


(Eingegangen am 6. 2. 1942.) 











Modell einer Leibnizischen Differentialrechnung 
mit aktual unendlich kleinen Gréfen 
simtlicher Ordnungen. 


Von 


Ludwig Neder in Minster i. W. 





Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist der Nachweis der Widerspruchs- 
freiheit der Leibnizischen Differentialrechnung!) mit aktual unendlich kleinen 
GréBen (Differentialen) aller Ordnungen der Folge 1, 2, 3, ... 

Die Grundlage unserer Betrachtungen ist ein komplexes Zahisystem mit 
unendlich vielen Einheiten, das gedeutet werden kann als (eindimensionales) 
reelles System von gemischten GréBen, die sich aus endlichen GréBen und 
unendlich kleinen GréBen 1., 2., 3., ... Ordnung additiv zusammensetzen 
(vgl. §1, Nr. 3). 

Von Interesse und Wichtigkeit ist ferner der hier benutzte (relativ kom- 
plizierte) Begriff der gemischten Funktion einer gemischten Verinderlichen. 
Derselbe stiitzt sich auf den folgenden Ausdruck des ersten Differentials dF (2) 
der Funktion durch eine ,,Differentialpotenzreihe“ 

2 vt f(a) dz’, 
v=1 
was als der wesentliche Gedanke der vorliegenden Arbeit zu betrachten ist. 

Das vorstehend angefiihrte Zahlsystem ist nicht neu. Systeme, die auf es 
hinauslaufen oder noch allgemeiner sind, haben zu geometrischen Zwecken 
bereits Verwendung gefunden durch Veronese und andere Autoren?). Dagegen 
scheint sich an den zugehérigen Funktionsbegriff noch niemand herangewagt 


zu haben. 
§ 1. 
Ein komplexes Zahlsystem mit unendlich vielen Einheiten. 


1. Definitionen. Wir betrachten ein System von komplexen Zahlen der 
Gestalt 


A = [a,,a,,4@,,...] = [a,], a, reell 
B = [by, b,, by, ...] = [B,], 5, reel 


X = [%, 2, 2,...] = [z,], x, reell 


e = 0,1,3,...,; 





1) D. Mahnke, Neue Einblicke in die Entdeckungsgeschichte der héheren Analysis. 
Abh. Preu8. Akad. d. Wiss., Jahrg. 1925; Phys.-Math. KI. Nr. 1. 

*) Vgl. die deutsche Enzyklopadie, Teil I, Art. A5, Nr.17 u. 18, und Teil III, 
Band 1, S. 119ff. 
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die wir als gemischte GréBen bezeichnen. Eine gemischte GréBe X heibt 
endlich, wenn 2 + 0; 
unendlich klein, wenn x, = 0 aber nicht alle iibrigen 7, = 0; 
Null, wenn 0 = % = 2 = %2 =:°-. 
Eine gemischte GréBe ist daher entweder endlich oder unendlich klein oder 
Null, und diese drei Fille schlieBen sich gegenseitig aus. Ferner bezeichnen 
wir X als 
unendlich klein der Ordnung £, wenn 


%=% = =%_,=0 und x +0. 


Dabei zihlen die endlichen GréS8en als unendlich klein der Ordnung 0. 
2. Die Gleichheit ist erklart durch die Formel 
A=Bza,=)b, (o =0,1,2,...) 
als reflexive, symmetrische und transitive Beziehung; und es ist die Null 


wohlverschieden von den unendlich kleinen GréBen. 
3. Die Addition ist erklart durch die Formel 


A+B=[a,+6), (¢ =0,1,2,...), 


als eine assoziative und kommutatiye Verkniipfung mit dem Modul (Null- 
element) 
O = (0,0, 0, ...]. 


Hiernach ist jede gemischte GréBe X darstellbar in der Gestalt 
X = [ag, 0,0, 0,...] + (0, 2, Ze, vg, ...] 


als Summe einer endlichen (oder verschwindenden) und einer unendlich 
kleinen (oder verschwindenden) GréBe. 

Ferner gilt: Die Summe zweier unendlich kleinen GréBen A, B der 
Ordnung « bzw. 8 => « ist eine unendlich kleine GréBe der Ordnung y = « 
oder Null. 

4.. Die Subtraktion ist stets (und immer eindeutig) ausfihrbar; denn die 
Definition 

B+X=A 
der Differenz ergibt 
X =A—B=f{a, — 6). 


5. Die Multiplikation zweier gemischter GréBen ist erklirt durch die 
Formel 
A- B= [a)b;+4,6,_, +++: +4, by). 
Diese Verkniipfung ist (offenbar) kommutativ und (wie leicht zu erkennen) 
assoziativ, sowie distributiv zur Addition. 
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Ferner existiert ein Modul (Einselement) 


E =[1,0,0,0,..., 
und es gilt der folgende 


Satz. Das Produkt einer unendlich kleinen GréBe A der Ordnung « mit 
etner unendlich kleinen GroBe B der Ordnung B ist eine unendlich kleine GréBe 
der Ordnung « + 8. 


Aus diesem Satz ergibt sich durch vollstandige Induktion: Von einer 
unendlich kleinen GréBe X der Ordnung é ist die »-te Potenz (vy = 0, 1, 2, . . .) 
eine unendlich kleine GréBe der Ordnung vé. 


6. Die Division ist nicht immer méglich, da bereits die Aufgabe 
(20, %1, Zg,.-.J- (0, 1,0,0,...] =[1,0,0,0,...] 
die unerfiillbare Forderung z)- 0 = 1 stellt. Immerhin jedoch gilt der folgende 


Satz. Der Quotient einer unendlich kleinen GriBe A der Ordnung a durch 
eine unendlich kleine Grife B der Ordnung B < « ist eindeutig bestimmt als 
eine unendlich kleine GréBe der Ordnung « — f. 


7. Die Ordnung innerhalb unseres Systems von gemischten GréBen 
wird hergestellt durch die folgende Definition 


A < B, wenn ap = bo, a; = 5;, ..., @,_; = 5,_,; und a, < 6, fiir em 
passendes r der Reihe 0, 1, 2,... 
Es bilden alsdann die drei Méglichkeiten 
A<B, A=B, B<A 


eine vollstindige Disjuaktion. Und unser komplexes Zahlsystem ist iiber- 
gegangen in ein ,,eindimensionales“ nicht-archimedisches Zahlsystem®). 
Denn man hat bei 


A, = [0,1,0,0,...] fir » =1,2,..., 
fiir alle natiirlichen » die Beziehung 


z 4, = [0, n, 0, 0, *. -) < (1, 0, 0, 0, oe -}. 


8. Wir betrachten jetzt das in unserem gemischten GréSensystem ent- 
haltene Tetlsystem der realen GréBen 


A = [a,0,0,0,...], B= [b,0,0,0,.. J. 


*) Nach liebenswirdiger Mitteilung des Herrn van der Waerden ist auch bei Zahl- 
korpern der Fall der nicht-archimedischen Anordnung bereits behandelt worden: Vgl. 
sein ausgezeichnetes Lehrbuch Moderne Algebra, I. Teil, Berlin 1930, S. 211 oben, und 
die daselbst angegebene Literatur. 
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In diesem gelten die folgenden Gesetze: 
A=B2a=b A<B2a <b, 
A+B = {a+ b,0,0,0,...], 
A- B=[a- 56,0,0,0,...], 
A: B={[a: 6,0,0,0,...]. 


Das Teilsystem der realen GréBen ist also vollstaéndig isomorph zu dem System 
der reellen Zahlen. Erstere kénnen daher die letzteren in allen rationalen 
Rechnungen vertreten und auch deren Namen iibernehmen; wir schreiben 
speziell 


2 = [x,0,0,0,...]. 


§ 2. 
Reihen von unendlich kleinen GréBen. 


1. Der Begriff der Konvergenz. Es seien die GréBen C” (vy = 1, 2, 3, . . .) 
unendlich klein von mindestens erster Ordnung. 


co 


Definition 4). Die unendliche Reihe Y C” heiBt konvergent, wenn 
v=s} 
in ihrer Partialsumme 


EC” = [0, 3”, o£, of", ...] 
v=1 
die ersten r Komponenten fiir alle » => einem passenden N ihre definitiven 
Werte haben. In Formeln: 
Zu r existiert N, so daB s” = s, fiir 9 = 1,2,...,7, wenn nurn 2 N. 
Die notwendige und hinreichende Konvergenzbedinqung bestcht offenbar 
darin, da8 in C die Anzahl der Anfangsnullen oder (m. a. W.) die Ordnung 
des Unendlichkleinseins mit y iiber alle Grenzen wiichst. 
Daher ist jede Reihe unmittelbur als konvergent erkennbar, deren »-tes 
Glied C’” eine unendiich kleme GréSe von mindestens »-ter Ordnung ist. 
Es sei noch ausdriicklich darauf hingewiesen, da8 diese Definition der 
Konvergenz zur Summe 
S == [0, 81, 89. 83,...] 
insofern in Ubereinstimmung steht mit dem Begriff der endlichen Summe, 
als die Gleichheit besteht: 


AnD + ce ob. cee + Com + 0 +04 0 4- ees x Cc, 
r=1 


*) Was die Konvergenzdefinition angeht, so ist dieselbe nach liebenswiirdiger 
Mitteilung des Herrn van der Waerden enthalten in seinem in FuBnote *) bereits 
zitierten Lehrbuch, namlich auf 8.214 in Formel (1), wenn man fir ¢ unendlich kleine 
GréBen cinsetzt. 

Mathematische Annalen. 118. 
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2. Differentialpotenzrethen. Nunmehr seien die a” (v = 1, 2, 3,...) reale 
GréBen (vgl. § 1, Nr. 8) und 
daz = [0, 2%, 2, 2, ...] 
eine beliebige unendlich kleine GréBe von mindestens erster Ordnung (die Be- 
zeichnung ist mit Riicksicht auf spitere Bediirfnisse gewahlt). Dann verstehen 
wir unter einer Differentialpotenzreihe eine unendliche Reihe der Gestalt 
5 a” dz’. 


v=1 


Die Konvergenz dieser Reihen ist ohne weiteres ersichtlich, da das all- 
gemeine Glied nach § 1, Nr. 5, SchluBabsatz eine unendlich kleine GréBe von 
mindestens »-ter Ordnung ist. 


3. Der Anschaulichkeit halber wollen wir die Anfangskomponenten einer 
solchen Reihe ausrechnen. Wir finden zunachst nach der Produktdefinition 


dz = (0, 2, Z, 25, ...}, da* = (0, 0, 23,2 2z,2,,...], d2* = [0, 0, 0, 29, .. J 
und daher fiir die Reihensumme den Wert: 
(0, a™ z,, a” 2+ a® 22, a” z, +a™-22,2,+a” 23, om 


4. Weiter benétigen wir noch die Gestalt der allgemeinen Komponente 
der Reihensumme. Es ist zunichst 


d2” = (0, O, ..., 0°, at, 9 .(z,), 9 o(2,)s - 


wo die gy! (z,) Summen von Produkten aus je v Faktoren x, bedeuten, was 
sich leicht durch vollstandige Induktion bestiatigen la8t: 


d2’*!—dz’.dz 
— [0-2 +0" - 21+ . + 0°"). 2, ret 2° 2, bor t 
+ PP Lyra tees +O Ht HY - 0). 


Und ss ie is Wadia iti Ws < v Null, fir 9 = » + 1 aber z}** 


und fiir 9 >»-+ 1 eime Summe von Produkten aus je y + 1 Faktoren z,,. 
W.z. b. w. 


Fir die allgemeine Gestalt der o-ten Komponente s, der Reihensumme 
findet man jetzt leicht: 


(0) s, = a 9 + a g® + ... + a@-Y ge-Y + a af. 


Hieraus geht hervor, da8 s, fiir 9 < v — 1 nur aus Gliedern der Dimension 
S vy — 1 besteht, und fiir 9 = » die Form hat 


a” zi + Glieder der Dimension < » — 1. 
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Wir behandeln jetzt das Rechnen mit Differentialpotenzreihen : 


5. Die Vervielfachung mit einer realen Konstanten c kann unter dem 
Summenzeichen vorgenommen werden: 


c Dy ada’ = Dy (ca) da’. 


v=1 v=1 
Beweis. Die Sangrenngnenan der zu multiplizierenden Reihe 
ergeben sich aus £ a” dz’, wenn nur » > N; also ergeben sich die 


Anfangskomponenten der mit c multiplizierten Reihe aus 


c zs ada = z (ca™)da2*, wenn nur n= WN, 
r=1 


d.h. aus der Partialsumme der unter dem Summenzeichen multiplizierten 
Reihe. 


6. Die Addition (Subtraktion) zweier Differentialpotenzreihen kann 
gliedweise vorgenommen werden; in Formeln: 


Dy ada’ + Dy dz’ = Dy (a + bo) dx’. 


v=l1 v=1 v=1 
Beweis. Die » Aangmnpenenian der Aggregatreihen ergeben sich aus 
z a” dz’ bzw. z b dz’, wenn nur » = N, bzw. n => Ng; also ergeben sich 


v=1 


die Aateaagremmeniils der Summe (Differenz) aus 


5 ada’ + Dy Ida = E (a + 6) da”, wenn nur n= max (N;j,N,), 
v=1 val 


v=1 
d.h. aus der Partialsumme der gliedweise addierten (subtrahierten) Reihe. 


7. Die Multiplikation zweier Differentialpotenzreihen erfolgt nach der 
Cauchyschen Regel; in Formeln: 


5 ada’ - by boda” = 5 (a BO-D 4 a ho-B 4 ... 4+ ah H da’, 
v=1 v=1 v=2 
Beweis. Die Anfangskomponenten jeder Faktorreihe ergeben sich wie 
vorstehend; also ergeben sich die Anfangskomponenten des Produktes aus 


% 


s adz'- Sode -_ s (a® be -D 4 a Ho-D 4 ... 4 ah-D 6M) dar 


*=1 v=1 v=2 


+ Glieder héherer Ordnung, wenn nur » > max (N,, Nz) 


und daher schlieBlich aus der Partialsumme der Cauchyschen Produktreihe. 
47* 
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8. Ein Nullitdtssatz. Wenn die Gleichheit besteht 
= a“ dz' = 0 fir einen einzigen Wert von dz mit xz, + 0, 


so verschwinden alle Koeffizienten der Differentialpotenzreihe. 


Beweis. Aus der Voraussetzung folgt zunichst nach Nr.3 dieses 
Paragraphen 


az, =0, also a” =0, 


und, wenn das Verschwinden der ersten 9 — 1 Koeffizienten bewiesen ist, 
aus der allgemeinen Gestalt. (0) der o-ten Komponente der Reihensumme 
(nach Nr. 4) 


8, 0. gf? + 0. 9 aT 0. gf + a) 2f = 0, also a — 0. 


9. Ein [dentttdtssatz. Wenn die Gleichheit besteht 


Ladz' = JF b dz’ fiir einen einzigen Wert von dz mit z, + 0, 


v=1 v=1 
so stimmen die Koeffizienten gleicher Nummer iiberein. 


Beweis. Klar. 


§ 3. 
Die Deckfunktion einer reellen Funktion. 


1. Das spezielle Differential des Arguments. Indem wir die friiheren Be- 
zeichnungen ein klein wenig abandern, setzen wir: 


X = (a, 2, 2g, Zg,-.-.}, = = [z, 0,0, 0,...], ds = (0, 2, Ze, 25, ..-); 


Wir verstehen also speziell unter dz eine beliebige unendlich kleine GréBe 
von mindestens erster Ordnung, und es gilt stets die Bezichung 


X r+ dx. 


2. Das erste speztelle Differential der Funktion F der gemiseliten Veriinder- 
lichen X benétigen wir zuniichst ebenfalls nur an den realen Stellen x und 
erkliren es daselbst durch die Formel 


adF(z) — K(x 4+ dz) -- F(z) 


als eine richtiggebende Differenz. 
3. Wir gehen jetzt daran, bei einer gegebenen, beliebig oft differentiier- 
baren reellen Funktion /(z) die zugehérige gemischte ,,Deckfunktion“ F(X) 
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der gemischten Verinderlichen X zu konstruieren. Der Grundgedanke, von 
dem wir dabei ausgehen, besteht darin, da8 zunichst emmal die Beziehungen 

F(z) =f(z), F(z) =f (2), F(z) =f") --. 
gelten sollen, und da8 ferner an die Stelle der Formel 
dF (zx) = f'(z) dz, 


die in einer Differentialrechnung mit Differentialen von nur erster Ordnung °) 


gilt, jetzt, wo es sich um die Rechnung mit Differentialen aller Ordnungen 
handelt, die Formel tritt: 


dF (2) = EF otip (x) da", 


in welcher réchts die ,, Taylorsche Differentialpotenzrethe“ steht. Wir kommen 
auf diese Weise zu der Definition 


(1) F(X) = F(z +dz) = F(x) +dF(2) = f(z) + E vt f(a) dar. 
v=1 


Die Anfangskomponenten von F(X) lassen sich nach § 2, Nr. 3 leicht angebeu 
Wichtiger ist die allgemeine Gestalt der 9-ten Komponente, die sich nach 3 -, 
Nr. 4, Formel (0) ergibt: 


yy = 1 (a) p(w) + 20 f(x) @P (ae) + = + 


+ (9g—1)!-1 fe-Y(x) p@-? (a) + of 1 f(z) af (@ = 1,2,3,...). 


Aus der Definition (1) der Deckfunktion ist fiir dz = 0 ersichtlich, da8 
in der Tat die Beziehung gilt: 


(2) F(z) = f(a). 


4. Ein interessanter Nullitdtssatz besteht fiir die Deckfunktionen; er 
lautet: Wenn bei einer gegebenen Deckfunktion F(X) die Beziehung besteht 


F(z) = 0 fiir alle realen z, 
so gilt identisch 


F(X) = 0 fiir alle gemischten X. 
Beweis. Die Voraussetzung deckt sich wegen (2) mit der Gleichung 


f(z) = 0 fiir alle reellen z. 
Daher gilt aber 


f(z) = 0 fir alle reellen z, 


und jetzt folgt aus \1) die Behauptung. 


5) Vgl. meine friihere Arbeit: Modell einer Differentialrechnung mit aktual un- 
endlich kleinen GréBen erster Ordnung. Diese Annalen, Bd. 118, S. 251. 











726 L. Neder. 


5. Der zugehérige Identitatssatz lautet: Wenn fiir zwei gegebene Deck- 
funktionen F(X), G(X) die Beziehung besteht 
F(z) = G(x) fiir alle realen z, 
so gilt identisch 
F(X) = G(X) fiir alle gemisechten X. 


Der Beweis liegt auf der Hand. 


6. Aus vorstehenden Betrachtungen folgt leicht der 

Satz. Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Identitat 
aweier Deckfunktionen F(X), G(X) fiir alle gemischten X besteht in der Identitat 
der zugehérigen gedeckten reellen Funktionen {(z), g(x) fiir alle reellen x. 


Beweis. Als notwendig und hinreichend ergibt sich trivialerweise 
bzw. nach dem Identitatssatz die Bedingung 
F(z) = G(z) fiir alle realen z, 
und diese deckt sich wegen (2) mit der folgenden: 
f(z) = g(x) fir alle reellen z. 


7. Nunmehr verstehen wir unter der v-ten Abgeleiteten einer gemischten 
Funktion F(X) die Deckfunktion der »-ten Ableitung f(z) der am F(X) 
gehérigen gedeckten reellen Funktion /(z). 


Durch diese Definition sind wegen (2) die noch fehlenden Beziehungen 
F(z) = f(z), » =1,2,3,... 


gesichert. Ihretwegen kann dann die Taylorsche Differentialpotenzreihe 
folgendermaBen geschrieben werden: 


dF(z)= ZS vl P“(2) dz’. 


r=] 
8. Fiir den iibernachsten Paragraphen notieren wir noch den folgenden 
Hilfssatz. Es ist 
aF (2) = &1; 


wenn wir allgemein mit ¢, eine unendlich kleme GréBe von mindestens »-ter 
Ordnung bezeichnen. 


Beweis. Die Taylorsche Differentialpotenzreihe (vgl. oben, Nr. 3) 
zeigt, daB die linke Seite die Summe einer unendlichen Reihe von un- 
endlich kleinen GréBen von je mindestens erster Ordnung ist, woraus die 
Behauptung folgt. 
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§ 4. 
Der Kalkiil der Ableitungen. 


1. Die Methode. Es handelt sich hier um den Nachweis der Gleichheit 
zwischen emer gegebenen Abgeleiteten F(X) und einem durch Rechnung 
gefundenen Ausdruck G(X). Zu diesem Zweck gehen wir aus von der 
gegebenen Taylorschen Differentialpotenzreihe (§3, Nr.7, am Schlu8) 


dF(2) = ¥ v!-) F(2)d2" 
v=1 
und vergleichen dieselbe mit einer durch Rechnung gefundenen Entwicklung 
d F(z) = Dy v!-1G4,(z) da’. 
v=1 


Dany. jiefert der Identitatssatz fiir Differentialpotenzreihen (§ 2, Nr. 9) die 
Gleichheit 


F(z) =G,(z) fir alle realen z. 


Und hieraus folgt nach dem Identititssatz fiir Deckfunktionen (§ 3, Nr. 5) 
die Gleichheit 


F(X) = G,(X) fiir alle gemischten X. 
2. Fir die Summe (Dijfferenz) zweier Deckfunktionen sei 
F(X) = U(X) + V(X). 
Daher wird 


dF (x) = {U(x + dz) + V(x +da)} — {U(z) + V(a)} 
= {U(x + dz) — U(a)} + {V(x + dz) — V(z2)} 


= dU (z)i+dV(z) = r v!-1 0) (2) da" + Dy v!-1 Vo (2) da” 
v=1 


cm 
= E ot 02) + V(2)}d2", 
und das Resultat lautet : 
P(X) = 0 (X) + V(X). 
3. Fir das Produkt zweier Deckfunktionen sei 
F(X) = 0(X)- V(X). 
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Dann wird nach iiblicher Rechnung 


aF(z)= 0 (2 + dz). V(x + dz) — U(z)- V(z) 
= U(2)dV (x) + dU(z)-d V(x) + V(x) dU(z) 


= U(2): Fol VO (a) dar + FS v1 UM(@) dar. F vl! Vora) dar + 
veel r=1 v=1 


+V (2). Sv! U™(2z) da’ 
v=1 


E yl \U (2) Voz) + (j)7@ VO-D(z) +--+ + 


v=] 


+ = = 1) Ue-0(2) V'(2) + U(x) V(2)\ da’ 


und das Resultat Jautet 
PO(X) = O(X) V(X) + (7) OX) Ve-M(X) + + 
+(, : 1) Ue-(X) V’(X) + U(X) V(X). 


4. Um den Quotienten behandeln zu kénnen, geniigt es, die Reziproke zu 
erledigen: Sei also 
1 
F(X) = Vix): 
Daraus folgt 
dF(z) 1 1 Vie+dz)—V(z) _ -—— dV (zx) 


SSS > rr ——VWm)Vieidz) = 
Viz+dz2) V(z) V (z) V(z+ dz) via(1+ FO) 


_ Vey _ yy ( ee | 
os > pari @V ay = a” V(2)da) . 


a=l A et 











Nach dem Zusammenfassen gleich hoher Potenzen von dz ist wieder die 


Koeffizientenvergleichung méglich, deren Anfangsresultate (mit X statt z) 
lauten: 


a —1 ’ ue —1 ” 2 , 
F(X) = vay" (), FP" (X) = va (X)+ pap Y (X), . 


5. Bei der Funktion von einer Funktion ist 


F(X) = ®(U(2)). 
Dann wird 


aF (2) = ©(U(z + d2)) — ®(U(2)) = 0 (U(z) + dU (z)) — O(U(a). 
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Hierin ist dU(z) eme unendlich kleine GréBe mindestens erster Ordnung, 
also von derselben Beschaffenheit wie dz, und U (z) ist eine reale GréBe, so daB 
wir erhalten 


dF (2) = Eu (U(x) -(dU (2) 


= 5 p!-1 GU (2) -( by yl U(z)dz"). 
u=l1 vr=1 

Wiederum ist nach erfolgter Ordnung*) nach Potenzen von d z die Koeffizienten- 
vergleichung méglich, deren Anfangsresultate lauten: 

F(X) = @ (U(X). 0'(X), 

F" (X) = ®' (U(X))- 0" (X) + O" (O(X)) - U' (XY, ... 

6. Bei der umgekehrten Funktion ist 
Y =F(X), X =@(Y); also X = O(F(X)). 
Setzt man darin X = x + dz, so wird (unter Benutzung von Nr. 6) 
a+dz = (F(z +dz)) = O(F (x) + dF(z)) 


= O(F(@) + ¥ pl G(F(2)).( 5 vi-1 F(2) dz") . 
u=l1 v=l1 


Nach Ordnung und Koeffizientenvergleichung ergibt sich (zunachst fiir 
kleine x, und daher auch fiir groBe X): 


1 = (F(X) -F’(X), 
0 = @ (F(X) F’(X) + 0" (F(X) - F(X, 


-€ 2 wel ere Gl’ OF se Soe 16.6 188 8 


Aus diesem System ergibt sich zunachst F(X) und weiterhin F’ (X), F(X), .. . 


6) Aus Griinden der Vollstandigkeit miissen wir hier eine reihentheoretische Be- 
merkung einfiigen. 

Man erkennt zunichst, daB die beiden vorstehenden (miteinander iibereinstimmen- 
den) Reihen aus den davor angegebenen Griinden in der vorliegenden Anordnung kon- 
vergent sind. 

Weiter ergibt sich dann, daB die Umordnung der Zeilensumme in die Spaltensumme 
erlaubt ist, also daB 


= ( Py om” dz") - = ( Py dM dz"). 
a=l‘vee v=l‘«=l 

Denn fir 9 = 1,2,...,7 ergeben sich die zugehérigen Komponenten der beiden 

Reihensummen aus 


r r r , 

p ( = cs da") bzw. Py ( = ci“, ¥) dz"), 
p=mi ‘vp v=l1‘sa=1 

also aus einer und derselben gemischten Zah]. Und jede Komponente behalt ihrenWert 

bei, wenn r vergréBert wird. , 
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§ 5. 
Der Kalkiil der Differentialquotienten. 


Nachdem wir vorstehend den Kalkiil der Ableitungen behandelt haben, 
kénnen wir jetzt darangehen, Formeln fiir die »-ten Differentialquotienten 
der zusammengesetzten Funktionen abzuleiten, die allerdings (im Gegensatz 
zu den fiir die Ableitungen erhaltenen Formeln) immer nur bis auf unendlich 
kleine GréBen von mindestens erster Ordnung gelten. 

Neben den Differentialen des § 3 bendtigen wir jetzt noch die folgenden: 

1. Das allgemeine Differential des Arguments 

X = [z, 2, %, %,-..] heibt dX = (0, 4, %, %,...]; 


es ist (wie seinerzeit dz) eine beliebige unendlich kleine GréBe von mindestens 
erster Ordnung. 
2. Das allgemeine v-te Differential der Funktion der gemischten Variablen X 
an der Stelle X ist erklart durch die Formeln 
aF (X) = F(X + dX) — F(X); ad’ F(X) -=d(@’-'F(X)), » = 2, 3,4,.... 
Es ist also eine ganz gewohnliche »-te Differenz 


d’ F(X) = Y(-1y-+(2) r(x 4 aay, y = 1,2,3,... 


ae=0 
3. Nunmehr ergibt sich (in der Bezeichnung von § 3, Nr. 8) der folgende 
Satz 1. Es ist 
a’ F(X) = F(X) - dX’ + «,,,. 

Beweis. Wir fahren zunichst eine Formel an, die wir friiher abgeleitet 

haben und jetzt zum Beweis nétig haben: Nach § 2, Nr. 4 gilt bei 
dz = (0, 2, %g, 2g, ...] 
zunachst 
dz’ = (0, o,...,0""", &, 9, (2,), 92, (@,) ---J 

— wo die g{(z,) Summen von Produkten aus je » Faktoren z, bedeuten —, 
so daB sich weiter ergibt 


aX’ = (0, o,..., ~”, (wy, 9, (x) 92.9(2), - - -]}- 


v+1 
Nunmehr gehen wir zur Bildung des »-ten Differentials fiber: Man hat 
zunachst 
dzx+adX =[0,2,+ a2, % + a2, 23 + a%,...] 


und daher 


F(X + adX) =F(x+ (dx +adX)) = (F(z), y1, ye, ys, ---], 
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wo nach § 3, Nr.3 und Nr.7 

Y, = 1 F(z) g(a, + am) +--+ +(e — 1)? FO“ (2) gf (a, + a2) 
+ o!-1 F® (2) - (x, + az)’. 

Darin ist F(z) und (nach dem SchluBsatz von § 2, Nr. 4) y, fiir 9 = 1,2,..., 


vy — lina vom Grade < v — 1, so daB die zugehérigen Komponenten bei der 
Bildung der »-ten Differenz verschwinden. Weiter ist fiir 9 = » 


y, = v!* F® (2) a’ (z\)’ + Glieder, die in « vom Grade < » — 1, 

so daB als v-te Komponente von d’¥(X) lediglich verbleibt 
vt? F(a) vl (z})’. 

Mit Riicksicht auf den oben berechneten Wert von dX" erhalten wir daher 
schlieBlich 

d’ F(X) = F(z) -dX' + ¢,,, = (F(X) — dF" (x) -dX' + ¢,,,, 
und dieser Ausdruck ist wegen des Hilfssatzes in § 3, Nr. 8 

= F(X) - dX" — 8, -dX" + @,,, = F(X)-dX'+¢,,,, 

also gleich dem behaupteten Wert. 

4. Leicht folgt jetzt der 


Satz 2. Es ist, wenn jetzt noch obendrein x, + 0, also m.a. W.dX unend- 
lich klein von genau erster Ordnung, 
d’ F(X) 
dx” 


Beweis. Nach dem Satz der Nr. 6 des §1 ist in der Behauptung des 
vorigen Satzes 


= F(X) + «,. 


vt = 8, 4, = eX", also d’F(X) = (F(X) +) -dX, 


woraus die Behauptung von Satz 2 folgt. 

Es geniigt nunmehr, zwei Beispiele vorzufiihren, um die allgemeine 
Beweismethode zu erkennen, die auf dem Satz 2 beruht: 

5. Zunichst das Produkt 
F(X) = U(X)- V(X). 
Hier ergibt sich 
a’ F (X) 
dX’ 
und hieraus folgt bei nochmaliger Anwendung von Satz 2 
a’ F(X) _ » (fem a2 V(X) 


axe fe, \%/ aX* =X? 





= F(X) + = 3) (3) 0X) Ver(X) + a1, 
a=0 : 





+ €). 
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6. SéhlieBlich betrachten wir die Funktion von einer Funktion und speziell 
die friiher gefundene Forme] fiir F(X); aus ihr folgt bei 
F(X) = &(0(X)) 
die Gleichungskette 


ad? F(X ” 
ox = F'(X)+ 4 


= £ (U(X))-U"(X) + &" (U(X))-U' (XP + «1 


= # (U(X) “AP + 0 (UK): (SPY) +4. 


womit auch hier die gewiinschte Formel gefunden ist. 








§ 6. 
Schlu8wort. 
Zum Schlusse der vorliegenden Arbeit machen wir den Leser darauf auf- 
.merksam, da8 es eine interessente Fragestellung ist, den Vorrat an speziellen 
Funktionen zu betrachten, der sich unter unseren Deckfunktionen vorfindet. 
Wir beschranken uns hier auf die Vorfiihrung zweier Beispiele: 


1. Die Exponentialjunktion. Sie ist die Deckfunktion F(X) der reellen 
Funktion /(z) = e* mit den Ableitungen f(z) = e*, so daB sich aus §3, Nr. 3, 
Gleichung (1) ergibt 

eX = F(X) = fz) + Foot pme@yde =e -(14 F v-tda’), 

v=] v=1 
Fiir diese Funktion gilt das Additionstheorem, das z. B. folgenderma8en 
durch Rechnung bewiesen werden kann: 


\ 


eX’ +x" = ez +2" (1 + 5 v!i-l(da’ +dz"y/) 
v=1 


_ ez’ +2". (1 + Dy y a!-! (dz’)* ° (y _ a)!-} (@z"y-*) 


r=le=0 


e. (1 aa E vt (da’y)-e"-(1 a Dy vit (da) as e*.e%", 


vasl 
2. Der natiirliche Logarithmus. Er ist die Deckfunktion F(X) der reellen 
Funktion /(z) = log (x > 0) mit den Ableitungen f” (x) = (—1)’~"(v —1)! 2", 
so daB sich nach der vorgenannten Formel ergibt 


oo - s—2 : 
Ebenso gilt 


ral] 


Log X’ + Log X” = Log (X’X"). 


(Eingegangen am 3. 5. 1941.) 
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Einleitung. 
Im ersten Teil der vorliegenden Abhandlung!) wurde im wesentlichen 
das Dirichletsche Problem bei der Funktionalgleichung 


L(u) = — | ds + | (3¢aa + oe dB + u dC) 


. i 


fiir hinreichend kleine und hinreichend regulire Gebiete gelést. 


1) Vgl. Math. Annalen 117, S. 694—727, im folgenden mit I zitiert. 
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Im folgenden wird das Dirichletsche Problem in seiner allgemeinsten 
Form?) fiir beschrinkte Gebiete behandelt. Die Ausfiihrungen sind in drei 
Abschnitte gegliedert. In den beiden ersten wird das Problem zunichst unter 
einem wesentlich allgemeineren Gesichtspunkt, nimlich ohne Bezugnahme 
auf eine bestimmte Funktionalgleichung in Angriff genommen.: Anla8 und 
Ausgangspunkt hierfiir ist die bekannte Arbeit von O. Perron ,,Eine neue 
Behandlung der ersten Randwertaufgabe fiir 4u = 0“ 8) die seitdem bereits 
mehrfach Gegenstand interessanter Untersuchungen geworden ist. 

Fiir ein System von Kreisen x in dem beschrinkten Gebiet 2, ist eine 
lineare Operation L, , definiert, d.h. ee gewisse stetige Funktion, die auf 
dem Rande des Kreises die stetigen Randwerte / annimmt. Der Operator L 
ist im wesentlichen zwei qualitativen Bedingungen unterworfen. Er erfiillt 
ein bestimmtes Maximumprinzip und besitzt eine gewisse Kompaktheitseiyen- 
schaft (vgl. die Eigenschaften I bis V in § 1). 

Unter diesen allgemeinen Voraussetzungen gelingt es bereits durch Aus- 
gestaltung des Perronschen Existenzbeweises, den Definitionsbereich der 
Operation auf beliebige Gebiete zu erweitern und jeder beschrankten Rand- 
funktion (mindestens) eine solche Funktion im Innern zuzuordnen. In § 5 
wird eine neue Bedingung eingefiihrt, mittels deren fiir den Operator L 
die Lésung des Dirichletschen Problems fiir Gebiete mit stetig gekriimmten 
Randkomponenten im klassischen Sinne gesichert werden kann °). 

Dem zweiten Abschnitt, welcher den von N. Wiener und 0. D. Kellogg 
eingefiihrten Begriff der Kapazitat zur Charakterisierung des Randes benutzt, 
liegen zwei weitere wesentlich schirfere Bedingungen zugrunde (vgl. § 7). 
Hervorgehoben sei das Ergebnis, da8 man unter diesen immer noch sehr all- 
gemein gehaltenen Bedingungen bereits vollstaindig die bekannten Resultate 


*) Vgl. hierzu am besten O. D. Kellogg, Foundations of potential theory. 

*) Math. Zeitschr. 18. Unter den einschligigen Arbeiten seien hervorgehoben: 
C. Carathéodory, On Dirichlets Problem. Amer. Journ. of Math. 59 (1937); M. Brelot, 
Familles de Perron. Acta Szeged IX (1938/40); G. Fubini, Sopra una nuova classe di 
problema al contorno. Rend. Pal. 61 (1937). Die vorliegende Verallgemeinerung der 
Perronschen Arbeit ist die Ausgestaltung eines Vortrages, den ich 1933 im Mathe- 
matischen Seminar zu Breslau gehalten habe. Insofern es sich auch hier um die Be- 
freiung von einer speziellen Funktionalgleichung handelt, beriihrt sie sich mit der soeben 
zitierten Arbeit von Fubini. Bei dieser handelt es sich jedoch nicht um eine Verall- 
gemeinerung des Poissonschen Integrals selbst, sondern nur der Mittelwerteigenschaft 
desselben. Insofern erscheint der Ansatz von Fubini noch allgemeiner. Er hat dafir 
allerdings den Nachteil, da8 er an ein festes Gebiet gekniipft ist, fiir das die Randwert- 
aufgabe zu lésen ist; auBerdem ist das Ergebnis insofern noch nicht befriedigend, als 
dort die Erfiillung der Randbedingung nur unter der Bedingung bewiesen wird, daB sie 
auch von einer gewissen Ober- und Unterfunktion erfillt wird, wahrend hier die wirkliche 
Existenz allgemeinerer Gebiete bewiesen wird, fiir welche das Problem sicher lésbar 
ist. Methodisch werden wir uns mehr an die zitierte Arbeit von Brelot anlehnen. 
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der Potentialtheorie erhilt, insbesondere also die Identitaét der reguliren 
Randpunkte fiir den Operator Z mit denen fiir Au. 

Im dritten Abschnitt wird unter Zugrundelegung der Bedingungen (C, ,) 
von I (S 714) gezeigt, daB der dort eingefiihrte verallgemeinerte elliptische 
Operator L(u) alle aufgestellten Forderungen erfiillt, und mithin fiir ihn das 
Dirichletsche Problem in demselben Umfange lésbar ist, wie in der Potential- 
theorie. Die Befreiung von der schirferen Bedingung (C,) wird gelegentlich 
einer Fortfiihrung dieser Untersuchungen erfolgen. _ 


1. Das klassische Problem. 


§ 1. 
Der Operator L, ,. 
In einem gewissen Grundgebiet 2) (offenes Kontinuum) sei ein System S 
von Kreisen x wie folgt definiert: 
Jeder Kreis x liegt mit seinem Rande in 25. Gehért x zu G, so gehért auch 


jeder Kreis in x zu G. Jeder Punkt von 2 ist Mittelpunkt wenigstens eines 
Kreises aus ©. 


Sei x irgendein Kreis aus S. Jeder stetigen Funktion / der Bogenlange 
auf dem Rande von x wird im Innern eine Funktion 
L, AP ) 
zugeordnet, die folgende Eigenschaften besitzt: 


I. Stetigkeitsbedingung. L,,(P) ist stetig in x und schlieBt sich 
stetig an die Randwerte / an. 


II. Eindeutigkeitsbedingung. Liegt x’ in x, und setzt man 

L,,(P) = «(P), so ist in x’ 
L,(P) = L, ,(P). 
III. Linearitat. Bei festem x gilt fiir beliebige reelle Zahlen 4, u 
Dae ng,s = AL,, + HL, ,. 

IV. Maximumprinzip. Sei L,,(P) =«(P). Ist in einem inneren 

Punkte Py von x, bzw. in einer Vollumgebung U von Py 
u(Po) -_ 0, u(P) s (Po) (P € UV), 
so ist in U 
u(P) = u(Po). 
V. Kompaktheitsbedingung. ~ sei ein fester Kreis aus S. Dann 


ist die Gesamtheit der Funktionen L, ,, deren Randfunktionen gletchméapig 
beschrinkt sind, in jedem inneren Punkte gleichgradtg stetig. 
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Wir nennen eine Funktion «(P), die fiir jeden Kreis aus S der Gleichung 
L, ,(P) = «(P) geniigt, ee Lésung in 2, oder kurz Lésung. 

1. Folgerungen aus Bedingung IV. Es gilt ein zu IV analoges Minimum- 
prinzip: Nimmt eine Lésung in P ein negatives Minimum an, so ist sie in emer 
Umgebung von P konstant. 

Es gilt 

Max |L,,.(P)| = Max |f| 
mit der Verscharfung bei nichtkonstantem f fiir innere Punkte von x 
| Ly, .(P)| < Max | /\. 


Konvergieren die stetigen Funktionen /, gleichmaBig gegen /, so kon- 
vergiert auch L, ,(P) gleichmaBig gegen L, ,(P). 

Beim Beweis der ersten Aussage ist auch III zu benutzen. 

Definition 1. Q sei eine beliebige beschrinkte offene Punktmenge 
in 2g. Eine in Q stetige Funktion v(P) heiBt L-konkav (bzw. L-konvez) in Q, 
wenn fiir jeden Kreis x aus S in Q die Ungleichung 


o(P)=L,,(P) ((P)<L,,(P)) (Pex) 
gilt. 

Durch Multiplikation mit —1 gehen Z-konkave und L-konvexe Funk- 
tionen ineinander iiber, Fir das folgende ist der Umstand von Wichtigkeit, 
da8 es fiir die L-Konkavitaét einer Funktion v bereits geniigt, da8 es um jeden 
Punkt P von 2 als Mittelpunkt iiberhaupt eimen Kreis x» in 2 gibt derart, 
da8 die obige Ungleichung fiir xp und jeden kleineren konzentrischen Kreis 
gilt. Andernfalls miifte namlich fiir wenigstens einen Kreis x in 2 und emen 
Punkt P in x gelten o(P) <L,,(P). Die Funktion V = v — L, , hatte 
dann im einem Punkte P, von x ein negatives Minimum. P, sei so gewahlt, 
da8 in jeder Nahe Punkte liegen, fiir welshe V(P) > V(P,) ist. x* sei nun ein 
hinreichend kleiner Kreis um P, in x, fiir welchen v(P,) 2 L, ,.(P;) gilt. 
Dann ist, — L, ,.(P) = w gesetzt, 

Lye =D, + Lye =D, +w (wegen I). 
Also 
V(P,) = o(P;) + w(P,) = L, (Py) + (Py) = Ly, (Pi). 
Anderseits ist V(P,) das Minimum und, da V auf dem Rande von x* nicht 
konstant ist, wegen IV L, ,.(P;) > V(P;) im Widerspruch zur letzten 


Ungleichung. 


Definition 2. Als obere (bzw, untere) Hiille H(P) von Funktionen 
w(P) tiber einer Punktmenge w bezeichnen wir die Funktion, welche in jedem 
Punkte gleich der oberen (bzw. unteren) Grenze der w(P) ist. 
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Die meisten der folgenden kleinen Satze sind nur fiir Z-konvexe Funk- 
tionen formuliert, doch gilt natiirlich entsprechendes auch fiir L-konkave. 


2. Die Randfunktionen f/ seien gleichmaBig beschrinkt. Dann ist die 
obere Hiille H von L,, in x L-konvex. 


Beweis. Wegen der gleichgradigen Stetigkeit der L,, nach V ist H 
im Innern von x jedenfalls stetig. Liegt x* im Innern von x, so kénnen wir 
also L,, ,. bilden, und es ist wegen IV, wenn L, ,(P) = v(P) gesetzt wird, 


Ly (P) = L, .(P) = v(P). 


Da dies fiir jedes v(P) gilt, so auch fiir ihre obere Hille; mithin ist 
Ly, (P) = H(P), 


w. z. b. w. 

Ganz ahnlich beweist man 

3. Die obere Hiille H von in 2 L-konvexen Funktionen ist, falls in Q stetig, 
wiederum L-konvez. 

4. Ist v L-konvex und in jedem Randpunkte p von 2 der obere limes v(p) 
nichtpositiw, so ist in 2 itiberall 


vo(P) <0. 


Beweis wie bei dem entsprechenden Satze bei subharmonischen Funktionen. 

5. Ist v(P) L-konvez, und ersetzt man in einem Kreise x aus G, der auch 
in 2 liegt, v(P) durch L, ,(P), so ist die hierdurch entstehende Funktion 
v,(P) wiederum L-konwex in 2. 

Dies beweist man unter sinngemaSer Ubertragung und leichter Abanderung 
genau wie den Hilfssatz 2 bei Perron. Man hat dabei noch folgendes zu be- 
nutzen, Seiu = L,, auf dem Rande s eines in x gelegenen Gebietes w nicht 
negativ 

u(P) >0 (P € 8), 


dann ist auch iiberall in w 
u(P) = 0. 


Andernfalls hatte u in w ein negatives Minimum j, und man folgert leicht aus 
dem Minimumprinzip, da8 die Punktmenge, auf welcher 


u(P) =u 


ist, mindestens einen Haufungspunkt auf s hat, was der Voraussetzung u > 0 
auf s widersprache. 
Mathematische Annalen. 118. 48 
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§ 2. 
Konstruktion von Lésungen beziiglich 2. 


Es sei jetzt auf dem Rande S der offenen beschrinkten Punktmenge 2 
in 2, eine beschrinkte Funktion /(p)*) vorgegeben. 


(1, 2) msfsmM. 


Definition 3. Wir nennen mit Perron’) eme in 2 definierte stetige 
Funktion y(P) Oberfunktion (kurz O.F.), wenn sie in 2 L-konkav ist und fiir 
jeden Randpunkt p ihr unterer limes y (Pp) von /(p) nicht iibertroffen wird. 


Entsprechend heiBt g(P) Unterfunktion (U.F.), wenn sie in 2 L-konvex ist, 
und wenn 


(2, 2) 9(P) S f(r). 
Dann gelten folgende Sitze: 


6. Jede nichtpositive Konstante A, die m nicht iibertrifft, ist U.F. Zu 
zeigen ist nur 
AsL,,. 
Dies folgt aber sofort aus IV. 
7. 


(3, 2) y = Max (0, M) = x. 
 — ¢ ist offenbar L-konkav; wegen (2,2) hat die Funktion in jedem Rand- 


punkt eimen nichtnegativen unteren limes und ist mithin nach 4. iiberall 
nichtnegativ. 


Wir nehmen in der Folge an 
(4, 2) m Ss 0 = M. 
8. Max (m, g) ist U.F. 


Die Bedingung am Rande ist offenbar erfiillt. AuBerdem ist die Funktion 
stetig, also nach 3. wieder konvex. 


Es sei jetzt H(P) die obere Hiille der Unterfunktionen. Wegen 7. und 
(4) ist 


(5, 2) H(P) SM. 
Ersetzten wir alle U.F. g(P) durch 
@m(P) = Max (gy, m), 


*) Mit kleinen Jateinischen Buchstaben bezeichnen wir fortan Randpunkte. 

5) Die oben gegebene Definition der Oberfunktionen stimmt mit der von Brelot 
benutzten iiberein, weicht also insofern von der Perronschen ab, als die Funktionen auf 
dem Rande nicht stetig zu sein brauchen. 
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so ist offenbar deren obere Hiille ebenfalls die Funktion H(P). Wir kénnen 
uns daher im folgenden mit der Betrachtung der U.F. mit der unteren 
Schranke m begniigen. Aus 5. folgert man leicht, daB aus einer U.F. p wieder 
eine solche, die mit p, bezeichnet werde, entsteht, wenn man g in x durch L,, , 
ersetzt. Wegen 

ms@osl,, 


ist also 
(6, 2) mS@S 7, 


Fiihren wir dies unter Benutzung eines festen Kreises x fiir alle U.F. durch, 
so folgt, daB die obere Hiille der y, wiederum mit H identisch ist. Aus (5) 
und (6) folgt 
msg, <M. 

Wegen 

PAP) =L, ,(P) 
folgt aus 2., daB H(P) in x L-konvex ist. Da dies fiir jeden beliebigen Kreis 
aus S in Q gilt, so haben wir das Resultat: 

Die obere Hiille H(P) der U. F. ist L-konvex, mithin auch stetig. 


Unser Zie] ist nun weiterhin, zu zeigen, daB sogar die Gleichung 
(7, 2) Lu,«(P) = H(P) 


gilt, daB mit anderen Worten H(P) eine Lésung in 2 darstellt. Zum Beweis 
kann man ahnlich vorgehen wie in den Ausfiihrungen von Brelot, nur ist 
jetzt zu beriicksichtigen, daB in unserem Falle die Konstante nicht wie in der 
Potentialtheorie Lésung zu sein braucht. 

Sei x ein abgeschlossener Kreis aus S. Dann kann man leicht wie bei 
Brelot unter Benutzung des Borelschen Uberdeckungssatzes eine U.F. ¢ be- 
stimmen, welche in x der Beziehung 


(8, 2) g(P) =H(P)—« 


geniigt. Die U.F. y,(P), die in x gleich L, ,(P) ist, befriedigt dann erst recht 
die Ungleichung (8). Da auch auf dem Rande von x 


97% = H —- 
ist, so folgt aus dem Maximumprinzip 
DL, (P) _ 9,(P) = Ly_.,x(P) - Ly AP) - L, (P) (P € z). 


denn wegen der Stetigkeit von .H haben diese Operatoren einen Sinn. Mithin’ 
gilt in x 
H(P) = 9,(P) > Ly (P) — L,,,(P). 
H - 
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Da wegen des Maximumprinzips 


OSL, (P) Se 
ist, so folgt erst recht 


H(P) = Lu,.(P)—« 
fiir jedes ¢. Also ist 


(9, 2) H(P) = Lu,+(P). 


Dies zusammen mit der I+Konvexitat ergibt schlieBlich das gewiinschte 
Resultat. 


In ganz entsprechender Weise erhalt man fiir die untere Hille H(P) 
der O.F. ebenfalls die Gleichung 


(7, 2) Ly,,(P) = H(P). 


Aus der Beziehung (2, 2) fiir die U.F. und der entsprechenden fiir die 
O.F. ergibt sich 


v(p) = fp) = 9p), 
v(p) — 9p) = 0. 
Fiir die untere Grenze y(P) — (P) der Funktionen y(P) — ¢(P) im Rand- 
punkt p folgt mithin = 
v(P) — 9(p) = y(p) — op) = 0. 
Da aber y(P) — 9(P) L-konkav ist, so folgt aus 4. die Giiltigkeit von 


(10, 2) y(P) — 9(P) 20 
in ganz 2, und daraus 

(11, 2) H(P) = H(P) 
in Q. 


Aus diesen Betrachtungen allen kénnen wir zunachst noch nichts Naheres 
iiber H und H erschlieBen. Ja, wir miissen emriumen, da8 unter Umstanden 
H und © identisch Null sind. 
~ Die Funktionen H und # sowie alle dazwischen liegenden Lésungen 
bezeichnen wir im folgenden einfach mit «u(P) oder uz, y). H(P) und H(P) 
nennen wir auch Hauptlésungen. 

Fir den Fall, da8 2 mit emem der Kreise x aus S zusammenfillt, ist 
bei stetigem /(p) L, ,(P) offenbar sowohl U.F. wie O.F. und mithin 


H(P) = H(P) = L,,,(P). 
Wir bemerken noch, da8 H und H und damit jede Lésung u tiberhaupt 
das folgende Maximumprinzip erfiillen 


sup |«(P)| < sup |/(p)|, 





Elliptische Differentialgleichungen. II. 741 


denn es ist ja y(P) =sup|f(p)| eine O.F. und g(P) = — sup|f(p)| U.F. 
Ist jedoch bekannt, da8 u nicht konstant ist, dann gilt cogar 


|“(P)| <sup|f(p)|, 
wie man leicht aus IV folgert. 


§ 3. 
Verhalten auf dem Rande bei kleinen Gebieten. 


Wir untersuchen nun, inwieweit die im vorigen Paragraphen konstruierten 
Funktionen H(P) und H(P) die folgende von Perron aufgesteilte Rand- 
bedingung 


(R) i(p) S u(p) S u(p) < FP) 


erfiillen; u(p) baw. u(p) bedeutet den unteren bzw. oberen limes der in 2 
definierten Funktion u(P) im Randpunkte p. 

In Anlehnung an entsprechende Begriffe in der Potentialtheorie fihren 
wir folgende Defimitionen ein. 

Definition 4. p sei om Randpunkt der in 2, gelegenen Punktmenge 2. 
Dann heiBt p regular in bezug auf 2, wenn fiir jeden Durchschnitt Qx von Q 
mit emem beliebigen Kreise x um p und fir jede beschrankte auf dem 
Rande von Qx definierte Funktion die zugehérigen Lésungen H und H 
in p die Randbedingung (R) erfiillen. Andernfalls heiBt p singular. 

Definition 5. Sei t ein abgeschlossener Kreis um den Randpunkt p. 
Eine in Qr definierte nichtnegative und stetige Funktion w(P) heiBt ein 
Barrier in p fiir t beziiglich 2, wenn sie in Qtr L-konkav ist, auf dem Rande 
von t iiber einer positiven Schranke bleibt und in p den limes Null hat: 
(1, 3) lim w(P) = 0. 

P—>p 


Wir beschranken unsere Betrachtung zunichst auf hinreichend kleime Mengen 
und beweisen: 


Es sei p ein (innerer) Punkt des Definitionsgebietes 2, der Operation L. 
Wenn fiir einen hinreichend kleinen Kreis t) um p L, ,,.(p) > 0 ist, so ist p fiir 
die in Tt. gelegene offene Punktmenge 2, zu deren Rande p gehért, regular, wenn 
fiir jeden in t, Wegenden Kreis t um p ein Barrier in bezug auf Q existiert. 

Wir bemerken zunichst, da8 man jedes Barrier iiber ganz 2 L-konkav. 
erweitern kann. Denn es sei etwa auf dem Rande von rt 


(2, 3) w(P) 21+ (4 > 0). 
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Dann ist die Funktion 


w*(P) = Min (1, w(P)) in Qr 
(3, 3) = } in Q—Qr 


L-konkavy in 2. 

Beweis. Die Behauptung gilt innerhalb Qt wegen 3., mnerhalb Q— Qr 
wegen des Maximumprinzips. Ist nun P ein beliebiger Punkt von 2, so kann 
ich, falls P auf dem Rande von t liegt, wegen der Stetigkeit von w(P) auf dem 
Rande von rt, und wegen (2, 3) einen so kleinen Kreis x um P bestimmen, da8 
ir ihm noch w(P) > 1 ist, so daB in x 

w*(P) =1 
ist; dann gilt auch hier noch 
w*(P) > L,,. ,(P), 
w.z.b.w. Ist nun 
f(p) = 9, 
so kann man fast genau wie bei Perron zeigen, daB die Randbedingung 


u(p) Sf) 
erfiillt ist. Da niamlich jede positive Konstante Z-konkav ist, so ist auch 
die Funktion 
Hp) +e+C-w*(P)=y(P) (C >9) 
L-konkav, und, wenn die Konstante C hinreichend gro8 gewahit ist, eine O.F. 
Nun ist wegen der Eigenschaften von w* 


lim y(P) = f(p) +¢ 


P—>p 


und es gibt eme Umgebung U von p derart, da8 in U 
v(P) S f(p) +26, 


also erst recht 


u(P) S f(p) + 2e 
ist. Mithin gilt 


u(p) S f(p) + 2¢ 
fiir jedes ¢ und es ergibt sich schlieBlich 


(4 3) u(p) S 7). 
In gleicher Weise folgert man aus 
Hp) $0 


die Ungleichung 
(4, 3) u(p) = f(). 
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Wenn also gleichzeitig 
i”) <0 <i@) 


ist, so ist hiermit das Erfiilltsem der Randbedingung bewiesen. 
Sei jetzt etwa 


0 <f(p) < i (P). 
Dann ist, wie soeben bewiesen, 


u(p) < f(p). 


Um die andere Hilfte der Randbedingung zu beweisen, betrachten wir das 
Proble .. mit der Randfunktion 


9{9) = £(q) — © - Ly, ., (9) 
die ja einen Sinn hat, weil 2 in to liegt. Nach Voraussetzung ist 
(5, 3) L,.,(P) = > 0. 
Die Konstante C wahlen wir so groB, daB 


C-4 > I(r) 
und mithin 


(6, 3) g(p) = Hp) — Cn <0 
ist. Wegen (6, 3) ist fiir die zugehérigen Lésungen u,(P) die Randbedingung 
(7,3) ua(v) Z 90) = flv) — On 
erfiillt. Nun ist aber fiir jede zu f gehérige Lésung u 
u(P)—C-L, ,.(P) 


eine Lésung u,. Denn da L, , (P) in 2 einschlieBlich des Randes stetig ist, 
so ist, wenn z. B. y(P) eine O.F. von u,(P) ist, offenbar 


y(P) 7 C : L,,.,(P) 


eine O.F. von u. Entsprechendes gilt fiir Unterfunktionen. 
Aus der Gleichung 


u(P) =u,(P) +C-L,,,,(P) 
folgt aber sofort mittels (7, 3) 


(8, 3) u(p) = u,(p) + C-Ly,,,(p) = f(P), 
w. z. b. w. 
Wir wollen jetzt Entsprechendes auch im groBen durchfiihren. 
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§ 4. 
Verhalten auf dem Rande bei beliebigen Gebieten. | 
Satz 1. p set ein Pumkt von Q, und Rand punkt der in Qo gelegenen offenen 
Punkimenge Q. Fiir einen hinreichend kleinen Kreis t. um p sei 
L, .,(P) > 0. 
Dann ist der Randpunkt p regular in bezug auf 2, wenn fiir jeden hinreichend 
kleinen Kreis ein Barrier beziiglich p existiert. 
Beweis. S sei der Rand von Q, s) der Rand von to. Nach dem vorher 
Bewiesenen ist p regular in bezug auf die Punktmenge Qt». Jetzt sei y(P) 
eine O. F. fiir 2 und die Randfunktion f(g). Wir schreiben nun auf dem Rande 
von 2 t» folgende Randwerte g(r) vor 
g(r) = p(r) +e (e¢ >0, r ein Punkt des Durchschnitts s 2), 
9(q) = f(g) (q em Punkt des Durchschnitts (t> + s9) S), 
speziell also 
g(p) = f(p), 
g(p) = f(r), g(P) = f(P)- 
Wir konstruieren in 2 eine neue O.F. y,,(P) in folgender Weise: 
y:,(P) sei eine O. F. fiir Qro. Dann setzen wir 


¥.,(P) = Min (yf, y)  (P € Qt) 
= y(P) (P €2 — 2). 

Auf % 2 gilt 

* 

¥:,(7) = v(r) + €. 

In einer gewissen Umgebung von r gilt also noch 

vr, (P) > v(r). 
Dies gilt also auch in einer gewissen Umgebung U, von ganz 8 2, soweit sie 
zu Qt» gehért. In dieser ist folglich noch 


¥z, (P) = (P). 

Aus der Stetigkeit von y und y* in Qt, folgt somit auch die Stetigkeit von 
y.,(P) in 2. Wir haben noch die Konkavitaét von y,, zu beweisen. Dies ge- 
lingt ahnlich wie vorhin die Erweiterung des Barriers tiber ganz 2 (8. 741). 
Innerhalb 2% und 2 — 2 1, folgt die Konkavitat aus 3. bzw. aus der Tatsache, 
daB in 2 — Qt y,, = y, und y O.F. ist. Die Kreise mit den Mittelpunkten 
auf s) wahle man so klein, da8 sie noch in der Umgebung U, liezen; in dieser 
ist aber, wie vorhin bemerkt, 


%, =F 
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und die Konkavitat also ebenfalls gesichert. y,, ist also, wie behauptet, in 
2 L-konkav. 

Da nun yf, O.F. in Qt, und y O.F. in Q ist, so gilt sowohl auf S(t» + 59) 
wie auf S — S(t + 89) die Ungleichung 
x. (gq) > f(Q)- 
y,,(P) ist also in der Tat O.F. fiir 2 und die Randwerte f(g). Wegen der 
Regularitaét von p fiir Qro kann man die O.F. y? so wahlen, daB 


v7 (P) SFP) +, 
also auch 


Pro (Pp) s t(p) - é 
ist. Sei H(P) die untere Hiille der O.F. in Q; dann ergibt sich schlieBlich 


H(p) < f(). 
In véllig entsprechender Weise lat sich zeigen 


H(p) = 12) 


Damit ist der Satz vollstandig bewiesen. 
Gleichzeitig ist damit noch gezeigt: 
Aus der Regularitét im kleinen folgt die Regularitét im groBen. 


§ 5. 
Bedingung VI. Klassische Lésung der Randwertaufgabe. 


Wir fiigen den Bedingungen I—V eine weitere hinzu, die von jetzt ab 
durchweg in Geltung bleiben soll. 

VI*). Konvergenzbedingung. Ist x ein beliebiger Kreis aus S und 
konvergieren die gleichmaBig beschrinkten Funktionen /,,(p) auSer in endlich 
vielen Punkten gegen Null, so konvergieren in jedem inneren Punkte von x 
auch die Funktionen L, ,(P) gegen Null. AuSerdem sei fiir jeden Kreis 
aus S 


L, ,(P) > 0. 


Aus VI folgt speziell, da8 man den Wert einer Funktion L, ,(P), deren Betrag 1 
nicht iiberschreitet, fiir jeden inneren Punkt beliebig klein machen kann, 
wenn man ihre Randwerte auf einem hinreichend langen Randbogen gleich 
Null macht. Zieh: man eine solche Funktion von L, ,(P) ab, so kann man 
erreichen, daS die Funktion Z, ,(P) im Mittelpunkt des Kreises grofer als 


*) VI lieBe sich noch in verschiedener Weise abschwichen. Aus Griinden der 
Ubersichtlichkeit ist jedoch die obige Formulierung gewahlt worden. 
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Null ist, wenn sie nur absolut unter einer festen Schranke bleibt, und wenn ihre 
Randwerte / auf einem himretchend langen Peripheriebogen gréfer oder gleich 1 sind. 

Weiterhin ergibt sich leicht die eindeutige Lésbarkeit des Randwert- 
problems fiir stiickweise stetige Funktionen f auf dem Rande der Kreise <x. 
Man kann eine'solche leicht von oben oder von unten her durch stetige Funk- 
tionen approximieren. Wegen VI strebt die Differenz der zugehérigen O.F. 
und U.F. gegen Null; und man erkennt, da8 die Lésung H auBer an den 
Sprungstellen die Randwerte / besitzt. Dagegen weiB ich nicht, ob man um- 
gekehrt aus der eindeutigen Lésbarkeit fiir stiickweise stetige Funktionen auch 
die Eigenschaft VI folgern kann. 

Durch die Erweiterung der Operation L, , fiir stiickweise stetige Funk- 
tionen ist nun ein lineares Funktional iiber dem Raume C aller stetigen Funk- 
tionen /(p) der Strecke 0 < s < 1 (1 Lange des Kreisumfanges von ~) definiert 
mit der Norm ||/|| = Max j/(s)|. Also ist L,, mittels einer Funktion von 
beschrankter Schwankung »(s) in der Form 


L, .(P) = J #(p) dvp (p) 


darstellbar. Wir wollen nun folgendes zeigen: 


Ist {f(s)} eine Schar von gleichmapfig beschriinkten stetigen Funktionen, die 
in einem festen Punkte der Peripherie gleichgradig stetig sind, so sind auch die 
zugehdrigen Funktionen L, ,(P) in demselben Randpunkte gleichgradig stetig. 


Beweis. Wir zerlegen die Peripherie | in zwei zusammenhangende 
Stiicke s’ und s”. Fir emen imneren Punkt py von s’ ist offenbar 
lim vp(s’) =], lim vp(s’’) = 0. Es gibt also einen Kreis von hinreichend 
P—>po P—->po : 
kleinem Radius 6 um pp derart, daB yp(s’’) < e bleibt, wenn poP <6 ist. 
Nun seien die Funktionen /(p) stetig und gleichmaBig beschrinkt: | /(p)| <M. 


Wir kénnen uns auf den Fall beschranken, daB fiir alle Funktionen /(P) 


(Po) = 0 


ist. Diese seien auBerdem gleichgradig stetig in pp. Es gibt also eme Um- 
gebung s’ von pp auf | derart, da fiir alle / 


\f(p) — f(Po)| = |f(P)| <e 
gilt, falls p auf s’ liegt. Dann folgt aus poP <6 
Jie) dre(p)| < eve(s’) Se, | J f(r) drp(p)| < Mpls") < Me, 


| 
| 
| 
, 


|S 1p) dve(y)| =| {| +|[|<ea +m). 


w. z. b. w. 
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Wir beweisen jetzt die folgenden beiden Satze: 


Satz 2. Ist der Randpunkt p der offenen Punktmenge 2 < Q, auch Rand- 
punkt eines Kreises o, der auferhalb Q liegt, so ist p regular in bezug auf Q. 


Satz 3. Die Barrierbedingung von Satz 1 ist nicht nur hinreichend, sondern 
auch notwendig fiir die Regularitat eines Randpunktes. 


Aus Satz 2 folgt speziell die klassische Lésbarkeit des Randwertproblems 
fiir Gebiete 2, die von endlich vielen stetig gekriimmten Kurven berandet 
werden, wobei noch Ecken und Spitzen zugelassen sind, falls die iiberstumpfe 
Seite des Winkels auBerhalb 2 liegt. Wegen IV kann es natiirlich nur eine 
Lésung geben. 

Beweis von Satz 1. Da wegen VI jetzt immer L, ,(P) > 0 ist, so haben 
wir nur die Existenz eines Barriers nachzuweisen. Die Konstruktion eines 
solchen ist allerdings reichlich umstindlich. Den gema8 Definition 5 heran- 
zuziehenden Kreis ty mit dem Mittelpunkt p wahlen wir so klein, da8 er den 
im Satz erwaihnten Kreis o in zwei Punkten schneidet. Die Verlingerung der 
Zentrale der beiden Kreise mége den auBerhalb o liegenden Bogen des Randes 
von T, in Q schneiden. Auf dem Rande von ty wird nun in folgender Weise 
eine Funktion g(s) definiert : Q;, Qi’ und Q;, Q;’ seien zwei verschiedene Punkte- 
paare, die symmetrisch zu Q auf dem Rande s,, von Tp liegen; Qj, Qj’ liegen 
naher anQ. 8» sei der von ihnen begrenzte Teilbogen von s, , welcherQ enthiit. 
8, sei der von dem anderen Paar begrenzte Teilbogen, der Q nicht enthilt. 
Dann sei 

g(s) =e>O0 auf s% 
=-—1 auf s;. 
In den zwischen Q}, Q bzw. Qj’, Q5’ liegenden Restbégen ergiinzen wir g(s) 
linear. Die Lange von sp, und s; und die GréBe von e sei nach der Bemerkung 
zur Bedingung VI so gewahit, daB 


L,...(P) < 0 
ist. Dann gibt es einen Kreis t um p, in welchem ebenfalls noch 
(1, 5) L,,.,(P) <0 (P € tr) 


ist. Nun sei r’ ein Kreis durch p, welcher den Kreis t, in einem Punkte Q’ +@Q 
des Bogens QQ; beriihre. Qo sei sein Schnittpunkt mit der Geraden Qp. Wir 
wahlen Q’ so nahe bei Q, daB auf dem Bogen QQ von s,, noch 

(4, 5) L,..,(P) > 0 

bleibt. +” sei der zu t’ symmetrisch liegende Kreis. Setzen wir 

(3, 5) Cr,, = h(g) (ry = POs 
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wobei die Konstante C so groB gewahit sei, daB, wenn o den Radius des klemen 
Kreises t um p bedeutet, 


Co>e>0 
ist. Da ¢ das Maximum von DL, .,(P) ist, so ist mithin auBerhalb rt 
(4, 5) h(q) >e = L,,.,(P). 


Nun bestimmeh wir in t’ + 1” in folgender Weise eine L-konkave Funktion 
u(P): 

Zunichst definieren wir durch einen alternierenden ProzeB in jedem der 
Kreise t’ und tr” eine Folge von Funktionen {u/}, {t;’}: 


uw = Dye, h, =h auf s,, 

a= Dy’. +s hi’ =h auBerhalb rv’ 
=; innerhalb 1’, 

uy = Dy. e, h, =h auBerhalb rt’ 


== «,' innerhalb 1”, 
Wegen (4, 5) ist 
W, (P) Z Dye (P) eatiates 
u;’(P) > L, .,(P), vith 


9,To 


(5, 5) 


AuBerdem gilt auch noch 

u; (P) > u,(P), 

u;’(P) > uy’ (P). 

Dabei ist z. B. u,(P) = Ly: ..(P), wenn gi auf den in 1” liegenden Rand- 

punkten von 1’ gleich 0 ist, und auf dem Restbogen von s,, gleich h(g), mit 

Ausnahme eines beliebig kleinen Bogens bei Qo, auf welchem gj, durch eine 

lineare Funktion stetig erginzt wird. «;'(P) ist symmetrisch definiert. 
Nun sei «’(P) die untere Hiille der u/, u’’(P) die untere Hiille der u’’. 

Wir setzen 


(6, 5) 


u(P) = u'(P) (Pér’ —r't”) 
=u" (P) (Pe r” —1'r”) 
= Min (u’, «’’) (Peéerr’). 


Die Kreise werden dabei als offene Punktmengen betrachtet. Da, wie man 
leicht sieht, auf dem Rande von r’r” Min (u’,u’’) gleich u’ in den inneren 
Punkten von tr’ und gleich u” im den inneren Punkten von 1” ist, so ist u(P) 
also m jedem Punkt die untere Grenze der in ihm definierten Funktionen 
u;, u;’. Wir behaupten: 

u ist stetig in der abgeschlossenen Hiille von t' + t'’ mit méglicher Ausnahme 
des Punktes Qo. : 


2/07 











L107 
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Wegen V sind namlich die «; in jedem inneren Punkte von 1’ gleichgradig 
stetig. Daher sind die Randwerte aller «;’ in den inneren Punkten des in 1’ 
liegenden Randbogens von +” gleichgradig stetig, und daher auch nach den 
Bemerkungen zur Bedingung VI die u;’ selbst. Daraus folgt die Stetigkeit 
von « im Innern von rt’ + 1’. Nun ergibt sich aus (6, 5) 

“u Sulj%, 
ui’ Sula uj. 
Man kann «, so bestimmen, da8 in einem beliebigen inneren Punkte g des 


auBeren Bogens pQp von s,,, u, den Randwert A(g) annimmt; auch «}(q) ist 
gleich h(q), also nimmt « in g stetig den Wert A(q) an. Das gleiche gilt selbst- 
verstandlich auch in p. Damit ist die Behauptung bewiesen. 
Wir behaupten weiter 
u ist L-konkav in vt’ + 1”. 
Dies bedarf wegen 3. nur fiir die inneren Randpunkte der Kreise r’ und t” 
eines Beweises. x sei ein Kreis um einen in t’ gelegenen Randpunkt von 1”. 
Dann ist 
L,(P) SL, ,(P) = 4; (P), 
mithin 
L,, ,(P) < inf ui (P) = w'(P). 
Also ist 
L,, .(P) = u(P) (P € vo vr t”’). 
Bleibt noch zu zeigen, daB in t’r” auch 
L,,,(P) Su" (P) 


ist. Bedeuten s,., und s, den Rand von t”’ bzw. x, so ist auf <8, u” =u’ =u, 
mithin L, ,(P) Su =u". Aufs,c” ist L, ,(P) =u Sw’ ; also ist auf dem 
ganzen Rande des Durchschnitts xt” =o: L,, Sw”. Setzen wir L, , = »,. 
u” —v =, so gilt, da wegen 3. fiir alle Kreise t int” L,,,, Su” ist, 
L,, [winw(t Co), wahrend auf dem Rande w = 0 ist. Nach 4. ist die 
in w L-konkave Funktion w auch im Jnnern von  nichtnegativ, d.h. es ist, 
wie behauptet, 


“’>Sv=L (P Eo). 


Aus (5, 5) folgt nun Ra 
(7, 5) u(P) > L, ,,(P) 
und aus (2, 5) 

LD, .,(Qo) > 9. 
Wegen der Stetigkeit gibt es also einen hinreichend klemen Kreis t, um Qo 
und eine positive Konstante 7 derart, daB 


L,«,(P) >n>0 
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gilt fiir alle Punkte des Kreises t,. Aus (7,5) folgt schlieBlich 
(8, 5) u(P)>_  (Pen( +7") 
auf der Kontur y des Gebietes t’ + 1” — 1,(t’ + 1’), auf welcher u noch 
stetig ist, und auBerhalb r gilt also wegen (4, 5) und (8, 5) 
(9, 5) u(P) = Min (e, m) =m > 0. 
Nun schneidet der Kreis o wegen der Lage von 1’ diesen Kreis auSer in dem 
Punkte p sicher noch in einem weiteren Punkte p’. Wir kénnen den Kreis 1 
so klein gewahit denken, daB er den Punkt p’ nicht enthalt. Dann gilt die 
Beziehung (9, 5) also auf dem auBerhalb o liegenden Teile von y, also erst recht 
in den in 27, liegenden Stiicken von y. Setzen wir nun 

w(P) = Mn (u(P), 2) in Q: (r+ 1” — 1 (r' + 7”) 


7 


= 


—_ 


im Rest von 2p, 


vo| 


so ist #(P) in Qtr, L-konkav, wie man ganz dhnlich wie in friiheren Fallen 
beweist. 

w(P) ist mithin ein Barrier beziiglich 2 in p und p folglich regular, wie 
im Satz behauptet wurde. 

Satz 2 erméglicht sofort den Beweis des Satzes 3. Ist namlich p regular, 
so ist in Qr (e wieder ein Kreis um_p) jede zu den Randwerten /(¢7) = pq 
gehérige Liésung ein Barrier. Denn die in 2 liegenden Randpunkte von rt sind 
regular, so daB die Lésungen dort die Randwerte pq = konst > 0 annehmen. 

Wir kénnen jetzt die Definition 4 in § 3 dahingehend abindern, da8 wir 
im Wortlaut statt der beschrankten Randfunktionen / nur stetige benutzen. 
Denn es geniigt ja fiir die Existenz eines Barrier, wenn fiir die eben benutzte 
Funktion /(q) = pq die Randbedingung erfiillbar ist. AuBerdem geniigt es, 
die Erfiillung der Randbedingung (R) nur fiir H oder H allein zu fordern, weil 
man trotzdem immer ein Barrier konstruieren kann. Es gilt also z. B.: 

Erfiillt in allen Qt fiir alle stetigen Randfunktionen H die Randbedingung 
in p, so wird sie auch von H befriedigt’ und sie ist dann sogar fir alle 
beschrankten Randfunktionen erfiillt. 


2. Das verallgemeinerte. Problem. 


§ 6. 
Normierte Potentiale. 


@, sei ein Gebiet, dessen Rand s, nur aus reguliren Punkten besteht, 
so daB die Randwertaufgabe klassisch lésbar ist. @ mit dem Rande s sei eine 
abgeschlossene Teilmenge von w,. Die Differenzmenge w») — @ zerfallt in 
Gebiete, von denen eines, das mit w* bezeichnet werde, den Rand s» von a 
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als Randkomponente besitzt. Dor Rest des Randes von w* sei s,. Fiir das 
Gebiet w* lésen wir nun die Randwertaufgabe mit folgender Randvorgabe 


h(p) =0 (pe 8) 
=1 (pés). 


Wie sich nachher zeigen wird, sind die zugehérigen Hauptlésungen H und H 
identisch. Die Funktion 


u(P) = H(P) = H(P) 


bezeichnen wir als das normierte Potential’) von @ fiir das Gebiet wo. Die 
Bezeichnung Potential wird erst im nichsten Paragraphen ihre Begriindung 
finden. 

Um zu zeigen, da8 H = H ist, approximieren wir wp) — »* durch inein- 
andergeschachtelte Mengen w, > @,, , ; > @» — w*, die von 8 und analytischen 
Kurven s,,°) begrenzt werden. Die zugehérigen normierten Potentiale seien 
u,(P). Diese erfiillen iiberall die Randbedingung, nehmen also auf s, die 
Werte 1 an. Die Funktionen 


yn(P) = u,(P) (P.€ a — wy) 
=] (P € @,) 

kénnen daher als O.F. fiir H benutzt werden. Die L-Konkavitat laBt sich 
ohne Schwierigkeit beweisen. Die Funktionen sind auSerdem monoton ab- 
nehmend und konvergieren wegen der gleichgradigen Stetigkeit in w* + & 
gegen eine stetige Funktion u*. Wegen der Monotonie ist die Konvergenz 
in jedem abgeschlossenen Kreise r in w* sogar gleichmaBig. Hieraus folgert 
man leicht auf Grund des Maximumprinzips, d°® in t 


u™(P) = Lym,.(P) 
gegen L,. .(P) konvergiert. Es ist also 

u*(P) = Ls ,(P), 
fiir jeden Kreis rt aus S in w*. Auf s, gilt 


u*(p) S h(p). 


u* (P) ist also U.F., d. h. aber H und A stimmen iiberein und fallen mit « zu- 
sammen wie behauptet: 


u(P) = u*(P) = H(P) = A(P). 


_1) Bei dieser Definition, die fir unseren Zweck volistandig ausreicht, kommt nur 
der AuBenrand s, der Menge @ ins Spiel. Die Menge selbst ist also noch weitgehend 
unbestimmt. 

8) Vgl. O. D. Kellogg, Foundations of Potential Theory, 8S. 319. 
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Es sei jetzt Q irgendeine offene Punktmenge in 25, p em Randpunkt 
von 2 und t, ein abgeschlossener Kreis um p, @ der abgeschlossene Durch- 
schnitt von t, mit der Komplementarmenge von 2. 1 sei ein gréBerer konzen- 
trischer Kreis um p 

T > 7. 

Satz 4. Dann ist p regular oder singular, je nachdem ob fiir alle hinreichend 
kleinen Kreise t, das normierte Potential u(P) von @ fiir to in p den Randwert 1 
annimmt oder nicht. 

Denn offenbar ist die Funktion 1 — u(P) ein Barrier beziiglich 2 t. 

Damit haben wir ein zweites und fiir die Folge wichtiges Kriterium fir 
die Regularitat gewonnen. 


§ 7. 
Greensche Funktion. Kapazitit. 

Wir miissen jetzt noch zwei Bedingungen einfiihren, die von nun an 
dauernd in Geltung bleiben sollen. 

VII. Existenz einer Grundlésung. In jedem Kreise x aus S existiere 
zu jedem inneren Punkte Q von x eine Funktion F(P, Q), die folgende Eigen- 
schaften besitzt: 

1) Bei festem Q ist F(P, Q), falls P + Q, eine Lésung, d.h. wenn t cx 
den Punkt Q, den Pol, weder in seinem Innern noch auf dem Rande enthiilt, ist 


F(P,Q) = Ly,,(P). 
2) F(P,Q) = =< +w(P,Q). Bei festem P + Q ist w(P.Q) stetig 


in Q*). Wird Q auf eine abgeschlossene Punktmenge « in x beschrinkt, die also 
vom Rande von x einen positiven Abstand besitzt, so gibt es eine endliche 
Zah] M derart, daB 


|w(P,Q)| <M (Pe€x, Q€a) 
ist. 
Addiert man zur Grundlésung die Funktion 
— Ly,,(P) = — j F(R, Q) dvp(sx), 


so erhilt man eine auf dem Rande von x verschwindende Grundlésung, 
d.h. eine Greensche Funktion 


G(P,Q) = F(P,Q) — [ F(R, Q) dyp(sn), 
welche wegen IV nichtnegativ sein mu8. 


*) DaB auch das Umgekehrte gilt, folgt aus 1). 
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Sei jetzt o eine abgeschlossene Punktmenge im Innern von x, und p(w) 
eine absolut additive Mengenfunktion auf o. Dann existiert wegen der Stetig- 
keit von G(P,Q) das Riemann-Stieltjes-Integral 
(1, 7) U(P) =| G(P,Q) du), 


falls P nicht auf o liegt, und stellt daselbst offenbar eine stetige Funktion dar. 
Wir wollen zeigen, daB U(P) sogar eine Lésung ist. 
Es ist zu zeigen 
U(P) =Ly,(P) tox —«. 


Setzen wir 


'G(P, Q:) = G;,, B* (w;) = Bes (Q; E Wi, p* (w) = 1(wo)) 


und 

2 G, uw, = U,(P). 
Dann ist 
(2, 7) U,(P) = Ly,,.(P). 


Da t von a einen positiven Abstand hat, folgt aus Bedingung VII, 2) leicht die 
gleichmaBige Beschranktheit von U,(P) auf rt und daraus wegen V die gleich- 
gradige Stetigkeit, und zwar im abgeschlossenen Kreise tr. Die U,,(P) sind also 
auf t sogar gleichmaBig stetig. Da sie in jedem Punkte von rt konvergieren, 
sobald die Durchmesser der w, gleichmaBig gegen Null streben, so konvergiert 
die Folge {U,,(P)} sogar gleichmaBig auf tr. Daraus wiederum ergibt sich unter 
Benutzung des Maximumprinzips 


Ly,,,.(P) —_ Ly .(P) 
und wegen (2,7) schlieBlich 
U(P) = Ly,,(P). 


Nach diesen Vorbereitungen stellen wir nun noch die folgende und letzte 
Forderung an die Operation L: 

VIII. Darstellung des normierten Potentials. Die im Innern 
eines beliebigen Kreises x aus S gelegene abgeschlossene Punktmenge @ sei 
von endlich vielen analytischen Kurven berandet. Dann ]aBt sich das normierte 
Potential u(P) von @ mittels einer positiv monotonen Funktion ~(w) in der 
Form (1, 7) darstellen, wobei o = @ zu setzen ist. 

Hiermit findet die Bezeichnung ,,Potential‘ eine gewisse Rechtfertigung. 

Es ist méglich, da8 mehrere Normierungsbelegungen (w) existieren. 
Unter diesen greifen wir irgendeine heraus und bezeichnen die totale Variation 
u(@) = y als die Kapazitdt von @. 

Mathematische Annalen. 118. 49 
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§ 8. 
Vergleichung mit der Kapazitit bei 4 w. 


Wir kommen zum Kernpunkt der Theorie. Es handelt sich darum, die 
oben definierte Kapazitat fiir den Operator Z mit der Kapazitat bei Au mu 
vergleichen. Dies wird uns in Verbindung mit dem nachher herangezogenen 
Wienerschen Kriterium in den Stand setzen, die Gleichheit der regularen 
Punkte beim Operator Z mit denen bei 4u zu beweisen. 

Unter Beibehaltung der Bezeichnung von § 6 sei jetzt wy = x ein Kreis 
aus S. Die abgeschlossene Punktmenge @ werde von analytischen Kurven 


berandet. u(P) =f a(P, Q) du(Q) sei das normierte Potential von @. Die 
Belegungsfunktion ‘u(o) sei so gewahlt, da8 
(1, 8) #@) = 7 


ist. Dann existiert bekanntlich eine Gieichgewichtsverteilung u*(w) auf o, 
fiir welche das Potential 


1 
(2, 8) we (P) = | lg dur(Q) 
PQ 
auf @ den Wert 1 besitzt. Wir schreiben 
‘3, 8) u*(@) = y* (Kapazitat fiir Au). 


*(@) ist bekanntlich in diesem Falle nur eine Linienbelegung, und zwar auf 
dem AuSenrande von @. Sie ist positiv, wenn, wie wir annehmen wollen, 
@ einen hinreichend kleinen Durchmesser besitzt. Setzen wir 


(4, 8) Z mA, 


Da die abgeschlossene Punktmenge @ im Innern von ~ liegt, so liegt sie auch 
im Innern eines zu x konzentrischen kleineren Kreises tr. GemaB VII, 2) gibt 
es also eine nur von t abhingige Zah) M derart, daB, wenn 


G(P,Q) = le + w(P,Q) 
gesetzt wird, 
|w(P,Q)| <M 


ausfallt, wie auch P in x und Q in t gewahit sein mége. Nehmen wir nun rt so 
klein an, daB 


ze7-2M>0 (Per, Qer) 
PQ 
gilt, so ist mithin 


$lg2 <G(P,Q) < Sigs, 
(5, 


$G(P,Q) < Ig— < 2G(P,Q), 
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falls P und Q den Kreis t nicht verlassen. Dann folgt, wenn P auf s, liegt, 
wegen u(P) = 1 aus (5, 8) 

2 1 
(6 8) < | \erq2m(@ <2. 


Daraus folgt nebenbei die Beschrinktheit von y und 4 fiir hinreichend kleine 
Mengen bei beliebiger Wah] der Normierungsbelegung 1. Nun hat bekanntlich 
das Potential u*(P) die doppelte Eigenschaft, gleichzeitig die kleinste obere 
Grenze und die gréB8te untere Grenze der Potentiale fiir alle méglichen Ver- 
teilungen der Gesamtmasse u*() auf @ zu sein. Ist also P auf @, so gilt 


oe | e+ a(a-u*@) < Max | Ig + dn @ <2, 
PQ PQ 


o 


andererseits ist 


2 : 1 1 i 
= < Min { Be duQ)s Jie;* aan (Q)) =4, 


o w 


also gilt schlieBlich 

fiir jede mégliche Wahl der Belegung u(w) des normierten Potentials, oder 
(8, 8) ty* <y <27. 

Es ist nun fiir das folgende zweckmaBig, auch in der Potentialtheorie die 
Kapazitaét so zu definieren wie beim Operator Z, d.h. nicht mittels der 
Funktion lg 2 , welche zur iiblichen Definition y* fiihrt, sondern mittels der 
Greenschen Funktion ['(P,Q) der Laplaceschen Gleichung. Nur miissen wir 
den Nachweis erbringen, daB (P,Q) die Forderungen VII und VIII erfiillt. 


VII ist ja bekanntlich erfiillt. Wir miissen nun zeigen, da8-sich das normierte 
Potential in der Form 


u(P) =f r(P,Q)du@Q) 


darstellen 1a8t. @ liegt im Innern des Kreises t, der seinerseits konzentrisch 
zu x ist. Dann ist offenbar aus Symmetriegriinden, wenn s, die Peripherie 
von t bedeutet, die Funktion 


o(P) =| F(P,Q)ds 


bis auf einen konstanten Faktor das normierte Potential von t. v(P) ist 

innerhalb t konstant. Nun brauchen wir blo8 die Massenverteilung auf s, 

von der konstanten Dichte 1 auf den Rand von @ auszufegen, was in genau 

der gleichen Weise erfolgt wie beim logarithmischen Linienpotential. Auf den 
49° 
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inneren Rand von @ entfallt hierbei bekanntlich keine Belegung. Das neue 
Potential stimmt dann auf @ mit v iiberein, hat also dort einen konstanten . 
Wert. Die so entstehende Belegungsdichte g ist, da @ von analytischen 
Kurven berandet wird, eine stetige Funktion der Bogenlange, das normierte 
Potential «(P) hat also die Form 


u(P) =f (P,Q) y(s9) ds. 


Fir einen Randpunkt p von @ gilt dabei wie beim logarithmischen Potential 
die Relation 

= oe = p(p) (mn = innere Normale von o*). 
Dies ist aber auf s, positiv. Damit ist die Eigenschaft Vil fiir 4u bewiesen. 
Wir haben also einen speziellen Fall eines Operators Z vor uns, nimlich das 
Poissonsche Integral, und es gilt demnach fiir die sich so ergebende Kapazitat 


? ad | pds 
die Beziehung (8, 8) 
(9, 8) §y* <7 <2y7*. 
Aus (8, 8) und (9, 8) folgt leicht 
(10, 8) by <y <3}. 


Wir wollen dies nun fiir den Fall beliebiger abgeschlossener Punktmengen @ 
in x verallgemeinern. @, seien wieder die in §6 zur Approximation von 
®»y — w* =x —qw* verwendeten, von analytischen Kurven begrenzten 
Punktmengen. Es war w, > @,,,; > x — w*. y, sei die Kapazitaét von o,. 
Wegen (8, 8) sind die y, gleichmaBig beschrankt; denn da die entsprechenden 
y® monoton abnehmen, ist bekannt. Es ist also 

Ya < 27%. 

FaBt man die ~(w) auf als Belegungen der festen Menge w,, so kann man 
wegen der gleichmaBigen Beschrinktheit der y, eine schwach konvergente 
Teilfolge y,,(w) auswiahlen. Wir erhalten so eine nichtnegative Grenz- 
belegung  (w), deren Gesamtmasse nicht gréBer ist als 2 yf. Die Grenzbelegung 
p(w) erzeugt das normierte Potential u(P) von @. Dies folgt unmittelbar aus 
der schwachen Konvergenz, da von einem Index m) an P sicher nicht mehr 
in w, liegt, G(P, Q) also in Q stetig auf w, (m > mo) ist. Aus dem Umstande, 
daB die Kapazitaten y* fiir Ju gegen die Kapazitat y* von ® konvergieren 
und aus den Ungleichungen 


tye <m <2y% 
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folgt wegen der schwachen Konvergenz 


(11, 8) §y* Sy S2y* 
und ebenso 
(12, 8) ty Sy S37, 


wo alle Kapazitaten sich jetzt auf die beliebige abgeschlossene Punktmenge w 
beziehen. Es sei noch bemerkt, daB die Ungleichungen (11, 8) und (12, 8) 
immer gelten, wie auch die Kapazitat y, die ja méglicherweise mit einer groBen 
Willkirlichkeit behaftet sein kann, bestimmt sein mag. 


§ 9. 
Abschlu8 der allgemeinen Theorie. 
Der Satz iiber die reguliren Randpunkte. 
Wir miissen nun das Wienersche Kriterium fiir die Regularitat eines 
Randpunktes beweisen. Es lautet genau wie in meiner friiheren Arbeit?®): 


Satz 5. Der Randpunkt p ist regular oder nicht, je nachdem die Reihe 


(1, 9) 2 Yn 
divergiert oder konvergiert. 

Die Kapazitaten y, sind folgendermaSen definiert: Sei A ein positiver 
echter Bruch und x,» der abgeschlossene Kreis mit dem Radius 2" um den 
Randpunkt p der gegebenen offenen Punktmenge 2. Setzen wir 


Q, = xn — Deyn, Wy = Q,— Qaai; 


so sei 
(2, 9) un (P) =| @(P, Q) dun(Q) 


das normierte Potential von @,, fiir eimen Kreis x» um p aus S und 


Hn(@n) = Yn 
die Kapazitat von @,,. Ist mo hinreichend gro8 gewihit, so liegen alle Mengen w,, 


im Innern von x). Wegen VII, 2) gibt es eine Konstante M derart, daB fiir 
alle Punkte Q im Kreise z,», die Ungleichung 


1 | 
(3, 9) G (P,Q) — Ig | = |w(P.Q)| <M (Pex) 
1®) Math. Zeitschr. 39 (1935), S. 532—559, im folgenden kurz mit R zitiert. Beim 


Beweis des Wienerschen Kriteriums ist die Bezeichnung wie folgt abgeandert worden: 
statt 7, K, E,, e,, Eq, v,, friher ist jetzt 12, x, 2,,0,, 2,, %, geschrieben worden. 
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erfiillt ist. Ist ¢ eine der Ungleichung 

0<e<l 
unterworfene, sonst beliebige Zahl, so wahlen wir den Index m so groB, daB 
(4, 9) imc t, M< elg— (P,QEx2m) 

"PQ 

ist. Dann folgt aus (3, 9) 
(5, 3) (1 — e)lg> <G(P.Q) < (1+ e)lg+. 


Ist jetzt n > 2 m, so folgt aus der Darstellung (2, 9), da y,,(w) positiv monoton 
ist, und aus (5, 9) 
(6,9) (1 — ©) Ya 8 Spaeeae S MnP) S (1+ ©) lB ing — (PE H:2ms QED. 
Nun sei x, ein beliebiger abgeschlossener Kreis vom Radius « um p im Innern 
von %, 2, = x, — Qx,, u,(P) das normierte Potential von 2, fiir xo. 

Um zu zeigen, daB das Kriterium dieses Paragraphen hinreichend ist, 
geniigt es, nach Satz 4 zu zeigen, daB das normierte Potential u,(P) die 
Beziehung 

lim u(P) = 1 


P—->p 
erfiillt, falls die Reihe (1, 9) divergiert. Wie in R nehmen wir an, daB die 
Reihe Y 24 ye, divergiert. Der Index m sei so groB, da8 (4, 9) erfiillt ist, und 


auBerdem x,.,, in x, enthalten ist. Es wird also (4, 9) verscharft in 
(4, 9)a #2" < Min (}, «). 


Da die beiden fundamentalen Abschitzungen (5, 9) und (6, 9) bewiesen sind, 
kann der weitere Beweis wértlich aus meiner friiheren Arbeit tibernommen 
werden, und zwar von der Ungleichung (13) auf 8.543 an bis zur Mitte von 
8. 545. 

Der Beweis der Umkehrung in R enthilt eine Ungenauigkeit, naimlich 
die Abschatzung (21). Wir wollen ihn daher kurz unter Richtigstellung des 
betreffenden Schlusses wiederholen. 

Sei L iy, konvergent. Wegen Bedingung VI ist L,,(P) im Mittel- 


punkt p von x9 positiv 


L, ,.(P) = > 0. 
Sei nun m so groB, daB wegen der Konvergenz von 24, 
‘ 


(7, 9) D> in <- 
—s lg 


— 
»| .| 
oo|+ 


1 
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bleibt. Es wird also in der Abschitzung (18) von R auf der rechten Seite nur 
der Faktor 7 angehangt. Sei v,, das normierte Potential von 2,, = x;m — 2x ,m, 
wahrend «,, wie friiher das normierte Potential von @,, = 2,, — 2,41 be- 
deutet. Besitzt v,, in p den Grenzwert 1, so sei s, der Umfang eines Kreises x 


um p, auf welchem einschlieBlich s, 
Um(P) > 3 (P € (x + 8,) Q) 
gilt. Jetzt sei m’(>m) so groB, daB 





A,m' CX, v,, (P) < } (P € 8,) 
ist. %, «/(P) sei das normierte Potential von 2,,—2,,. Es ergibt sich 
wieder wie in R 
Un Ss Un’ +? Um, m!* 

Auf s, 2 ist dann 

#<u, <} +4, 

Vm, m (P) > ; (P € s,Q). 
Es ist also 
2 Vm, m (P) > 1= L, (P) > L, ,,(P) 

auf s,2. Mit Hilfe der Oberfunktionen von v,, ,,,(P) folgert man leicht, da8 
auch in ganz x — x (Q,, — 2Q,,) 

2 Vm, m'(P) = Ly 4, (P) 


im besonderen also 


(8, 9) © mm’ (P) 2% 
ist. Anderseits gilt in p 


m’ ~ 1 m’ , 1 
(9,9) Um,m'(P) S > S (1+ @) = WB = (1+ e) d» ines 


i=m i=m i=m 2 i 


O . par 4 
<2 Dink < 97 


i=m 
nach (7, 9). (8,9) und (9,9) ergeben aber einen Widerspruch. v,,(P) ist also 
fiir kein m stetig in p, p also kein regularer Punkt. W. z. b. w. 
Aus der Ungleichung (12, 8) folgt nun sofort, daB die Reihen - 


2 t Vi> = ‘ yi 
gleichzeitig divergieren bzw. konvergieren. Daraus folgt endlich der 


Satz 6. Die reguliren Punkte beziiglich des Operators L sind identisch 
mit den reguliren Punkten beziiglich Au. 
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3. Anwendung auf elliptische Differentialgleichungen. 
§ 10. 
Die Bedingungen I bis VII. 


Wir definieren jetzt den Operator Z durch die Lésungen der in I 
betrachteten Funktionalgeichung 
4 ou Ou Ou 
(1,10) Liu) = — | 5d + | (Sta +3" 4B +udC) =0. 
Die Funktionen A(w), B(w), C(w) seien in einem beschrankten Gebiet 2) 
definiert und geniigen dort der Hélderbedingung (H) (vgl. I, 8. 697) 


|| F(r)|| <C-r'** (¢ em Kreis vom Radius r) 


mit dem fiir ganz 2) geltenden Exponenten «. Die Konstante C der Bedingung 
soll fiir jeden in 2 liegenden abgeschiossenen Bereich, aber nicht notwendig 
fiir ganz 2, fest wahlbar sein. AuBerdem setzen wir noch voraus, daB in 25 
die Bedingung (C, ,) (vgl. 8. 714, I) 

Clo) <0, f||dO\| > hf (\ja|| + ||aB\)) 
erfiillt ist. Fiir die Konstante — gilt dasselbe wie fiir die Hélderkonstante C. 


Das System S ist zunichst das System aller Kreise in 2, fiir welches die 
sukzessive Approximation gemiS Satz 1 (S. 698, 1) durchfiihrbar ist. Wir 
werden das System allerdings gleich noch etwas einschrinken miissen. Offenbar 
sind die Bedingungen I, II, III und wegen (C, ,) auch IV erfiillt. Die gleich- 
gradige Stetigkeit (Bedingung V) folgt sofort aus der Abschitzung der ersten 
Ableitungen Du der Lésung u [vgl. Gleichung (76), 8. 702 in I] 
H-F 
|Du|s et 

Dabei ist F eine obere Schranke fiir den Absolutbetrag der Randfunktion f(s). 
Liegen die Funktionen f(s) also unter einer festen Schranke F, so sind die 
ersten Ableitungen von u in einem festen Punkte gleichmaBig beschrankt, die 
Funktion selbst mithin gleichgradig stetig. 

Auch Bedingung VI 148t sich leicht erledigen. Der erste Teil folgt un- 
mittelbar aus Satz 3 von I (S. 710). Es ist noch zu zeigen, daB L, ,(P) > 0 
ist. Fiihren wir die sukzessive Approximation mit der Ausgangsfunktion 
ti) = 1 durch, so fallen alle Schwierigkeiten mit den Randableitungen fort 
und man kann den Index mp von Gleichung (8), 8. 701 in I gleich 0 setzen, 
d.h. es gilt die Abschitzung 


|“o|, | Duo} = 1, 
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s- wl aS e < 72, 


n=1 i—m 
Wahlen wir M < }, so ist 
| — t| <1 
und 
u> 0. 


Ist also g eine Zahl zwischen Null und Eins, so bestimmen wir nun das 
System S endgiiltig so, da8 wir von den fiiiheren Kreisen nur die beibehalten, 
fiir welche die Konstante M kleiner als 4 ausfalit. Ist die Hélderkonstante C 
fiir ganz 2, fest wahlbar, so sind dies alle Kreise aus 2), deren Radius unter 
einer festen hinreichend kleinen Zahl liegt. 


Die Existenz einer Grundlésung (Bedingung VII) ist ebenfalls nach ] 
gewahrleistet. 


§ 11. 
Ein Eindeutigkeitssatz. 


Es ist noch der Nachweis der Bedingung VIII zu erbringen, d.h. die 
Integraldarstellung des normierten Potentials zu beweisen. Die folgenden 
Hilfssatze stellen eine Verallgemeinerung und zum Teil eine Vereinfachung 
entsprechender Sitze von R dar, welche in der Befreiung von der Existenz 
zweiter Ableitungen begriindet ist. Die Beweise lassen sich zum Teil iiber- 
tragen, sind aber vollstandig durchgefiihit. Wir beweisen zunichst folgende 
Verallgemeinerung des Hilfssatzes 3 von R: 

Hilfssatz 1. w*1.) sei ein beschranktes Gebiet, dessen Rand s aus endlich 
vielen einfachen geschlossenen analytischen Kurven als Komponenten zu- 
sammengesetzt ist. s9 sei der AuBenrand, s, die Gesamtheit der iibrigen Kom- 
ponenten. Die Funktion w(P) sei stetig in w* +s und in w* eine regulire 
Lésung von (1, 10). AuBerdem seien ihre ersten Ableitungen in w* +- s, stetig, 
und es gelte 


w = 0 auf s, ed = 0 auf s;. 
Dann ist 
w(P)= 0. 


Nehmen wir an, daB w in einem Punkte pp von s, ein positives Maximum 
w (Po) = m besitzt. Wegen Bedingung (C, ,) ist in w* 


(1, 11) w(P) <m. 


4) Die Bezeichnung ist in Ubereinstimmung mit der Bezeichnung von § 6 gewahlt. 
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Wie friiher bilden wir eine Umgebung U von pp durch eine Funktion z’ = ¢(z) 
(z’ = 2’ + iy’) schlicht und konform so ab, da8 das (analytische) Randstiick 
von s, in U in ein Stiick der y’-Achse iibergeht. Die Normalableitung von w 
geht wieder in eine solche iiber und verschwindet also auf z’ = 0. AuBerdem 
wird unter Benutzung der Konformitat der Abbildung 


L(w) = Li(w) = —| Zee + | (35a4'+ Saw + ude’), 
a’ =| 44% = aB, B = \% aa +28 ¥ dB, C'=C (Bild vono). 


Ahnlich wie im friheren Falle setzen wir simtliche Funktionen im Bilde U’ 
von U iiber die y’-Achse hinaus fort durch die Vorschrift 


2,11) w(z,y¥)=w(-2,y), 4G) =—-4'@), B@) = Be, 
C(a’) = Cia’), 


wo @’ das Spiegelbild der Menge w’ an der y’-Achse ist. Es sei nun x ein Kreis 
um po(zo). der samt seinem Rande im Regularititsgebiet der Abbildungs- 
funktion z’ = g/(z) liegt, x’ sei sein Bild. Dann gibt es, wie man z. B. mit 
Hilfe des Schwarzschen Lemmas einsieht, eine positive Konstante M derart, 
da8 fiir jeden Kreis tr’ in x’ vom Radius 7 


r<Mr 
gilt, wo r der Radius des kleinsten Kreises t ist, welcher das Urbild von 1’ 
enthilt. 
Die Funktionen A’, B’, C’ geniigen dann in x’ einer Hélderbedingung. 
Z. B. ist 
|| A’(x’)|] <20Nr't* <2CNM'**r''*, 


wenn N eine obere Schranke fiir die Ableitung | Z| in x ist. 


Setzen wir nun 


(3,11) We) = wole’) +X [re, 0) [23 aa’ + te ap + wa’, 

wobei 7’ ein Kreis in x’ mit dem Mittelpunkt z; ist, und die Potentialfunktion tw 
dieselben Randwerte wie w besitzt. I'(z’, ¢’) ist die Greensche Funktion des 
Kreises rt’. W (z’) ist offenbar symmetrisch zur y’-Achse und besitzt, wie in I 
bewiesen, stetige erste Ableitungen. Daher ist 


(4, 11) 7 =0 (2 =0). 
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Wir behaupt-n, da8 fiir jede Menge w’, die von einer rektifizierbaren Kurve s’ 
begrenzt wird, die Gleichung gilt 


(5, 11) J ods = \ Ge eda’ + SY dB’ + wd0) = | Grae. 

(5, 11) gilt sicher, wenn ’ ganz in einer der beiden Hialften des Kreises x’ 
liegt. D« .n fiir w gilt sie, weil w regulire Lésung nach Voraussetzung ist, und 
fiir W, \ .] es die Summe einer Potentialfunktion und eines logarithmischen 
Potenti:..s ist. Ragt nun w’ in beide Halften hinein, so wird es durch die 
y -Achse in zwei Teile w und w} a. fiir welche (5, 11) - ist. Da, wie 
schon bemerkt, auf der y’- -Achse 2 5. , und nach (4, 11) auch 5 aS ® verschwindet, 


so ergibt sich durch Zusammensetzen der Pn eg Porinela fir @| 
und w} schlieBlich die behauptete Gleichung (5,11). Es ist also 


[2% ="as =0 


On 
7 


fiir alle einfachen, geschlossenen, streckbaren Kurven s’ in t’. W — w ist also 
harmonisch, und, da es auf dem Rande von 1’ verschwindet, auch im Innern 
von 7’ gleich Null: 

W=w. 


w ist also Lésung der Integralgleichung 


owe +a | Te. 0) ($8 aa’ + 5% dB’ + wdc’) 


und mithin regulaire Lésung von L’(w) = 0 in t’. Nach dem Maximumprinzip 
miiBte also in t’ 
wo=m 


sein im Widerspruch zu (1, 11). 


§ 12. 
Zwei weitere Hilfssitze 1), 


w*, 89, 8; mégen dieselbe Bedeutung haben wie im vorigen Paragraphen. 
Nur sei jetzt der Durchmesser von w* hinreichend klein, so daB Satz 4 von I 
anwendbar ist. wp, sei das Innere von s, w das Innere von s;, alsow + 8; + w* 


= +w* =m. G(P,Q) sei die Greensche Funktion fiir wo. 


12) Vgl. hierzu S. 534 in R. 
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Hilfssatz 2. Fiir jede beschrankte integrable Funktion g der Bogen- 
lange ¢ auf s, ist 


(1.12) Wee) = | $2 (P,Q) 9 de 


eine hélderstetige Funktion der Bogenlainge s mit festem Exponenten. 
Beweis. Es bedeute lg — + w(P,Q) die bei der Konstruktion von 
G(P,Q) benutzte Grundlésung; die Funktion u in der Zerlegung 
(2, 12) G=kgi+w+u 
ist mithin eine regulare Lésung in w). Entsprechend dieser Zerlegung zerlegen 
wir auch W (s) 
W=W, + W, + Ws. 


Durch s’ + s” sind zwei Punkte P’, P’” irgendeiner Komponente von 3, 
bestimmt. Sei 
|r’ —s"| = 46, r =Q,P, r” =Q,P". 


Dann sei o der Teil von s,, auf welchem 


Min (r’, 7”) S 6°; 
auf s, — o ist dann 


(3, 12) Min (r’, r’’) > 5°. 


o besteht aus allen Kurvenstiicken von s,, die in der Vereinigung zweier Kreise 


a 


um die Punkte s’ und s” mit dem Radius 5* enthalten sind. Beziiglich Ws (s) 
ist nichts zu beweisen, da wu in wp» regular ist, und die ersten Ableitungen von u 
nach I gleichmaBig in bezug auf s, cer H-Bedingung geniigen. Die Differenz 


|W, (s’) — Wy (s”)| 
ist bereits in R (8. 557) abgeschiitzt worden. Danach ist 
(4, 12) IW, (*) — Wi (s")| s- a8, 
Bleibt noch 
[Ws (s') — Ws (s”)| 
abzuschitzen. Setzen wir 
(5, 12) W, (s”) — Wa (s') = V, + V,_., 
entsprechend der Zerlegung von s,. Gema8 (13b), 8.713, I gilt die Abschatzung 


|Dw| < as ; 
r 


* 
Q 
& 





* 
NN 
& 
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Mithin wird 








(6,12) |¥.|< it 





3 | + [aE [liners of (sta + phan 


ri-¢ r l-e 


Es geniigt etwa | a abzuschatzen. o liegt nach der Bemerkung zu (3, 12) 
F 





sicher in einem Kreise mit dem Radius 6 +- 5° umP’ , fiir hinreichend kleines 6 


also in emem Kreise r, vom Radius @ = 2 5° um P’. Legen wir den Ko- 
ordinatenursprung in den Punkt P’, und nehmen die Tangente an o in P’ als 


z-Achse, so ist s,; in eer gewissen Umgebung dieses Punktes darstellbar in 
der Form 


(7, 12) ¥Y = a2 +a, +°--- (|z| S 9 < 0). 


Wir wahlen die Konstante 7, die nur von der Kurve s, abhingt, noch so, daB 
fiir ee beliebige positive Zahl m 


ly|<m<0  (|z| Sm) 


gilt. Ist 6 hinreichend klein, so enthalt t, nur Punkte des durch (7, 12) dar- 
gestellten Stiickes von s,, das natiirlich aus emem Kurvenzug besteht. Aus 
(7, 12) folgen fiir r und die Bogenlinge ¢ leicht die Darstellungen 


r= Vt = 2Y it (L) = 2(1 + 01), 
V1+ y'%dz = x(1+0(z%), 


t= 


Poesy 








r =t(l + O(z%)). 
Es ist also in T, etwa 
2e « 
t dt dt te 4g 
a o\2 
Mithin ist 
(8, 12) |V.| = 0(5°). 


Nun die Abschatzung von 


(9, 12) Hina wd j (5a — Fe) oa. 
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Da die Grundlésung G* = Ig +w fiir P + Q eine Lésung von L(u) = 0 
ist, hat w die Form 

Om a5 PUP. R) dF (R,Q), 


F(0,Q) = | (2 EM a4 R + FEM a BR + G(R, QC (R)) 


Gehen wir nun an die Abschitzung der Differenz 
dw dw 1 (ae _ Or(P’,R) 





00,19) SS — fF ~ 55) (3a, in, )4F(R.Q)), 


On,» On, 2x 
wobei Q = Q, im Integral V, _, die Punkte von s, — o zu durchlaufen hat. 
Wir schatzen zunichst die Differenz 
or or 
ony, = omy, 
ab. P’, P’ Tiegen auf s,, haben also einen positiven Abstand von s,. Setzen 
wir nun 





r= Ig— +, 
so geniigt die Potentialfunktion v gleichmaBig in R emer Abschiatzung 














(11, 12) re (P", R) — Ja (PR)| <C-6 (8=|s"—+#'}). 
Welterhin ist, RP’ = 9’, RP” = 9’ gesetzt, 
tHE IE caters o (de 3) + MOE, 
Die erste Differenz ist offenbar absolut. kleiner als 
es 
ee” 


Die zweite ergibt sich aus dem Mittelwertsatz bei Beriicksichtigung der Be- 
schranktheit der Kriimmung als ein ee Zusammen mit (11,12) folgt also 








ee 
or or 5 
On, aa On, = Ce -" 


Nun ist wegen (13b) in I 


\Der;<5 (9 = RQ). 
Mithin erhalten wir fir die Differenz (10, 12) 
Jo... Sel « c.9 | is4l + ia Bll + \idO) _ oo (sz 


On, On, 





eo'e” 





ee" oe 
@o ™o 
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0, e', @” sind die Verbindungsgeraden des Punktes R mit Q, P’, P”. 
R variiert in wo, Q auf s,; —o. Es ist 


le’ — 0” | S|s’ —s"| = 6, 
r sei ein Kreis mit dem Radius 9* = 36° um Q, dann ist 
@246* (Rew —7), 


ee” 248° (REx). 
Folglich ist unter Benutzung einer Abschitzung aus I (8. 712) 


ae 28 (68 9! 1088 
6(i< t (se < 05-0 alesieaith- 





(12, 12) |V,,-o| S Cd®. 


(4, 12), (8, 12), (12, 12) und die Bemerkung tiber W;(s) liefern schlieBli-h die 
im Hilfssatz 2 behauptete H-Stetigkeit des Integrals (1, 12). 


Hilfssatz 3. Die Belegungsfunktion g(t) sei jetzt gleichmaBig hélder- 
stetig auf s,, d.h. | p(t’) — p(t”)| < C\t’ — t’|"(y > 0) mit festem C und y. 
SchlieSen wir s, in eine einfache geschlossene im Innern von w* verlaufende 
Kurve S§ ein, so besitzt das Potential 


o(P) = (P,Q) p(@) dt 
%1 
in @ sowie in dem von S und s, begrenzten Gebiet gleichmaBig hélderstetige 


erste Ableitungen, die mithin auf den Randern derselben Gebiete stetige 
Grenzwerte besitzen. 


Fiir den Fall, daB G(P,Q) durch die Funktion lg + ersetzt wird, ist die 


Aussage des Satzes bereits bewieseu (vgl. Lichtenstein, Enc. II C 3, 8. 201/202). 
Zerlegen wir G(P,Q) gemaB (2, 12) in 


1 
G = lg ~+uw+u, 

so ist der Beweis nur fiir die Funktion 
f w(P, Q.) y (e).at 
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durchzufiihren, da die regulaire Lésung u 1m Innern von S hélderstetige erste 
Ableitungen besitzt. Nach I ist wie vorhin, wenn wieder 
lg+ 4+-w = G* 
gesetzt wird, 
w(P.Q)= 3 (PP, BPG a a(R) + °F" aR) +4%R,Q)40(R)]. 


ty 


Wir fiihren den Beweis fiir die Funktion 


w, (P,Q) = j r(P, R) IoD a (R) 


Wo 
durch. Dann ist 


(13,12) [ (P,Q) o@det = Fi [ eae | rer, B22 BW 44 (R) 


*" *\ a9 


= aire, R)d A(R) J 20° (BQ) 9 (dt. 
R 
wo 
Die Erlaubtheit der Vertauschung folgt wegen der ‘Beschrinktheit von ¢(t) 
leicht aus dem Fubini-Tonellischen Satze, da das erste Integral auch bei 
absolut genommenem Integranden existiert, was fiir das innere Integral 
in I (S.711 unten) bewiesen wurde. Nun ist das Integral 


[eee (t)dt = O(R) 


Mh, i ; ; , 2 1 
als Funktion von R beschrinkt. Dies folgt fiir den Anteil is, j lg — p(t) de 
nach Lichtenstem (I. c., 5.201) aus der Hélderstetigkeit von o(t), fiir den 
Anteil { Sete. Ge p(t) dt ebenfalls unter Benutzung der Holderstetigkeit 
. R 
von v(t) aus der Abschatzung (13b) I 
|Dw\< . 
r 
Setzen wir 
[®(R)dA(R) = Ayo), 


so geniigt A,(m) wegen der Beschrinktheit von ® derselben H-Bedingung 
wie A(w), und (13, 12) schreibt sich 


| (P,Q) 9 (at = ¢ [re R)d A, (R). 


Wo 


Diese Funktion besitzt aber nach I in wp hélderstetige erste Ableitungen. 
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Damit ware der Beweis erbracht. Aus ihm folgt zugleich die Giiltigkeit 
der bekannten Randrelation fiir die Normalableitung des Potentials der ein- 
fachen Belegung, falls diese einer H-Bedingung geniigt. Denn wir haben soeben 
gezeigt. daB die ersten Ableitungen des Anteils 


f (w + u) p(e) de 
stetig bleiben beim Durchgange durch s, . »(P) verhalt sich daselbst also genau 
wie das logarithmische Potential Jet p(t)dt. D. h. es gilt 


bl) 
) 


(14, 12) $= — x9 (9) + | 26 PQ p(t) de, 


"1 
wo n, die ins AuBere von w gerichtete Normale bedeutet. Die entsprechende 


rena ee, § gilt aber ebenso in a - die Gebiete w. Bedeuten also 
av 
an, UD < Normal- 
ableitungen “auf 8, beziiglich der Gebiete w und w*, so folgt aus (14, 12) 
und der entsprechenden Gleichung fiir w die Sprungrelation 





(15, 12) gr _ 3° _2ng. 
§ 13. 


Abschlu8 des Beweises. 


Wir sind nun in der Lage, den angekiindigten Satz iiber die Darstellung 
normierter Potentiale und damit das Erfiilltsein simtlicher an unseren speziellen 
Operator L gestellten Forderungen zu beweisen. 


Satz 7. Das Gebiet w* mit dem Rande s = 8s + 8, gentige den Bedin- 
gungen von § 12. u(P) sei die nach Satz 1 von | existierende Funktion mit den 
Randwerten 0 auf 8 -und 1 auf s,. Dann gibt es eine und nur eine stetige nicht- 
negative Belegungsfunktion g(t), mittels deren sich u(P) durch das folgende 
Integral darstellen lapt 


(1, 13) u(P) = | G(P, Q,) p(t) dt. 
Beweis. Wegen (14,12) muB8 g(t) eine Lésung der Integralgleichung 
a 0G 
(2, 13) $e = — ap le) + | Fe (Po.Q) wat 


bal | 
s* noch auf dem Rande hdlderstetig. Der 


aG . oe cos (n,, 7) 
Kern an, ist wegen der Stetigkeit von ————- 


sein. Nach Satz 1 von I ist 





auf s,; und wegen (13b) inI 
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nur uneigentlich singular und es gilt die Fredholmsche Alternative. Besitzt 
die homogene Gleichung 


— x9(8) + | 5 (Par Q) pat = 0 
eine nichtiriviale stetige Lésung ¢(t), so ist nach dem Hilfssatz 2 von § 12 
> (s) hdlderstetig. Fir das Potential 


o(P) =| G(P, Q,) 9) dt 


gilt nach der Schlu8bemerkung des vorigen Paragraphen die Gleichung (14, 12). 


av 


Die Normalableitung =~ auf s,, die nach Hilfssatz 3 ja existieren muB, ist 


also gleich Null und daher nach dem Eindeutigkeitssatz auch » selbst. Daraus 

wiederum und aus der Stetigkeit von v in ganz wp» folgt wegen des Maximum- 

prinzips, da8 » auch in verschwindet, und daher auch die Ableitung x. 

Nach (15, 12) ist demnach 
gj =0 

die homogene Integralgleichung also nur trivial lésbar. Folglich hat die 

inhomogene Gleichung (2, 13) eine und nur eine stetige Lésung p(t). Diese 


ist nach Hilfssatz 2 sogar hdélderstetig, da, wie schon erwihnt, die Ab- 
leitung ©“ in (2,13) ebenfalls hélderstetig ist. Also hat das mit dieser 


Belegung gebildete Potential 
o(P) =f G(P, Q,) p(t 
bd | 


#ach Hilfssatz 3 noch auf s, eine stetige Normalableitung, die wegen (2, 13) 
mit ra iibereinstimmt. Da wv ebenso wie wu auf s) verschwindet, so sind 
u und » nach dem Eindeutigkeitssatz tiberhaupt identisch. Es ist noch zu 
zeigen, daB die Belegung p(t) nichtnegativ ist. Dies folgt aber aus der 
Sprungrelation (15, 12), wenn man bedenkt, daB wegen der Giiltigkeit des 
Maximumprinzips » sowohl in w, wie in w* héchstens gleich 1 sein kann; 


die Ableitungen aod , —2t , und damit auch g(t) sind also nichtnegativ, 
i a 


da die Normalen nach w* hinein gerichtet sind. 





(Eingegangen am 1. 5. 1942.) 





Zur ,,wahrscheinlichkeitstheoretischen Stabilisierung* 
beim Erneuerungsproblem. 
Von 


Hans Schwarz in Géttingen. 


Das Erneuerungsproblem ist neuerdings von Herrn H. Richter") einer 
eingehenden mathematischen Behandlung unterzogen worden. Zur weiteren 
Informierung iiber diesen Fragenkreis, sowie iiber seine Bedeutung in der 
Bevélkerungstheorie sei deshalb auf jene Arbeit und das dortige umfassende 
Literaturverzeichnis verwiesen. 

Herr H. Richter hat einen neuen Stabilisierungsbegriff eingefiihrt. 
Er spricht von ,,wahrscheinlichkeitstheoretischer Stabilisierung‘‘, wenn der 
Erwartungswert der bis zu einem Zeitpunkt zu erneuernden Elemente asymp- 
totisch proportional der Zeit und der mittlere Fehler von kleinerer Ordnung 
als die Zeit wichst. Es wird bei kontinuierlicher Betrachtungsweise gezeigt, 
da8 wahrscheinlichkeitstheoretische Stabilisierung stattfindet, wenn die 
Ausscheidefunktion quadratintegrierbar ist und ihr zweites Potenzmoment 
existiert. 

In der vorliegenden Arbeit soll gezeigt werden, daB dies schon der Fal] 
ist, wenn nur das erste Potenzmoment der Ausscheidefunktion, die sog. mitt- 
lere Verweilzeit, existiert. Der Beweis wird zunichst bei der diskontinuier- 
lichen Betrachtungsweise mit Hilfe eines Satzes Tauberscher Art iiber Potenz- 
reihen gefiihrt und dann ganz analog bei der kontinuierlichen Betrachtung 
mit Hilfe einer Ubertragung jenes Satzes auf Laplace-Transformationen. 
Weiter werden bei der diskontinuierlichen Betrachtung der oben genannte 
Erwartungswert und der mittlere Fehler mit Hilfe der Additionssitze fiir 
Erwartungswerte und mittlere Fehlerquadrate berechnet, da es interessiert, 
wie diese in der Wahrscheinlichkeitstheorie iibliche SchluBweise im vor- 
liegenden Fall angewandt werden kann. 


Betrachten wir eine Gesamtheit von Elementen, die einer diskontimuier- 
lichen oder kontinuierlichen Ausscheideordnung unterliegen: p, bzw. p(t) dt 
sei die Wahrscheinlichkeit, daB ein Element » bzw. t¢ Zeiteinheiten nach 
Eintritt in die Gesamtheit ausscheidet (Ausscheidefunktion). Im Zeitpunkt 
Null soll sich die Gesamtheit aus lauter neuen Elementen zusammensetzen. 


1) H. Richter, Untersuchungen zum Erneuerungsproblem. Math. Annalen 118, 
Heft 2. 
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Ist dann g, bzw. p(t)dt die Wahrscheinlichkeit, daB bei konstant ge- 
haltenem Bestand im Zeitpunkt n bzw. ¢ ein Element ausscheidet, also er- 
neuert werden mu8 (Erneuerungsfunktion), so bestehen bekanntlich zwischen 
p und @ die Beziehungen, bei diskontinuierlicher Betrachtung: 


n—1 n-l 


(1) Pn — Pn = 2 Pn Pr = Pn-vPr> Pr = Pi> 
bei kontinuierlicher Betrachtung: 


(2) 9(t) — Pe) =| re) y(t)dr =[et—2 p(e)dr. 


Die Funktionen p sind Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit dem Argument- 
bereich (0, ©). Es ist also vorauszusetzen: 


(3) Pn = 9, Ho= & P= l, 
(4) p(t) 20, w= Jrwat =1. 


Weiter soll noch p(t) in jedem endlichen Intervall beschrinkt sein, also 
(5) p(t) <M in O St S ty). 


Wir wenden uns nun dem diskontinuierlichen Fall zu und wollen zunachst 
den Erwartungswert ®, und den mittleren Fehler a, der in dem Zeitintervall 
(0,) ausscheidenden Elemente berechnen. Fiir wahrscheinlichkeitstheore- 
tische Betrachtungen ist es zweckmaBig, sich den konstanten Bestand nur 
aus einem Element bestehend zu denken, das nach gewissen, der Ausscheide- 
‘unktion unterliegenden Intervallen ersetzt wird. 

y; ist die Wahrscheinlichkeit, da8 im Zeitpunkt 1 ein Element aus- 
scheidet, 1 — gy, die Wahrscheinlichkeit, daB dies nicht der Fall ist. Also ist 


(6) 1-gy+90-(l—go)= 9% 


die zu erwartende Anzahi der im Zeitpunkt ¢ ausscheidenden Elemente, und 
nach dem Additionssatz fiir Erwartungswerte folgt 


®, = ~, 9i- 
Der Additionssatz fiir mittlere Fehlerquadrate lautet hier: 


2 . ,. 
= 2 s+ 2 Tix 8, Sx, 
t=1 “ite 


*) Vgl. H. Richter, a. a. O. 
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wobei s, das mittlere Fehlerquadrat beziiglich des Zeitpunktes i ist und r,, 
der Korrelationskoeffizient zwischen dem Ausscheiden in i und k. Zu- 
nichst findet man ohne weiteres 


8 = (1— 9)? y+ (O— 9)? (1— ) = 9 (A 9). 


Zur Berechnung von r,, 8; 8, ist die Kenntnis der Wahrscheinlichkeiten er- 
forderlich, da8 sowohl in ¢ als auch in k ein Element ausscheidet bzw. daB in i, 
nicht aber in k ein Element ausscheidet usw. Sei zunichst i < k, dann seien 
die vier Wahrscheinlichkeiten in unmiBverstandlicher Weise mit 1”,,, bzw. 
W109; Wo1, Woo bezeichnet. Es ist 


M11 = Pi Pr-s 

Wio = Pi (1 — Pe-s), 

Wor = Pe— Pi Pe-i: 

Woo = 1 — Gi — Pet Pi Pr-i- 


Die ersten beiden Gleichungen sind ohne weiteres einzusehen, die letzten 
beiden ergeben sich etwa aus 


W311 + Wo1 = Px» 
W190 + Woo = 1 — Oy. 


Also ist fiir 1 < k 


Tex 8 Se = (1 — gy) (1 — x) ir + (1 — gy) (0 — Gx) M10 + 
+ (0 — gy) (1 — px) Mor + (0 — 9) (0 — gx) M00 
= Pi(Pr-i — Pr): 


Ist k < i, so braucht man nur die Indizes zu vertauschen und erhilt 
Tex 8; Sy _ Px(Pi-z — 9): 


und nach dem Additionssatz ergibt sich nun 


2 _ . act mn 
oy, = 2 rl Gi) + 2 (Pes Pr) + 2 Pel Ps Y:) 


n n 
= — 2 — ‘ i? 
ZH - 2g EP Pet 2 2 Pr 


1 


(7) 29 ED, Gyr + Oy — OF. 
Wahrscheinlichkeitstheoretische Stabilisierung findet also statt, wenn 


(8) +, —> konst. und ~ On —>0 fir n> @, 
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und es soll untersucht werden, unter welchen Voraussetzungen iiber die 
Ausscheidefunktion p, dies der Fall ist. Es wird sich herausstellen, daB die 
Existenz der mittleren Verweilzeit 


(9) = 2 vp, 


r=1 
hinreicht. 
Zu diesem Zweck betrachten wir die Lésung der Differenzeugleichung (1) 
mittels Potenzreihen’). Bildet man mit der komplexen Variablen z die 
Potenzreihe 


(10) ge) = 2 p,2, 


so ist g(z) wegen (3) im Innern des Einheitskreises analytisch und auf dem 
Kreise stetig, und es ist g(1) = 1. Im Innern des Einheitskreises hat 1 — g(z) 
keine Nullstellen, denn fiir |z| < 1 ist 


\g@z)\ Ss z p, |2|" < 1. 


rel 


Die Funktion 


(11) He) = 729, 





ist also im Innern des Einheitskreises regulir. Sie la8t sich um z = Q in eine 
Potenzreihe entwickeln 


(12) He) = = y,2", 


die in |z| < 1 konvergiert. Aus /(z) — g(z) = /(z)g(z) folgt nun 


co n-l 


Z (vn—G)2?= 2 Z p,_.y,2’: 
n=1 n=2 »=1 


also ist Y, = Qn die Lésung von (1). 
Es sei nun 


(13) P,= Zp, G@) = E Pz, 


dann ist unter der Voraussetzung (9) wieder G(z) analytisch in |z| < 1 und 
stetig auf |z| = 1, und es ist 


(14) fy = 2 P,, G(1) = #4. 








3) Vgl. H. Hadwiger, Untersuchungen iiber das asymptotische Verhalten re- 
kurrenter Zahlenreihen. Mite. d. Vereinig. schweiz. Versicherungsmathematiker 34- 
(1937). 
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Aus der Identitat 





Py Sat Pius 2" 
folgt durch Summation iiber vy von 1 bis © 
(5) 1 — 9(2) = * 


in |z| <1 (Abelsche partielle Summation). Hieraus folgt in Verbindung 


mit (11) und (12) 
Jn. y » — 29(2) 
a Ie sie s a ) 








und wegen (14) 
(16) lima —2) S'pe = 2. 


pA yy 


Wir benutzen nun den folgenden Satz Tauberscher Art : 


Sei a, = 0, 2'4, z" in |z| < 1 konvergent, und fiir ein « > 0 strebe 
(1 —z)* z 2, z’ >A 


fiir z > 1 auf der reellen Achse, so gilt fiir n + © 


= 1 Se. rom: 


Ist a, eine monoton wachsende Folge, so gilt sogar 
1 “te Ax 5 
n*~1 ™ P(2 +1) 
(Den Zusatz werden wir spiter bendtigen.) 
Da ¢, = 0 ist, wie man aus <a ohne weiteres ersieht, ergibt sich aus (16) 
(17) lim — ~ ®, =— 


a7? x M,’ 
und damit ist der erste Teil von (8) bewiesen. 


Um zu zeigen, daB auch lim ~ on = 0, betrachten wir 


io 
n—l n—l 
= py ®, Prn—v = pm Y, 9,5 
v=1 vol 
Zunichst ist y, monoton wachsend, denn sei etwa m < n, so ist 


n-l 


m—1 
Yn — Ym = * 9 (P,_,— Pn_,) + 2. gq, Pin => 0, 


*) Hardy u. Littlewood, Lond. M. S. Proc. (2) 13 (1914), S. 174. 
5) G. Doetsch, Math. Zeitschr. 11 (1921), S. 161. 
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da ®, monoton nie abnimmt. In |z| < 1 ist nun 


Pia ie 

Pa) = S02 = aaa 
und 

h(z) = 2 y, 2 = F(z) {(2) 
oder 

(1 — 28 h(z) = ((1— 2) /@F. 
und wegen (16) folgt 
(18) lim (1— 2) YS” yer = 4. 


2:1 vr=1 at 


Da y, positiv und monoton wachsend ist, kann man hier nach dem Zusatz 
des obigen Satzes von Hardy und Littlewood schlieBen: 


1 1 


a> 2 


Aus (17) und (19) folgt endlich 
Sor = “¥2 + Se _ (£2) +0 fir n + o, 
also 


lim . a = 0, 
n 


a-> 


und damit ist auch der zweite Teil von (8) bewiesen. 


Fiir die Integralgleichung (2) soll jetzt noch der entsprechende Satz 
bewiesen werden. Unter den zu Beginn gemachten Voraussetzungen iiber die 
Ausscheidefunktion (4) und (5) gilt: 

Wenn die mittlere Verweilzeit 


(20) 1 = J tp(t)dt 


existiert, so findet wahrscheinlichkeitstheoretische Stabilisierung statt, d.h. 
es gilt dann 


(21) + O(t) > = und + o(t)->0 fiir t—> &, 
wobei 

t 
(22) P(t) = J p(t) at, 


t 
(23) o%(t) = 2 { P(r) p(t — r) dx + OE) — OQ) 
0 
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der Erwartungswert und das mittlere Fehlerquadrat der im Zeitintervall (0, t) 
ausscheidenden Elemente sind. Herr H. Richter hat in der erwaihnten Arbeit 
diese Werte durch Aufstellen der Verteilung und mit Hilfe von erzeugenden 
Funktionen berechnet. 


Der Beweis verliuft mit Hilfe von Laplace-Transformationen ganz 
analog. Es ist 


(24) g(z) = rw e*' dt 
0 


wegen (4) eine in R(z) > 0*) analytische und in R(z) = 0 stetige Funktion 
und g(l) = 1. Ist g(t) die immer vorhandene eindeutige Lésung von (2), 
so ist 
(25) He) = { ge) e~**de 

U 
konvergent in R(z) > 0, und es gilt dort 


(26) He = 72950. 


In R(z) > O ergibt sich nun fiir die Transformierte F(z) von P(t): 


F(z) = [ow edt = fe 8), 
0 


t 
und fiir die Transformierte h(z) von y(t) = | P(x) g(t — t)dr nach dem 
0 


Faltungssatz °) 

(27) h(z) = J y(t) dt = F(z) f(2), 
also 

(28) 28 h(z)= [zf (2). 


Unter der Voraussetzung (20), daB yu, existiert, ist 
(29) G2) =[PWedt mit Pw) =f peat 
a i 


*) Realteil von z. 

7) Vgl. H. Richter, a. a. O. 

*) Vgl. G. Doetsch, Theorie und Anwendung der Laplacetransformation. Berlin 
1937. S. 148. 

*) Anm. 8, S. 161. 
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wieder in R(z) > 0 analytisch, in R(z) = O stetig und 
(30) G(1) = wy, = | Pde. 

0 


Durch partielle Integration findet man hier in R(z) > 0 
(31) g(z) = 1 + zG(z). 


Daher ist nun nach (26), (28) und (31) 


ef) = £2, 
she) = [Sa] 
‘in R(z) > 0 und wegen (30) 
(32) bere 2 fe) - =, 
i 
(33) Tim 28 h(2) = 5. 


Um jetzt aus diesem Verhalten der Transformierten bei z = 0 auf das 
Verhalten von g(t) bzw. p(t) fiir t ~ © zu schlieBen, benutzen wir folgende 
Ubertragung des obigen Satzes von Hardy und Littlewood auf Laplace- 


Transformationen %): _ 


Sei a(t) => 0, { a(t) e *‘dt in R(z) > 0 konvergent, und fiir « > 0 strebe 
0 


=* fa(e) edt+A 


fiir z + 0 auf der reellen Achse, so gilt fiir t > © 


i A 
0 


Ist auBerdem a(t,) S a(t.) fiir 0 St, S ty, so gilt sogar 
1 4() + rae 1)" 


Daf g(t) = 0 ist, erkennt man etwa aus der Darstellung von y(t) durch eine 
Neumannsche Reihe. Daher ist ®(t) positiv und monoton nie abnehmend, 


1%) Anm. 8, 8S. 208. 
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und genau wie friiher folgt dies auch fiir y(t). Also kénnen wir aus (32) und 
(33) schlieBen, daB 


lim +o —+%), 


(—>o fy 
E 1 1 

lm —yw(t) = — 
‘>a e vit) a?’ 


und es gilt weiter 





i 2 Dit Pit)? " 
= a(t) = “49 4 (EB) + 0 fiir t — o, 


oder 
. 1 
lim zo =0, 
t—>oo 
womit auch fiir die kontinuierliche betrachtungsweise erwiesen ist, dai 


wahrscheinlichkeitstheoretische Stabilisierung stattfindet, wenn nur die 
mittlere Verweilzeit existiert. 


‘t) Anm. wahrend der Korrektur: In einem Referat, Zentralblatt f. Math. u. 
Grenzgeb., Bd. 26, Seite 127, weist H. Hadwiger auf die Méglichkeit dieses Beweises hin. 


(Eingegangen am 8. 6. 1942.) 
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